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Ueber  einen  Codex  des  Klosters  Salem. 

Von  Mobitz  Cantoh. 


Unter  den  Handschriften,  welche  früher  dem  Kloster  Salem  am 
Bodensee  angehörten,  jetzt  im  Besitze  der  Heidelberger  Universitäts- 
bibliothek sich  befinden ,  dürfte  eine  der  Aufmerksamkeit  derjenigen  Mathe» 
matiker  empfohlen  werden ,  welche  für  die  Geschichte  ihrer  Wissenschaft 
Interesse  empfinden.  Bei  der  Seltenheit  mathematischer  Handschriften  in 
Deutschland  glaubten  wir  sogar  keine  überflüssige  Mühe  zu  übernehmen, 
wenn  wir  den  Abdruck  in  dieser  Zeitschrift  veranlassend  die  vielen  Ab- 
kürzungen, durch  welche  das  Lesen  solcher  Handschriften  häufig  be- 
trächtlich erschwert  wird ,  auflösten  und  einzelne  Stellen  mit  Anmerkungen 
begleiteten.  In  diese  Anmerkungen  haben  wir  auch  verwiesen,  was  allen- 
falls für  Folgerungen  aus  gewissen  Sätzen  gezogen  werden  dürften,  und 
um  uns  nicht  zu  wiederholen ,  begnügen  wir  uns  als  Einleitung  nur  kurze 
Andeutungen  über  das  Aeussere  der  Handschrift  vorauszuschicken. 

Der  Quartband  Manuscripten  der  Heidelberger  Bibliothek,  welcher 
mit  „Schrank  IX,  Nro.  23"  bezeichnet  ist,  enthält  eine  ziemliche  Anzahl 
verschiedener  Gegenstände,  welche  ohne  inneren  Zusammenhang  unmittel- 
bar auf  einander  folgen,  in  der  Weise,  dass  keine  Seite  unnöthig  frei  ge- 
lassen wird,  ja  dass  sogar  auf  derselben  Seite,,  auf  welcher  eine  Schrift 
endigt,  sogleich  eine  neue  beginnt.  So  finden  wir  am  Anfange  den  Solinus 
Polyhistor,  dann  eine  Schrift  des  heiligen  Methodius  von  Tyrus,  darauf 
ein  Über  de  miraculis  sanctae  Mariae*  einen  tractatus  de  arte  rhetorica  und  nun 
folgt  die  Abhandlung,  welche  gegenwärtig  veröffentlicht  wird*  Die  sehr 
sauber  geschriebene,  nur  auf  einigen  Seiten  bedeutend  abgeblasste  Ab- 
handlung füllt  15  grosse  Quartseiten.  Das  Material  der  Handschrift  ist  Per- 
gament. Die  Buchstaben ,  sowie  die  vorkommenden  Zahlzeichen  ,  besonders 
die  fast  jedes  Wort  verunstaltenden  Abkürzungen  deuten  etwa  auf  das 
Jahr  1200  als  die  Zeit,  zu  welcher  der  Codex  geschrieben  wurde,  vielleicht 
noch  etwas  früher.  Wir  bemerken  ausdrücklich ,  dass  dieses  die  Meinung 
von  Prof.  Wattenbach  ist,  welcher  uns  auch  zuerst  auf  die  Existenz 
des  Manuscriptee  aufmerksam  machte,  und  später  bei  der  Collationirung 
aufs  freundlichste  unterstützte. 
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Incipit  über  algorizmi. 

Oinuis  sapientia  sive  ecientia  a  domino  Deo;  sicut  scriptum  est:  Hoc 
quod  continet  omnia  scientiam  habet,  et  iterum:  Omnia  in  mensura  et  pon- 
dere  et  numero  constituisti.  Qnoniam  multi  multa  de  scientia  hnjus  artis, 
quae  algorizmus1)  inscribitur,  scriptis  suis  nobis  tradiderunt,  qnibus  necesse 
non  est  quidquam  addere ,  sed  nee  licet  aliquid  demere ,  sapientibus  quidem 
satis  fecerunt.  Quapropter  visum  est  nobis  parvulis,  nobis  consimilibus, 
lac  non  escam  potum  propinare.  Igitur  de  nameris  in  qnibus  sacramenta 
profundissima  sunt,  sicut  testantur  divina  eloquia  novi  et  veteris  testamenti, 
exordium  sumamus.  Igitur  numerus,  sicut  a  sapientibus  describitur,  est 
collectio  unitatum.  Quid  enim  aliud  sunt  duo  nisi  unitas  duplicata?  Quid 
tria  nisi  unitas  triplicata.  Sic  omnis  numerus  ab  una  generatur,  ipsa  a 
nullo*).  Praeterea  sciendum  est,  quod  numerus  aut  generatur  per  multi- 
plicationem ,  aut  per  duplicationem ,  aut  per  addicionem.  Verbi  gratia  per 
multiplicationem ,  bis  duo  sunt  quatuor ,  ter  tria  sunt  IX.  Per  duplicationem 
autem  sie ,  bis  tria  sunt  VI,  bis  Uli  sunt  octo ,  bis  V  sunt  decem.  Per 
additionem  ita ,  duo  et  tria  erunt  V,  tria  et  quatuor  fiunt  VII,  septem  et 
tria  faciunt  X.  Igitur  aliud  in  numero  est  digitus,  aliud  articulus,  aliud 
numerus  compositus.  Digiti  dieuntur  I.  IL  III.  IM.  V.  VI.  VTL  VIII.  IX. 
Decem,  C,  M  articuli  sunt«  Compositus  est  ex  digito  et  articulo.  Igitur 
sicut  numerus  infinitus,  sie  differentiae8)  infinitae.  Est  itaque  differentia 
unitatum  ab  uno  usque  ad  IX,  differentia  decenorum  a  decem  usque  ad  XC, 
differentia  centenorum  a  C  usque  ad  nongenta,  sie  usque  in  infantum. 
Hujus  artis  scientia  plurimum  est  utilis  et  necessaria,  his  maxime  qui  vo- 
lunt  in  quadruvio  proficere4).  Novem  itaque  inventae  sunt  figurae,  ut 
quodammodo  per  finitum  comprehendatur  infinitum6).  Nam  omne,  quod 
dici  aut  exeogitari  potest  de  numeris,  scribi  et  legi  potest  bis  IX  figuris, 
addita  istaO,  quae  eifra  vocatur  nichil  habens  significare,  praeter  locum 
absque  numero  demonstrare. 

IX  VIII  VII  VI  V 

9  8  7  0  5 

Nongecies     oetagies     septies  mille  millia     sexcenta     quinquaginta 

IUI  III  II  I 

4  3  2  1 

quatuor  milia     trecenti     viginti     unus6). 

Significationem  naturalem  numerus  superior ,  sed  accidentalem  denotat 
inferior.  Vefbi  gratia  baec  figura  1  in  primo  loco  posita  unitatem  signi- 
ficat, in  seeundo  decuplat  10,  in  tercio  centum  denotat  100,  in  quarto  mille 
significat  1000.  Sic  quotiens  versus  sinistram  movetur ,  totiens  usque  in 
infinitum  decnplatur.  Similiter  baec  figura  0  in  primo  novem,  in  seeundo 
XC,  90,  in  tercio  nongenta  900,  in  quarto  posita  novem  milia  significat,  sicut 
haec  descriptio  denotat:  9000,  ita  usque  in  infinit  um   semper  decuplatur. 


Von  Moritz  Cantok.  3 


Quod  de  prima,  dixiraus  et  ultima  de  reliquis  intelligantur  similia.  Hujus 
dfeciplinae  non  plures  quam  VII  habßntur  species.  Additio,  Subtractio, 
Dupplatio,  Dimidiatio,  Multiplicatio ,  Divisio  et  radicum  extractio7). 
Quomodo  legendus  seu  pronunciandus  sit  numerus  quantumcunque  fuerit 
magnus  paucis  innotescimus.  Notandum  quot  ternarii  tot  fiupt  puncti8), 
et  quot  faerint  puncti  tociens  mille  debet  pronuntiari.  Et  notandum  quot 
figurae  sequautur  punctum,  aut  una  aut  duae  aut  tres.  Si  una  tantum 
secundum  proprietatem  differentiae  unitatum  denoininari  debet.  Si  duae 
secundum  proprietatem  differentiae  decenorum.  Si  tres  secundum  pro- 
prietatem centenorum  pronuncietur. 

Exemplum.  495.827.361 .052.051.  Ecce  V  ternarii  et  quatuor  puncti. 
Qua  propter  secundum  numerum  punctorum  repetatur  denominatio  mille  - 
norum,  in  ultimo  pluraliter,  in  penultimo  singulariter ,  in  reliquis  ad  ver- 
blauter, excepto  ternario  primo  ad  dextram  posito.  Nota:  Quadringecies 
nonages  quinquies  milies  milies  mille  milia.  Octingecies  vigies  septies  milies 
mille  milia.  Trecenties  sexagies  mille  milia.  Quinquagies  bis  mille ,  vel 
dno  milia.    Nongenti  quinquagiuta  unus. 

Igitur  prima  species  algorizmi  additio  dicitur.  Additio  itaque  nil 
aliud  est,  quam  ex  diversis  numeris  unum  consummare.  Scribantur  ergo 
duo  ordines,  quorura  alter  alteri  addiciatur.  Sed  notandum  cum  figurae 
fignra  addicitur9),  id  est  numerus  per  figuram  significatus ,  aut  excrescit10) 
in  digitum,  aut  in  articulum  vel  articulos,  aut  in  digitum  et  articulum  vel 
articulos.  Si  in  digitum  superior  est  dejendus,  iste  scribendus;  si  in  arti- 
culum vel  articulos  nichilominus  superior  deleatur,  inibi  cifra  scribatur,  et 
articulos  vel  articuli  primae  differentiae  versus  sinistram  imprimantur. 
Quod  si  iterum  in  articulum  vel  articulos  surgat,  Jege  qua  supra  fiat,  id  est 
cifra  scribatur  et  articulus  transferatur ,  sed  si  in  digitum  et  articulum 
digitus  ex  directo  figurae  superponatnr  et  articulus  lege  qua  supra  trans- 
feratur. Verbi  gratia  sexcentis  LX.  VI  addamus  CXLIIJI.  Scribantur  ergo 

duo  ordines  in  hunc  modum.  adice  itaque  quatuor  sex  et  sunt  decem. 

Dele  6  et  scribe  0,   unitatem,   per  quam  decem  intßlliguntur,  proximae 

figurae  appone  secundum  hoc  exemplum        .  Iterum  adice  4,  7  et  eruntXI. 

Dele  7,  et  ibi   scribe   digitum,   et  trausfer  articulum   secundum   regulnm 

supradictam,  et  talem  videbis  inscriptionein  .      id  pst  septingenti  decem. 

Adice  nunc  1  ad  7  et  erit  haec  summa.  810 

De  sübtractipne.  Si  autein  probare  volueris,  an  bene  vel  male 
feceris,  eidem  summae  subtrabe  per  easdem  figuras  numerum,  quem  ad 
didisse    scjas.     Si  redeunt    eaedem    figurae    bene,    sinautem  male.     Sic 

Q|  A 

operare.    144  Qnpniam  a  nicfrilo  nichil  potest  subtrahi,  accipe  ergo  a  se- 
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cunda  differentia  unitatem ,  in  qua  X  intelliguntur.    Inde  subtrahe  IUI  et 

remanent  VI,  quae  inscribas  primae  differentiae.    Sed  ibi  scribe  0,  ne  locus 

806 
vacuus  remaneat,   eritque  talis  forma       .  Per  secundara  figuram  lege  qua 

supra  subtrahe.   Accipe  ergo  a  proxima  differentia  unitatem  et  remanent  7, 
a  qua  IUI  auferas  et  remanent  VI.    0  deleatur  et  talis  figura  egreditur 

.   Iterum  a  7  unum  accipe  et  reversae  sunt  figurae.    Ecce       . 

Aliud  exemplum.  Ad  nongenta  nonaginta  novem  adicere  vis  unum. 
Ita  facito  999.  Addice  1  ad  9  et  fiunt  10.  Unitatem  eandem,  per  quam 
intelliguntur  X;  transfer  in  differentiam  secnndam  et  similiter  fiunt  X,  quae 
iterum  oportet  transferri.  Et  iterum  erunt  10,  quae  nicbilominus  trans- 
fer an  tu  r,  et  talis  figura  formabitur  1000.  Si  autem  subtrahere  vis  1  a 
praedicta  summa,  accipe  1  articulum  a  milibns  et  remanent  900.  Item  ab 
hoc  articulo,  qui  continet  C,  iterum  subtrahe  articulum,  et  remanent  990, 
a  quo  unitatem  deme,  et  reversae  sunt  figurae.    Ecce  999. 

Epilogus  brevis.  In  additione  et  dupplatione  et  multiplicatione 
quando  numerus  surgit  in  articulum  proximae  figurae  versus  sinistram 
unitas  pro  X  apponenda  est.  In  subtractione  et  dedupplatione  et  divisione 
e  converso  unitas  in  p roxi m am  versus  dextram  transferatur  differentiam 
non  scribendo  sed  intelligendo ,  a  qua  demendum  est  quod  subtrahendum 
est,  sed  inibi  reliquum  est  exarandum.  Verbi  gratia  si  a  10  subtraxeris  5, 
unitatem  tollis  et  loco  cifrae  reliquum  scribis ,  id  est  5.  Similiter  de  reli- 
quis  est  intelligendum  articulis.    Sequitur  de  dupplatione  et  dimidiatione. 

Notandum  quando  in  addicione  vel  dupplatione  seu  in  multiplicatione 
numerus  numero  additur,  si  in  digitum  consummatur,  figura  superior  debet 
deleri ,  digitus  ibidem  scribi.  Si  in  articulum  cifra  scribatur ,  articulus  ad 
proximam  differentiam  transferatur.  Hoc  memofiae  imprimendum,  quod 
articulus  semper  transferatur  de  differentia ,  in  qua  generatur ,  sed  inibi 
aut  0  aut  digitus  inscribatur.  Ecenverso  in  subtractione  et  dimidiatione  et 
divisione  quando  articulus  ab  aliqua  sequestratur  differentia,  et  inde  de- 
mitur  mente  quod  necessarium  est,  in  secunda  differentia  ad  dextram  ejus 
reliquum  scribendum  est,  qnia  in  translatione  versus  dextram  per  1,  X  in- 
telliguntur. Sic  econverso  in  translatione  articuli  versus  sinistram  per  X,  1 
scribitur,  quod  etiam  supra  dixisse  ine  memini. 

Igitur  numerus  dupplandus  scribatur  in  ordinibus  duobus,  ut  figura 
depingatur  sub  figura  similis  sub  simili,  et  figura  addatur  figurae  secunduui 

532 
hoc  exemplum       .     Hoc  sciendum   est,   quod  in  dupplatione   et  multipli- 
catione inultimis11)   differentiis   est    incipiendum,    econverso    in   reliquis. 
Addamus  itaque  5  ad  5  et  erunt  X.    Deleatur  superior  figura,  0  scribatur, 

lAQl) 

articulus  secundum   regulam    transferatur  secunduin   hoc  exemplum     -«*. 
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1062 
Addice  nunc  3  ad  3  et  fiunt  6.    Aspice         .    Copula  2  ad  2  et  nascuntur  4. 

1064 

MA  ecce. 
532 

Si  vis  probare  an  bene  feceris,  deme  quod  apposnissc  scis  te.    A  4 

106*' 
aufer  duo ,  et  talis  erit  praescriptio       ~.    Item  a  6,  3  deme ,  et  erit  exem- 

1032 
plura  tale    --„.   Adhuc  5  debes  demere.   Articulus  itaque  tollatur ,  quinarius 

.  anfer atnr,    et  residuum   articuli    in    loco   cifrae   scribatnr.     Ecce  rediere 
c  532 

'S™6  532' 

Sic  sie  species  a  specie  examin  an  tur ,  quemadmodum  hie  est  demon- 
stratum.  Nota:  sicut  omnis  numerus  potest  dupplari,  sie  et  potest  dimidiari, 
excepta  unitate,  quae  quidem  potest  dupplari  sed  non  dimidiari,  in  quo 
tnagnnm  latet  sacramentum. 

De  mnltiplicatione.  Multiplicatio  quanto  praecedentibns  ntilior 
tanto  et  difficilior.  Qnapropter  quam  summam  constituat  numerus  per 
alinm  multiplicatus  exercitatio  computationis  necessaria  est,  cujus  rei  gratia 
ut  sciri  possit  compendiosins  regulas  has  praescribimus.  Digitus  si  digitum 
multiplicat  a  V  et  supra,  differentiam1*)  alterius  ab  altero  subtrahas,  in 
residuo  articulos  intelligas ,  deinde  differentiam  per  differentiam  multiplica, 
et  summam  totalis  nnmeri  habes.  Differentiam  dieimus  quiequid  est  inter 
digitum  et  X.  Verbi  gratia  novies  0  quid  sunt?  Respondeo  81.  Unde  hoc 
scis?  Regula.  Die  regulam.  Subtrahe  differentiam  a  digito  et  remanent 
VIII,  duc  differentiam  per  differentiam  et  surgit  1,  ecce. 

Aliter:  novies  9  exceptis  0  sunt  00.  Sic  novies  8  sunt  absque  8,  80 1S). 
Octies  8  quid  sunt?  Respondeo  64.  Unde  hoc  scis?  Regula.  Die.  Subtrabe 
differentiam  a  digito  et  remanent  6,  duc  differentiam  per  differentiam  dicens 
bis  duo  quot  sunt?  4  ecce.  Cetera  ex  usu  sciuntur.  Quis  enim  non  sciat, 
quod  quinquies  5  sunt  25?  Quater  quatuor  sunt  16,  ter  3  sunt  9,  bis  duo 
sunt  4,  semel  1  est  1.    Ergo  per  prima  et  novissima  intelligantur  et  media. 

Igitur  in  mnltiplicatione  disponantur  lineae  duae  raultiplicans  et  mul- 
tiplicanda,  ita  tarnen  ut  multiplicantis  prima11)  sub  ultima  multiplicandae 
figura.  Deinde  singulae  multiplicandae  per  omnes  ducantnr  multiplicantes. 
Ab  ultimis  ineipiatur  differentiis,  ac  terminetur  in  primis.  Et  not  and  um, 
cum  figura  figuram  multiplicat,  an  digitum  vel  articulum  aut  digitum  et 
articulum  generat.  Si  digitum  figurae  ducenti14)  superponatur ,  si  articulus 
transferatur  et  0  scribatur,  si  digitum  et  articulum  digitum  figurae  super- 
scribas ,  articulum  transferas.  Cum  autem  figura  fuerit  per  omnes  multi- 
plicata,  ipsa  scilicet  multiplicata  debet  deleri  et  digitus  aut  0,  si  articulus 
fuerit,  scribi.  Hoc  peracto  transferäntur  omnes  figurae  multiplicantes,  et 
prima  ponatur  sub   penultima  scilicet   multiplicanda.     Ducatur  et  ipsa  et 
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ultima.    Ita  facias  usque  dum  singulas  per  omnes  ducas.   Verbi  gratia  128 

12 
19 


128 
ducamus  per  10  et  9.    Exemplum         .    Die  semel  1  est  1,  pone  1  super  1, 


sie       eandem  unitateni,  id  est  100,  duc  per  9  et  ecce  1928.  Dele  superiorem, 

1928 
ibidem  scribe  inferiorem  seeundum  hoc  exemplum  1ft    •   Transfer  lineam 

inferiorem,  ut  prima  figura  sit  sub   penultima  seeundum  quod  superius 

1928 
dictum  est.  Exemplum   ig  .  Die  modo  semel  2  sunt  2,  appone  ea  9  et  ecce  11, 

2128 
scribe  digitum,  transfer  articulum.    Exemplum     g  .   Modo  per  novem  duc 

eandem,  erunt  pro  certo  18,  scribe  digitum,  transfer  articulum  seeundum 

2288  2288 

hoc  exemplum    lft  .     Transfer  iterom  lineam  inferiorem   sie     ^j.     Duc 

etiani  nunc  per  ultimam  primatn  superiorem.    Die  semel  8  sunt  8,  8  ad  8 

sunt  16,   superiorem  dele,   digitum    scribe,    ibidem   articulum  transpone. 

23ÖÖ 
Exemplum  inspice,  ecce    '     .    Duc  modo  8  per  9  et  surgunt  72.    Superior 

debet  Jeleri ,  digitus  ibidem  poni ,  articulus  transferri ,  ibique  erit  13.  Scribe 
digitum,  transfer  articulum  ,  eritque  hoc  exemplum  2432.  Ecce  quomodo  128 
per  10  et  9,  sive  10  et  9  per  128.  Haec  exerevit  summa.  Si  vis  probare, 
av  beue  feceris  necne ,  per  easdem  figuras  dividito ,  per  quas  facta  sit  xnulti- 
plicatio.    Plane  si  figurae  revertuntur  per  quotiens  bene,  sinavtem  male. 

De  di Vision e.  Divisio  plane  difficiHs  et  laboriosa,  sed  utilis,  sed 
fruetuosa,  sed  joeunda.  Quaerit  enriosos  non  fastidiosos,  sed  ingeniosos. 
Divisio  nil  aliud  est,  quam  quaedam  consideratio,  quociens  minor  in  majori 
numero  reperiatur.  Scribatur  uterque  numerus,  dividens  scilicet  et  divi- 
dendus,  in  ordinibus  plane  duobus  ita  sane,  nt  dividentra  ultima  sit  penul- 
tima15) dividendi  differentia,  si  par  aut  minor  fuerit,  nam  major  a  minori 
non  potest  snbtrahi.  Si  major  scribi  ultima  sub  dividendi  debet  penultima. 
Ex  hie  nempe  duobus  surgit  ordo  tercius.  Inferior  ipse  est  divisor,  aut 
certe  dividens  denominetur.     8ecundus  dividendus  dicitur.     Tertius  egre- 

24^2 

diens,  aut  certe  quociens  intituletur.    Divisionis  exemplum    ö    .    Computa, 

curiose,  quociens  1  possis  a  2  extrahere,  ut  9  tociens  possis  a  reliquo  de- 
mere.  Reliquum  dicitur  omne ,  quod  est  ab  ipso  divisore  usque  in  finem. 
Quociens  potes?  Semel.  Unde  hocscis.  Regula.  Die.  Quota  fuerit  ab 
ultimo  divisore  subtractio,  tota  debet  a  singulis  fieri  de  reliquo.  Nam  si  bis 
nnura  de  duobus  subtrahis ,  remanent  4,  a  quibus  9  bis  demere  non  poteris. 
Quapropter  deme  semel  et  remanent  14.  Ipsam  denominationem 16)  super 
primum  divisorem  pone,  et  denominationem  9  subtrahe,  supererunt  5  plane. 

1  •  12 

1432  Modo  transfer  ordinem  dividentem  seeundum  hoc  exemplum  532. 
I»  19 
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Iterum  considera,  quociens  a5  possis,l  subtrahere,  ut  9  tociens  a  reliquo 
possis.  Bis  tantum.  Scribe  denominationem.  Tociens  extrahe  9  de  reliquo. 

126 
Adhuc  sunt  15.  Detransferas  dividentes  figuras.  Exemplum  152.   Iterum  1  a 

15  quociens  possis,  deme,  fac  octies,  scribe  quociens,  et  remanent  72.   Ab- 

strabe  9  tociens,   et  nicbil  remanet.     Ecce     Q.    Rediere  figurae,  perfecta 

divisio ,  per  quam  examinata  est  multiplicatio.     Duc  iterum  si  placet  or- 

dinem  egredientem  per  ordinem  dividentem,  et  surget  plane  eadem  summa, 

quae  nunc  a  nobis*  est  divisa«   Sic  sie  una  examinatur  ab  altera.    Aliter. 

Dividamus  100  libras  inter  XI  mercatores.    Haec  namque  propositio  quam- 

vis  brevior  tarnen  longe  difficilior. 

100 
Exemplum  librarum  C.     ...  Per  ultimum  divisorem   subtrahere 

potes  9  et  remanet  1  respectu  divisoris  ejusdem,    seeundum    hoc   exem- 

9 
plum  10.    Subtrabe  nunc  per  primum  quantum  subtraxeras  per  divisorem 
11 

seeundum,  eritque  hoc  exemplum  1.    Ecce  unieuique  erunt  IX  librae ,  et 

11 

una  ad  huc  superest  libra,  quae  dividi  non  potest  inter  tot  mercatores. 

Cujus  rei  gratia  redigatur  in  minutias,  id  est  in  XL  solidos17),  eosque  divi- 

40 
damus  inter  ipsos    ..   Ter  1  a  40,  et  remanent  10  respectu  figurae  prioris. 

Deme  tociens  per  priorem,  et  remanent  solidi  7,  quos  nichilominus  duc  in 

84 
denarios.  7  enim  solidi  sunt  84  nummi,  quod  adhuc  dividere  debes.  .... 

1  septies  ab  8  abstrahere  potes ,  et  remanent .  .     Per  primum  abstrabe  7, 

supererunt  adhuc  7,  quos  si  in  obulos  redigam ,  per  hoc  forsan  ipsos  con- 
fundam.  Quapropter,  nt  honestati  eorum  parcatur,  placuit  nobis ,  ut  pva 
emantur.  Mercatores  enim  sunt,  delapidationem  substantiae  pati  ncsciunt. 
Emamus  ex  eis  ova ,  sunt  pro  certo  ad  prandium  sibi  profutura.  Dabuntur 
denique  nobis  13  pro  singulis  denariis,  et  ecce  91.    Modo  per  artem  inve« 

nire  libet,  quod  unusquisque  in  portionem  aeeipere  debeat.       Subtrahe  8  a  9, 

et  remanent  11  respectu  figurae  prioris.  Per  primum  divisorem  simili  modo 
subtrahere  debes  8,  et  adhuc  tria  supersunt  ova.  Quae,  si  placet,  demus 
divisori  pro  mercede  aut  certe  pro  sale.  Ecce  9  librae  et  tres  solidi,  7  quo- 
que  nummi  nnicuique  veninnt  institori,  et  ex  aliis  7  denariis  8  ova,  insuper 
pro  aale  tria. 

Placuit  nobis  hoc  in  loco  de  aggregatione 18)  pauca  et  breviter  dicere, 
quae   quidem  magis  redolent  vanitatem  quam  utilitatem.     Esto.   Si  non 
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multum  necessarie,  sed  gloriose,  sed  subtilissime ,  sed  exercitationi  pro* 
futurae. 

Si  contingat,  ut  aliquis  numerus  crescat  in  infinitum  usque  ab  uno  in- 
cipiens  null  um  transsiliens ,  scire  autem  cupis ,  quis  Bit  numerus  totalis,  tali  . 
ingenio  utere.  Numerus  in  quo  terminatur  reliquus  *aut  est  par  aut  impar. 
Si  par  per  ejus  mediam  partem  duc  majorem  se  sequentem.  Verbi  gratia 
ab  uno  usque  decem  et  octo  totalis  numerus  quis  sit  scire  vis.  Dedupla 
ultimum,  id  est  18,  habesque  9,  duc  per  9  majorem  ipsum  sequentem,  id 
est  19,  surgitque  171.  Si  fuerit  impar,  per  majorem  ejus  partem  duc  ipsum 
eundem,  habebisque  numerum  totalem.  Verbi  gratia  ab  1  usque  novem  scire 
vis  quot  sink  Accipe  majorem  ejus  partem ,  id  est  5,  duc  eundem  ipsum,  id 
est  9,  surguntque  45.  Aliter.  Si  contingat,  aliquem  numerum  per  omnes 
pergredi  impares  sie  I,  III,  V,  VII,  IX,  interrogatusque  fueris,  quotus  est 
numerus  totalis,  bac  arte  utere  Majorem  ultimi  numeri  partem  accipe, 
ducasque  ipsam  per  se ,  summam  totalis  numeri  producetque.  Verbi  gratia 
de  9  accipe  majorem  partem,  id  est  5,  duc  ipsam  per  se.  surguntque  25. 
Alia.  Si  aliquis  numerus  protentatur  per  omnes  pares  sie  II,  IUI,  VI,  VIII, 
quaesitusque  fueris,  quotus  sit  numerus  totalis,  ita  experire.  Dedupla  ulti- 
mum, addeque  uni  parti  1,  deinde  duc  alteram  partem  per  alteram,  vide- 
bisque  totalem  summam.  Verbi  gratia  8  dedupla,  duc  modo  4  per  5,  et 
surget  numerus  iste  20.  Aliter.  Si  quis  proponat  numerum ,  qui  exereseat 
per  duplum  sie  I,  II,  IUI,  VIII,  et  scire  cupiat,  in  quam  summam  ex- 
ereseat, dupla  ultimum,  reice  1,  ipse  est,  tene  eum.  Nota,  locus,  in  quo 
fuerit  binarius,  intelligatur  esse  primus,  et  ipse  est  radix  loci  seeundi,  se- 
eundus  quarti ,  quartus  oetavi ,  per  continens  contentum  intellige ,  sie  usque 
in  infinitum  procede.  Si  per  binarium  surapserit  initium,  ultimum  debes 
duplare,  duo  abicere,  summamque  totalem  tali  ingenio  tene.  Verbi  gratia 
I,  II,  IUI,  VIII  quot  sunt?  15.  Unde  boc  scis?  Regula.  Die.  Ultimum 
duppla,  1  reseca,  ecce  totalis  summa.  Si  per  binarium  ineboaveris  sie  II, 
IUI,  VIII,  interrogatusque  fueiis,  quot  sunt,  responde  14.  Unde  hoc  scisV 
Regula.  Die.  Ultimum  dupla,  2  reseca,  ecce  totalis  summa. 

De  radicum  subtractione.  Igitur  radicum  subtractio  necessaria 
magis  quidein  matbematicis  quam  algoristis19).  His  plane  ad  investigan- 
jlum  constellationis  ortum,  istis  ad  inveniendam  radicem  numerorum. 
Omnis  sane  numerus  radix  est  alterius,  sed  non  e  converso.  Est  igitur 
numerorum  alius  linealis,  alius  superficialis,  alius  vero  solidus20).  Primus 
numerorum  est  binarius ,  cujus  partes  cum  sint  duae  unitates ,  seeundum 
solam  longitudinem  disponi  possunt.  Quocunque  modo  ordinentur,  linea 
pingitur,  quapropter  linealis  dicitur,  nam  partes  ejus  seeundum  solam 
disponi  possunt  longitudinem.  Superficialis  duas  habet  dimmensiones,  longi- 
tudinem scilicet  et  latitudinem ,  quorum  primus  est  ternarius ,  cujus  partes 
cum  sint  tres  unitates ,  possunt  disponi  in  modura  trianguli,  et  ita  est  ibi 
longitudo  et  latitudo.    Omnis  superficialis  potest  esse  linealis,  sed  non  e 
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converso.  Tantum  solus  excipitur  binarius.  Superficialis  a  superficie  dici- 
tar,  quia  superfaciem  id  est  lineam  aliquid  habet  inscriptum.  Solidus  a 
soliditate  dictus,  quia  omne  solid  um  corpus  est  dictum  et  e  converso,  et 
tres  reeipit  dimmensiones,  loogitudinem  scilicet  et  latitudinem  et  spissi- 
tudinem.  Inde  numerus ,  cujus  partes  disponi  possunt  secundum  illas  tres 
dimmensiones,  illorum  primus  est  quaternarius.  Cujus  partes  cum  sint 
quatuor  unitates,  tres  illarum  possunt  disponi  in  modum  trianguli  et  quarta 
eis  in. modum  piramidis  iiuponi,  et  sie  longitudo,  latitudo  et  spissitudo  con- 
siderari.  Nota  quod  omnis  solidus  potest  esse  superficialis  aut  linearis, 
sed  non  omnis  superficialis  aut  linearis  potest  esse  solidus,  quod  probat 
ternarins  atque  binarius.  Superficialem  ergo  numerorum  alius  est  super- 
ficialis eteubicus  sive  quadratus21)  alius  superficialis  et  non  cubicus.  Super- 
ficialis et  quadratns  qui  tres22)  reeipit  dimensiones  1ta,  ut  equalia  habeat 
latera  quatuor,  sicut  in  nullorum  primo  potest  considerari  scilicet  quater- 
narius. Nara  8i  in  modum  quadraoguli  disposueris ,  Uli  equalia  latera 
liabebis,  et  unumqnodque  latus  duas  babet  unitates.  Quadratus  namque 
a  IUI  equalibus  lateribus  est  dictus.  Omnis  sane  cubicus23)  in  IUI  lateribus 
tot  reeipit  ordines ,  quot  habet  radix  denominationes.  Verbi  gratia  nove- 
narius  III  reeipit  ordines24),  quia  radix  ipsius  est  ternarius.  Quis  sit  cubi- 
cus23) ßic  scire  poteris.  Omnis  numerus  per  se  duetus  consurgit  ex  se  cubi- 
cus83). Sic  bis  bini  sunt  IUI,  ter  trini  sunt  IX.  Item  solidorum  alius  est 
solidus  quadratus25),  alius  solidus  et  non  quadratus25).  Solidus  quadratus25) 
est,  cujus  partes  disponi  possunt  secundum  tres  praedietas  dimmensiones 
ita,  quod  IUI26)  latera  habeat  aqualia.  Horum  primus  est  octonarius,  cujus 
partes  cum  sint  VIII  unitates,  IUI  illarum  intelligantur  dispositae  in  mddum 
quadranguli  et  aliae  IUI  Ulis  eodein  modo  superpositae.  Sic  ergo  dispo- 
sitis  in  longitudinera ,  latitudinem,  spissitudinem,  notare  poteris  latera  esse 
equalia.  Erunt  enim  in  longitudine  unitates  duae,  in  latitudine  duae,«  in 
spissitudine  duae.  Omnis  numerus  solidus  et  quadratus25)  tantum  habet 
in  spissitudine ,  quantum  in  latitudine  aut  longitudine  et  tribus  exereseit 
denominatibus  (sie !).  Sic  bis  bini  bis  VIII,  ter  trini  ter  XXVII,  quater 
quatuor  quater  LXIIII.  Ecce  numerorum  quadratorumque  omnium  lex. 
Omnis  numerus  aut  simplex  aut  compositus.  Simplex  omnis  dicitur  digitus, 
insuper  decenus,  centenus,  millenus.    Omnes  reliqui  compositi  sunt. 

JFecimus  excursum  quidem  magnum,  sed  necessarium.  Redeamus  ergo 
tempus  est  ad  propositum.  Igitur  numerus,  cujus  radix  queritur,  in  linea 
una  acribatur,  deinde  numerus  exeogitetur,  qui  totumsubtrahetsuperpositum, 
quod  *i  non  potest,  demat  quanto  magis  potest.  Si  impares  fuerint  figurae, 
sab  ultima  exeogitatum  debes  scribere,  si  pares  sub  penultima  ipsum  ponere 
debes.  Ipsum  duppla.  Pone  sub  proximam  versus  dextram.  Iterum  alium 
exeogita,  quem  pones  sub  proximam  ipso  dupplato,  scilicet  figura,  secundum 
cujus  denominationem  abstrahas  dupplatum.  Nichilominus  noviter  exeo- 
gitatum eundem  ipsum  simili  modo  dupples,  et  omnes  dupplatos  semper  ver- 


10  Ueber  einen  Codex  des  Klosters  Salem. 

sus  dexjram  moveas.  Sic  semper  alium  excogites,  donec  sub  primam  figu- 
ram  pervenias,  secundum  cujus  denominationem  dupplatos  omnes  subtrahas, 
nickilominus  eundem  ipsum.  Verbi  gratia  2222.  Excogita  ergo  numerum 
secundum  regulam  superius  positam:  Numerus  excogitetur  etc.  Sit  iste  4, 
alius  enim  non  potest  esse.  Die  quater  4  sunt  10,  deme,  et  istae  remanent 
figurae  622.  Isto  dupplato  4 ,  alioque  exeogitato  scilicet  isto  7 ,  modo  die 
septies  8  erunt  56*7).  Eisdem  sublatis  a  reliquo  istae  adhuc  manent  figurae 
62,  ab  bis  subtrabe  septies  7  et  remanent  istae  figurae  ld88).  Perpende, 
quod  numerus  iste  est  sine  radice.  Sed  cujus  radicem  inveneris,  ita  ex- 
periri  poteris:  Dedupla  duplatos  et  ecce  radix.  Sed  cujus  si  scire  vis,  duc 
eam  per  se,  dicetque  ipsam  tibi  certissime.  Si  probare  vis,  an  bene  fece- 
ri8,  adde  buic  reliquum,  et  si  rediere  priores  figurae  bene,  sinautem  male. 

Epilogns  de  examinatione  omnium  specierum. 

De  addicione.  Singulus  numerus,  qui  alteri  est  adiciendus,  per  9  prius 
divido89).  Si  niebil  supererit  0  scribe,  si  aliquid  reliquum  unius,  adice  reliquo 
alterius ,  et  per  9  divide.  Si  quid  supererit  pinge ,  si  nil  eifram  scribe  et 
pro  nota  tene.  Hoc  itaque  peracto  numerus  addatur  numero,  et  baec  tota- 
lis summa  per  9  est  dividenda.  Si  apparebit  nota  addicio  est  vera,  sin  au- 
tem  sine  dubio  falsa.  Eodem  modo  probari  debet  subtractio,  dupplatio, 
dedupplatio,  ipsa  quoque  mültiplicatio  excepto  quod  notae,  scilicet  multipli- 
cantis30)  et  multiplicandi ,  altera  per  alteram  duci  debet,  sed  simili  modo 
per  subtractionem  novenarii  debet  examinari.  De  divisione  seu  radicum 
extrfectione  nichil  planius  dici  potest ,  quam  quod  superius  explanatum  est. 

Nee  praetereundum  est,  quodO  per  omnia  omnibus  algorizmi  utitur  le- 
gibus quemadmodum  et  alia  figura ,  excepto  quod  nulluni  numerorum  mul- 
tiplicat,  sed  et  ipsa  a  nullo  multiplicatur.  Quid  enim  si  dixeris  milies  ni- 
ebil quam  nichil  ?  aut  niebil  ad  mille  quam  mille  ?  Facit  tarnen  quandatn 
multiplicationem ,  sed  tandum  per  decuplationem.  Verbi  gratia  praepone 
0  uniet  fiunt  X,  praepone  deceno  et  surguntC,  praepone  centeno  et  erunt  M. 
Et  sciendum,  quod  in  boc  magnum  latet  sacramentum.  Per  hoc,  quod  sine 
inicio  est  et  fine,  figuratur  ipse,  qui  est  vere  alpha  et  a>,  id  est  sine  inicio  et 
fine;  et  sicut  0  non  äuget  nee  minuit,  sie  ipse  necreeipit  auementum  nee  de 
trimentum;  et  sicut  omnes  numeros  decuplat,  sie  ipse  non  solum  decuplat, 
sed  millificat,  immo  ut  verius  dicam  omnia  ex  nichilo  creat,  conservat  at- 
que  gubernat. 

Haec  autera  omnia  superius  commemorata  quamvis  non  verborum  le- 
pore  sed  forsan  non  inutili  simplicitate  sint  explanata,  perfectius  diseuntur 
in  pulvere31)  quam  in  deaurato  codice,  qua  propter  appellatur  opus  pul  - 
veris,  non  gloriosi  codicis.  Sicut  scriptum  est:  Da  sapienti  occasionem  et 
sapientior  erit.  Cujus  rei  gratia  sapientibus  haec  sufficiant,  simpliciores  in 
eisdem  per  eosdem  proficiant. 
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Incipit  explanatio  super  algorizmum32). 

Quoniam  spiritus  est,  qui  vivificat,  caro  non  prodest  quid  quam,  quemad- 
modum  veritas  testatur ,  quapropter  ut  nugleus  gustetur  testa  abiciatur,  igi- 
tnr  VTI  species  sunt  algorizmi ,  quia  VII  sunt  dona  spiritus  sancti.  Sicut 
I  a  numero  nullo,  sicut  omnis  numerus  ab  ipso,  ita  dens,  qui  vere  semper  idem 
est,  sicut  dicit  psalmista ,  est  et  vere  unus,  unde  Moyses:  Deus  tuus  deus 
unus  est  in  saecula  saeculorum.  Omne  quod  est  ab  ipso ,  qui  vere  est,  ha- 
bet esse  et  est,  sed  ipse  a  nullo.  Sequitur  binarius,  quamvis  sit  infamis  eo, 
quod  discedat  ab  unitate  primus.  Similiter  et  in  misterio,  id  est  deus  f ac- 
tus est  homo,  infamis  habetur,  sed  inter  gentes  et  ivdeos,  non  sie,  impii,  non 
sie  inter  fideles  et  christianos.  Quapropter  si  placet  istum  reeipiamus  in 
misterio  binarium,  id  est  in  prineipio  creavit  deus  caelum  et  terram,  vel  an- 
gelicam  et  humanam  naturam ,  vel  aliter :  Plasmavit  deus  hominem  de  limo 
terrae,  masculum  et  feminam  creavit  ipsum.  Aliter:  Fecit  deus  hominem, 
et  ipsum ,  quem  creavit ,  eundem  ipsum  qui  creavit  assumpsit ,  ut  ipse ,  qui 
est  creator,  sit  creator  et  creatura,  gigas  geminae  substantiae  assnmendo 
creaturam  et  creando  assumpsit ,  non  in  confusione  substantiae  sed  in  uni- 
tate personae.  Quid  ternarius,  nisi  pater  et  filius  et  spiritus  sanetus?  Qua« 
propter  tria  sunt  tempora,  tempus  ante  legem,  terapus  sub  lege,  tempus  gra- 
tiae,  nt  intelligamus  qui  salvantur  in  his  tribus  temporibus  per  fidem  sanete 
sanentur,  et  Ezechiel  praeeipit,  ut  thau  litera  trinitatis88)  signet  eos,  qui 
salvandi  sunt.  Per  thau  CCC  intelliguntur,  per  CCC  hü,  qui  perfecte  habent 
fidem  trinitatis.  Sequitur  quaternarius ,  in  cujus  figura  sunt  Uli  partes 
inundi,  IUI  tempora  anni,  et  IUI  fuerunt  arcliae  circuli  et  IUI  evangelistae 
sancti,  et  nomen  domini  ineffabile  detragramathon  IUI  quidem  literis  scri- 
bitur,  joth  he  vav  he,  quamvis  minime  pronuntietur.  Et  notandum,  quod 
in  numeris  primus  hie  invenitur  par34)  quadratus.  Quod  nam  quadratum 
est,  in  quoeunque  latere  fuerit,  firmiter  et  equaliter  stabit.  Sic  electi  et  di- 
lecti  IUI  virtutibus-,  scilicet  prudentia,  justicia,  fortitudine  et  temperantia, 
suffolti  sicut;  in  prosperis  non  extolluntur,  sie  nee  in  adversis  praeeipitantur. 
Sive  venti  impingant,  sivefluminafluant,  movere  eos  non  possunt,  quia  qua- 
drati  sunt,  et  supra  petram  fundati  sunt.  Quinarius.  Deus  hominem,  quem 
fecerat,  V  sensibus  ditaverat,  quos  ipsepeccando  corruperat,  sed  ipse  ipsum 
misericorditer  quinquepartita  passione  restauraverat.  Senarius  numerus 
est  sacratus,  constat  namque  ex  partibus  suis85).  Nam  unus,  duo,  tres  sunt 
sex.  In  eo,  sicut  sacra  testatur  scriptura,  mundus  est  creatus ;  sed  non  ideo 
sacratus,  quia  mundus  in  ipso  est  creatus,  sed  mundus  in  eo  ideo  est  creatus, 
quia  numerus  ipse  est  sacratus ,  sicut  in  libro  de  saneta  trinitate  sanetus 
testatur  Augustinus.  Sex  alae  referuntur  cherubin  uni,  et  VI  alae  cherubin 
alteri,  et  VI  dies  sunt  operationis ,  VII  us  requietionis ,  VIII  us  gaudii  et 
perfruitionis.  Item  septimus  numerus  sacratus  propter  septiformem  gratiam 
spiritus  sancti,  et  sapientia  domum,  quam  sibi  edifieavit,  VII  columpnis  ful- 
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civit.  Octavus  propter  octo  beatidines  non  immerito  sacratas  judicatur,  et 
quia  Christus  octava  die  resurrexisse  creditur,  et  oranis  resurrectio  octavo 
die  a  fidelibus  futura  expectatur,  creditur  et  exoptatur ,  unde  propheta :  Da 
partes  VII,  nee  non  et  octo,  septem  propter  septimam  diem  et  VII  ebdo- 
raadam  et  VII  mensem  et  VII  annum,  quibus  sollempnizabant  patres  veteris 
testaraenti.  Nee  non  et  VIII,  id  est  fidem  resurrectionis ,  quae  octavo  die 
ex  parte  est  celebrata  et  octava  die  celebratura.  Quapropter  ecclesia  oc- 
tavo die  in  misterio  sabbatizat.  Et  not  an  dum,  quod  octonarius  numerorum 
est  primus  solidus  quadratustö),  in  quo  figurantur  omnes,  qui  plenam  resur- 
rectionis habent  fidem.  Suat  enim  quadrati  et  solidi,  quia  neque  mors,  ne- 
que  vita  separabit  eos  a  karitate  Christi.  Nam  quod  quadratum  et  solidum 
est,  in  quocumque  latere  erit,  firmiter  semper  consistit,  quapropter  oeeidi 
possunt  et  flecti  nequeunt.,  Sequitur  per  novenarium,  qui  deceno  est  pro- 
ximus.  Figuratur  sanetorum  spirituum  exercitus,  qui  specialius  contem- 
plantur  eum ,  de  quo  scriptum  est :  Vacate  et  videte ,  quod  ego  sum  deus. 
Et  notandum,  quod  si  novenario  unum  adiciatur,  ad  X  pervenitur.  Per  baue 
unitatem  pulchre  satis  intelligitur  sponsus  et  sponsa,  caput  et  membra,  quia 
sumptus  est  a  filio  dei  in  unitate  personae,  ut  deus  esset  et  horao  unus  Em- 
manuel, et  nos  cum  ipso  erimus  in  deo  Spiritus  unus,  sicut  scriptum  est: 
Qui  adheret  deo  unus  spiritus  est  cum  ipso.  Et  hie  est  perfectus  denarius, 
cum  deus  erit  omnia  in  omnibus.  De  eifra  quod  sentimus  in  primo  opus- 
culo  compendiose  diximus.    ' 

De  additione.  In  prineipio  creavit  deus  coelum  etterram  et  angli- 
cam  creaturam,  cui  addidit  hominem,  quem  de  limo  terrae  plasmavit. 

De  s üb tr actione.  Dominus  dicit  quando  et  ubi  facta  ßit  in  evan- 
gelio:  Vidi  sathan  quasi  fulgur  de  coelo  cadentem.  Item  alia:  In  quocum- 
que die  comederis  morte  morieris.  Comedit  miser  homo ,  et  secuta  est  se- 
eunda  subtractio.  Aliter.  Additio  celebrata  est,  quando  deus  parietem 
ex  gentibus  venientem  conjunxit  parieti  ex  ivdeis  consistenti  in  uno  angu- 
lari  lapide  Jesu  Christo,  seeundum  quod  dicit  scriptura :  Fopulus  quem  non 
cognovi,  servivit  mihi :  in  auditu  auris  obedivit  mihi.  Subtractio  facta  est, 
sicut  scriptum  est:  Filii  alieni  mentiti  sunt  mihi,  filii  alieni  inveterati  sunt, 
et  claudieaverunt  a  semitis  suis.  Moralisatio.  Cum  virtuti  virtutem  copu- 
lamus  adieimus,  cum  autem  peccamus  subtrahimus. 

Dupplatio.  Primo  fecit  deus  hominem  de  limo  terrae,  deinde  inspi- 
ravit  in  faciem  ejus  spiraculum  vitae,  et  factus  est  homo  ad  yuiaginem  et 
similitudinem  dei,  quae  nichilominus  celebrat  in  singulis  hominibus.  Sequi- 
tur in  uno  quoque  nostram ,  seeundum  quod  propheta  testatur  dicens :  D  e  - 
dupplatio.     Quis  est  homo,  qui  vivit  et  non  videbit  mortem? 

De  multiplicatione.  Omnia,  quae  facta  sunt,  ex  nichilo  facta  sunt. 
Nonne  tibi  videtur  esse  magna,  mirabilis  et  multiplicatio  ineffabilis?  Item 
fecit  hominem  unum ,  et  multiplicatus  est  super  numerum.  Factus  est  ita- 
que  innumerabilis  9icut  stellae  coeli,  id  est  electi  et  dilecti,  de  quibus  scrip- 
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tum  est:  Fulgebunt  iusti,  sicut  sol  in  regno  patris  eorutn.  Et  sicut  arena 
maris,  id  est  reprobi  et  steriles ,  qui  non  ferunt  semen ,  aliud  tricesimum, 
alind  sexacesimum,  aliud  centesimum,  sedremanent  steriles  et  infecundi. 
Moralisatio.  Multiplicamus  cum  damus  terraena  pro  coelestibus,  temporalia 
pro  aeternis  secundum  quod  veritas  testatur  dicens:  Omnis  qui  reliquerit 
patrem  aut  matrem  etc.  centuplum  accipiet  et  vitae  aeternae  partem.  Va- 
luit  Zacbaeo  pro  dimidio  bonorum  suorum ,  valuit  viduae  pro  duobus  minu- 
tis.  Quantum  habet,  tandum  valet.  Valet  namque  pro  calice  frigidae 
aquae.  Sic,  sie  multiplicemus ,  carissimi,  ut  mereamur  heredes  dei  fieri  et 
choeredes  Christi,  qui  est  benedictus  in  saecula  saeculorum,  amen. 

De  divisione.  Posuit  deus  terminos  gentium  ivxta  numerum  ange- 
lorum ,  ex  quibus  Ysrael  elegit  in  hereditatem  sibi.  Relictis  itaque  in  errore 
gentibus,  notus  tantum  in  Judea  deus.  Vocati  sunt  hü  filii39),  canes  ap- 
pellati  sunt  Uli.  Facta  est  auteni  mutatio  dexterae  excelsi,  ut  hü,  qui  prius 
dicebantur  canes,  modo  non  solüm  vocitentur  filii,  sed  et  dilecti  et  amici 
dei,  sicut  perprophetam  pronuntiatum  fuerat:  Populus,  quem  non  cognovi 
servivit  mihi;  in  auditu  auris  obedivit.  Et  alibi:  Vocabo  non  plebem  ple- 
bem  meam,  et  non  dileetam  düectam?  Sed  de  Ulis  quidem:  Filii  alieni 
mentiti  sunt  mihi,  filii  alieni  inveterati ,  et  claudieaverunt  a  semitis  suis. 
Item :  Circumdederunt  me  .  c  .  m  .  c  .  m  .  o  .  m .  32).  Item :  Cum  plenitudo 
gentium  introierit,  tunc  omnis  Ysrael  salvus  erit.  Et  propheta:  Si  fuerit  Ys- 
rael, sicut  a  .  m  .  reliquiae  s  .  f.  92).  Plena*  divisio  et  perfecta  adque  terri- 
bilis erit  in  adventu  judicis,  quando  separabuntur  oves  ab  edis,  et  tunc  dice- 
tur  illis:  Ite  maledicti  etc.,  istis:  Venite  benedicti  et  rel.  Quo  nos  produ- 
cat  qui  vivit  et  regnat. 

De  radicum  extractione.  De  extractione  radicum  Apostolus  ait : 
Quos  praeseivit  deus  et  praedestinavit,  hos  et  voeavit;  et  quos  voeavit,  hos 
et  justifieavit:  quos  autem  justifieavit,  hos  magnifieavit  mirabilis  extractio. 
Adam  genuit  duos  fiiios ,  unum  dous  voeavit ,  aliura  reprobavit.  Abraham 
duos  genuit,  quoruin  onus  eligitur,  alter  reprobatur.  Ysaac  duos  genuit,  et 
cum  adhuc  essent  in  utero  matris,  dictum  est:  Jacob elegi,  Esau  autem  odio 
habui.  Latro  per  crucem  pro  sceleribus  damnatur  et  salvatur.  Infans  in 
utero  matris  moritur  et  damnatur.  Extractio  terribilis,  justa  quidem  sed 
oeculta.  Ist«  puer  vocatur,  moritur  et  salvatur,  sed  per  gratiam;  ille  puer 
reprobatur  et  damnatur,  sed  per  justiciam.  Alius  in  puericia  bonus  et  se- 
nectute  perversus,  quapropter  reprobatur.  Econverso  alius  ab  infancia 
malus  in  senectute  conversus  et  salvatur.  Alius  a  puericia  malus  sed  in 
fine  deterior ,  alius  a  puericia  bonus  sed  in  fine  melior.  Sexquipartita  est 
ista  radicum  extractio,  quorum  tres  salvantur,  sicut  jara  dictum  est,  sed  per 
gratiam,  tres  damnantur,  sed  per  justitiam  terribilem  valde  et  oecultam. 
Haec  non  sunt  discutienda  sed  timenda.  Justus  est  dominus,  justus  dam- 
nandis  et  terribilis,  misericors  salvandis  et  amabilis,  unde  canit  propheta : 
Misericordiam  et  Judicium  cantabo  tibi  domine.     Aliquis  est  parens  et  re- 
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probus ,  et  gignit  filium ,  qui  est  electus ,  et  econverso  alius  est  parens  et 
electus,  et  gignit  filium,  et  hie  est  reprobatus.  Alius  est  parens  et  repro- 
batus,  et  gignit  filium,  et  hie  similiter  reprobatus.  Alius  est  parens  electus, 
et  nichilominus  gignit  filium,  et  hie  est  electus.  Alius  est  parens  et  electus 
et  gignit  filium  alium  electum,  alterum  reprobatum.  Alius  est  parens.  et 
reprobatus,  et  gignit  filium  alium  electum,  et  alterum  reprobatum.  Alius 
habet  parentes  utrosque  bonos,  et  ipse  efficitur  malus.  Alius  hahet  paren- 
tes  utrosque  malos,  et  ipse  efficitur  bonus.  Alius  ambos  malos  et  ipse  m,a- 
lus ,  alius  ambos  bonos  et  ipse  bonus.  Alius  habet  par entern  unum  bonum, 
alterum  malum,  et  ipse  malus.  Alius  unum  habet  similiter  malum ,  alterum 
bonum,  et  ipse  bonus.  Hanc  radicum  extractionem  nemo  novit,  nisi  his, 
qui  dat  homini  scientiam,  deus  et  pater  domini  nostri  iesu  christi,  pater  mi- 
sericordiarum ,  et  deus  tocius  consolationis ,  qui  nos  extrahere  et  abstrahere 
dignetur  ab  hoc  saeculo  nequam  et  perducere  in  vitam  aeternam ,  qui  viyit 
et  regnat. 


1)  Der  Gebrauch  des  Nominativs  aigorizmus  beweist,  dass  das  Bewusstsein,  dass 
Algorizmus  der  Name  eines  Mannes  sei,  bei  dem  Verfasser  der  Abhandlung  schon  ver- 
loren gegangen  war.  Er  hielt  offenbar  dieses  Wort  für  den  Namen  der  Rechenkunst 
selbst. 

2)  Vergl.  Trattati  (TAritmetica  publicuti  da  Baldassare  Boncompagni.  Roma  1857. 
p.  2 :  Non  enim  possttnt  esse  duo  vel  tria,  si  ttnum  auferatur.  Unum  vero  potest  esse  absque 
seeundo  vel  tercio.  Igiticr  nichil  aliud%sunt  duo,  nisi  unius  duplicitas  vel geminaiio:  et  simi- 
liter tria  nicfdl  aliud  sunt ,  nisi  ejus  dem  wtilatis  Iriplicatio :  sie  de  reliquo  numero  i»l  ellige. 

3)  Differentia  bedeutet  demnach  an  dieser  Stelle  Nichts  anderes  als :  Rangord- 
nung, eine  Bedeutung,  welche  diesem  Worte  bei  den  Algorithmikern  inne  zu  wohnen 
pflegt.  Die  Abacisten  dagegen  benutzten  das  Wort  in  dem  Sinne  von  Ergänzung 
besonders  bei  der  Division,  worauf  noch  zurückgekommen  werden  wird. 

4)  Der  in  dem  Worte  quadrivium  enthaltene  Begriff  ist  griechisch-römischen 
Ursprunges,  sowie  denn  auch  in  der  That  in  dieser  Abhandlung  Algorithmiscbes, 
d.h.  Arabisches  und  Abacistisches ,  d.  h.  Griechisch -Römisches,  bunt  gemengt  er- 
scheinen, ersteres  Element  freilich  überwiegend,  wie  fast  allgemein  seit  der  Mitte 
des  12.  Jahrhunderts.  Vergl.  Haec  in  quudrivio,  id  est  in  Musica,  Arithmetica,  Geome- 
trica,  Astronomiay  Ha  est  necessaria  et  utilis,  ut  sine  illa  pene  omnis  lubor  studentium  vi- 
deatur  inanis.  (Regulae  Domini  Oddonis  super  abtiewn  in  den  von  G  e r b er  1 1784  heraus- 
gegebenen Scriptores  ecclesiastici  de  musica.   Bd.  I.  S.  200.) 

8)  Trattati  d'Aritmetica  pag.  26:  Ideo  apertissimis  indis  sub  quibusdta*  regutis  et 
certis  limitibus  infinila  numerositas  coaretatur  ut  de  inftnilis  difinita  diseiplina  traderetur. 

6)  Der  Gebrauch,  die  neun  Ziffern,  von  0  abwärts  bis  1,  hinzuschreiben  ist  sehr 
häufig,  allein  dass  dieselben,  wie  im  gegenwärtigen  Falle ,  nach  Positions wer th  der 
neun  Zahlen  aufgefasst  werden,  scheint  unserem  »Schriftsteller  eigentümlich  zu  sein. 

7)  Mitunter  werden  9  species  angenommen,  indem  zu  den  im  Texte  angeführten 
noch  die  numeratio  und progressio  hinzutritt,  welche  hier  auch  vorkommen,  aber  nicht 
unter  besonderer  Ueberschrift.  Vergl.  Joannis  de  Sacro-Bosco  traetattts  de  arte  nume- 
rwidi  bei  Uaüimell,  Rara  Mathematica  pag.  2.  Andere  wieder,  z.  B.  Lucas  Paciolus 
lassen  die  dupplutio  und  dimidiatio  weg  und  behalten  die  7  anderen  species. 

8)  Die  durch  Punkte  getrennten  Gruppen  von  je  drei  Ziffern,  Triaden,  finden 
sich  auch  schon  bei  Sacro-ßosco:  Item  sciendum  est,  quod  supra  quamlibet  ftguram  low 
millenarii  positam  componenter  possioit  poni  quidam  punetus  ad  denotundum  quod  tot  mille- 
narios  debet  ultima  fiyttra  representare ,  quot  fuerunt  ptmeta  pertrtmsila  (Rara  Mathe- 
matica pag.  5). 

9)  Das  Wort  addicitur  ist  am  Räude  ergänzt. 


Von  Moritz  Ca  stob. 


10)  Vergl.  Saero-Bosco:  Additio  est  numeri  vel  numerorum  aggregatio,  ut  videatur 
summa  excrescens. 

1 1)  Ultima  differentia  ist  immer  die  äuss  erste  Rangordnung  nach  links ,  also  die 
höchste.  Die  niederste  Rangordnung,  d.h.  die  der  Einer,  heisst  prima  differentia 
oder  /igura. 

12)  Differentia  hat  hier  den  Sinn  der  Ergänzung  zu  10,  welchen  es  (vergl.  Anmer- 
kung 3)  in  der  sogenannten  complementären  Divisionsmethode  der  Abacisten  zu  be- 
sitzen pflegt.  Die  hier  auseinandergesetzte  Multiplicationsmethode  ist  die  bei  Schrift- 
stellern des  16.  Jahrhunderts  häufig  wiederkehrende ,  deren  erste  Spuren  bisher  nur 
bis  auf  Regiomontanus  in  der  Mitte  des  15.  Jahrhunderts  zurückverfolgt  werden 
konnten.  Die  Frage,  welche  ich  (Mathem.  Beiträge  zum  Kulturleben  der  Völker  S.  216) 
stellte ,  ob  ein  Werk  in  irgend  einer  Sprache  existire ,  welches  die  Anwendung  der 
Differenzmethode  bei  Multiplication  und  Division  gleichzeitig  enthalte ,  ist  damit  aller- 
dings noch  nicht  beantwortet,  da  in  unserem  Codex  die  complementäre  Division  fehlt. 
Indessen  ist  doch  die  dereinstige  Bejahung  der  Frage  dadurch  wahrscheinlicher  ge- 
worden ,  dass  jetzt  die  Existenz  der  complementären  Multiplication  für  eine  Zeit  nach- 
gewiesen ist,  welche  der  Zeit  der  Anwendung  der  complementären  Division  fast  um 
3  Jahrhunderte  näher  liegt. 

13)  Diese  Art  zu  multipliciren ,  welche  mit  der  complementären  Multiplication  ja 
nicht  verwechselt  werden  darf,  so  nahe  die  Versuchung  auch  liegt,  findet  sich  aus- 
führlicher beschrieben  bei  Sacro-Bosco:  Si  vis  scire  quot  sunt  quater  in  octo ,  vide  quot 
sunt  unitaies  intraocto  et  decem,  denario  simul  computato,  et  patet  quot  sunt  duo:  sub- 
trahatur  ergo  quaternarius  a  quadraginta  bis  et  remanent  32,  et  haec  est  summa  lotitis  rnulti- 
plicatümis  \fiara  Mathematiai  pag.  12).  Ferner  Trattati  d'Aritmelica  pag.  97:  Omnis 
namque  numerus  infra  denarium  multiplicutus  in  se  ipsum  reddit  summam  sue  denominationis 
decutpatae,  subtracta  inte  multiplicatione  differentie  ipsius  ad  denarium  facta  in  se  ipsum. 
Verbi  gralia  sexies  sex  dicantur  fieri.  60.  que  est  denominatio  a  sex  decxdpata ;  differentia 
autem  senarii  ad  denarium  est  quaternarius ,  qui  multiplicutus  in  sex  facit.  24.  I/is  ergo.  24. 
de  sexaginta  subtractis  remanent.  36. 

14)  Das  Wort  duceuti  ist  am  Rande  ergänzt. 

15)  Der  erste  bedeutendere  Schreibfehler  in  dem  Manuscripte.  Der  Sinn  erfor- 
dert offenbar  ultima.  Da  von  hier  an  die  Fehler  etwas  häufiger  werden,  so  ist  viel- 
leicht die  Ansicht  gerechtfertigt,  die  Refehenkunst  des  Schreibers  habe  bei  der  Divi- 
sion ihre  Schranken  gehabt,  und  das  Weitere  habe  er  zum  Theil  ohne  es  zu  verstehen 
abgeschrieben. 

16)  Denominatio  ist  also  hier  Nichts  anderes  als  Quotient;  das  ist  die  Bedeutung, 
welche  das  Wort  bei  den  Abacisten  zuhaben  pflegt,  während  es  bei  den  Algorith- 
mikern  den  Nenner  eines  Bruches  bedeutet  (vergl.  meine  Mathem.  Beiträge  u.  s.  w. 
S.  208),  oder  die  Zahl* selbst,  von  der  zuvor  die  Rede  war.    Vergl.  Anmerkung  13. 

17)  Dass  eine  libra  =  40  solidi  ist  ganz  abweichend  von  den  Angaben,  welche 
man  sonst  zu  finden  pflegt.  Am  häufigsten  ist  1  libra  =  20  solidi ,  dann  kommen  bei 
Ducange,  Glossarium  mediae  et  infimae  latinilatis  (neueste  Ausgabe  Paris  1845,  Bd.  IV 
S.  100)  noch  einige  andere  Gleichungen  vor:  Libra  =  22 solidi,  libra  =48 solidi,  aber 
nirgends  1  libra  =  40  solidi!  Vielleicht  ist  hier  eine  Doppel-Libra  gemeint ,  was  mit- 
unter vorkommen  soll. 

18)  Damit  sind  die  Progressionen  gemeint,  also  dieselben  Sätze,  welche  bei 
Sacro-Bosco  z.  B.  unter  der  Ueberschrift  progressio  vereinigt  sind.  Vergl.  Anmer- 
kung 7. 

19)  Die  den  Algoristen,  Rechnern,  gegenübergestellten  Mathematiker  sind  selbst- 
verständlich  die  mathematici  danviabiles,  von  welchen  auch  das  römische  Recht  spricht, 
nämlich  die  Sterndeuter. 

20)  Auch  bei  Sacro-Bosco  (Hara  Mathematica  pag.  19)  ist  zwischen  der  Lehre  von 
den  Progressionen  und  der  Wurzelausziehung  ein  Abschnitt  IX.  Perambulum  ad  Radi- 
rum Extractionem  eingeschoben ,  welcher  sich  mit  den  Begriffen  der  linearen  Zahl ,  der 
Oberflächenzahl  und  der  Körperzahl  beschäftigt.  Allein  zwischen  Sacro-Bosco  und 
dem  Verfasser  unseres  Codex  findet  derselbe  Gegensatz  statt,  welcher  in  diesem 
Theile  der  Arithmetik  zwischen  den  beiden  griechischen  Zahlentheoretikern  des 
2.  Jahrhunderts  nach  Chr.  Geb.,  zwischen  Theon  von  Smyrna  und  Nikomachus 
existirt.  Sacro-Bosco,  ebenso  wie  Theon  von  Smyrna,  nennt  das  Product  von 
zwei  Factoren  Oberflächenzahl,  das  von  drei  Factoren  Körperzahl,  und  diese  Defini- 
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tionen,  wie  sie  die  naturgemässen  sind,  sind  auch  wohl  die  alt-ursprünglichen,  wenig- 
stens stimmen  sie  mit  den  im  platonischen  Timäus  vorgetragenen  Sätzen  überein. 
Nikomachus  dagegen,  nach  ihm  Boethius  in  seiner  Arithmetik  und  auch  unser 
Autor  rechnen  schon  die  Dreieckszahlen  zu  den  Oberflächenzahlen,  welche  daher  bei 
ihnen  identisch  mit  Vieleckszahlen  sind  und  ebenso  rechnen  sie  die  Pyramidalzahlen 
bereits  zu  den  Körperzahlen.  Von  dem  Unsinne ,  den  unser  Autor  auf  eigene  Faust 
hinzufügt,  vergl.  weiter  unten  die  Anmerkungen  21,  22,  23,  25,  2(5. 

21)  Die  Verwechslung  dessen  ,  was  Quadrat  und  Cubikzahl  ist,  beginnt  hier. 

22)  Tres  dimensiones  giebt  hier  offenbar  keinen  Sinn ;  entweder  müssen  2  oder 
4  Dimensionen  gemeint  sein. 

23)  Soll  heissen  quadratus. 

24)  Das  Wort  ordines  ist  am  Rande  ergänzt. 

25)  Soll  heissen  cubicus.  ' 

26)  Soll  heissen  VIII. 

27)  Die  Worte :  Modb  die  septies  8  erunt  56  sind  am  Rande  ergänzt. 

28)  Die  Worte  :  ab  //!*  subtrahe  septies  7  et  rernaneni  istae  figterae  13  sind  am  Rande 
ergänzt. 

29)  Die  Neunerprobe  ist  den  Algorithmikern  eigen,  während  sie  bei  den  Aba- 
cisten  zu  fehlen  pflegt. 

30)  Im  Texte  folgt  hier  zum  zweiten  Male  et  multipticantis ,  welches  aber  durch- 
strichen ist. 

31)  Diese  Stelle  beweist,  dass  unser  Autor  auf  einem  Sandbrette  zu  rechnen 
pflegte,  wie  es  vordem  in  häufigem  Gebrauche  war.  Später  benutzte  man  eine  weisse 
Tafel,  auf  welcher  die  Schriftzüge  leicht  ausgewischt  werden  konnten.  Vergl.  Leonardo 
Pisanwt,  Opera  I,  pag.  7  (Roma  1857):  Scribantur  in  tabula  dealbata,  in  qua  Uttere 
ietriler  deteantur. 

32)  Der  mittelalterlich-mystische  Inhalt  dieses  zweiten  Theiles  der.  vorliegenden 
Schrift  dürfte  gerade  für  Mathematiker,  welche  an  derartige  barocke  Aussprüche 
nicht  gewöhnt  sind,  hinlängliches  Interesse  bieten,  um  den  Abdruck  desselben 
gleichfalls  zu  rechtfertigen.  Ich  bemerke ,  dass  die  vielen  Bibelstellen ,  welche  vor- 
kommen, nur  durch  die  Anfangsbuchstaben*  der  betreffenden  Worte  angedeutet  sind, 
deren  Interpretation  also  mit  Hülfe  sogen.  Concordantien  versucht  werden  musste. 
Zweimal  ist  es  mir  nicht  gelungen  ,  die  angezogene  Stelle  aufzufinden,  weshalb  auch 
im  Abdrucke  nur  Anfangsbuchstaben  stehen. 

33)  Dieses  bezieht  sich  auf  H e  s  eki  e  1  IX ,  4.  Der  Buchstabe  tav ,  mit  welchem 
das  Zeichen  des  Kreutzes  auf  die  Stirne  der  Rechtschaffenen  und  Frommen  gemacht 
werden  soll,  bedeutet  übrigens  in  hebräischer  Zahlbezeichnung  nicht  300,  sondern 
400.  Der  folgende  Satz  des  Textes :  Per  thav  CCC  intetliguntur  ist  also  der  Unwissen- 
heit des  Verfassers  entschlüpft.  Pas  Wort  trinitatis  ist  übrigens  am  Rande  erst 
ergänzt. 

34)  Das  Wort  par  ist  am  Rande  ergänzt. 

35)  Bekanntlich  ist  der  hier  angegebene  Grund  für  die  Heiligkeit  der  Zahl  6 
sonst  als  Definition  der  vollkommenen  Zahlen  angeführt,  und  von  der  Vollkommen- 
heit zur  Heiligkeit  ist  der  Uebergang  leicht.  n 

36)  Das  Wort  filii  ist  am  Rande  ergänzt. 


IL 

TJeber  die  idealen  Primfactoren  der  complexen  Zahlen, 

welche  aus  den  Wurzeln  einer  beliebigen  irreductiblen 

Gleichung  rational  gebildet  sind. 

Von 

Dr.  Eduard  Selling, 

ausserord.  Prof.  an  der  Universität  Würzburg. 


Es  sollen  im  Folgenden  die  complex  -  irrationalen  Zahlen  behandelt 
werden ,  welche  ans  den  Wurzeln  Qi}  ?t . . .  <?„  einer  irreductiblen  algebra- 
ischen Gleichung  Rn  =  a0  x"  +  ö,  ^"—f  +  . . .  +  an  =  0  rational  gebildet 
sind ,  und  zwar  soll  die  Zerlegung  dieser  Zahlen  in  ihre  idealen  Prim- 
factoren in  völliger  Analogie  mit  der  von  Kummer  in  Bezug  auf  die  aus 
Wurzeln  der  Einheit  gebildeten  Zahlen  durchgeführten  Theorie  entwickelt 
.  werden.  Diese  Zahlen  spielen  seit  der  zweiten  Gauss' sehen  Abhandlung 
fiber  die  biquadratischen  Reste ,  wenn  auch  oft  nur  verborgen  oder  durch 
ganz  specielle  Fälle  vertreten,  eine  bedeutende  Rolle  in  der  mathe- 
matischen Literatur.  Sowohl  die  Scheu,  die  grossen  mit  der  Theorie  dieser 
Zahlen  zusammenhängenden  Fragen  zu  berühren ,  als  die  Kenntniss  davon, 
daafl  Herr  Kroneeker  dieselben  Untersuchungen  seit  lange  pflege  und 
bereits  alle  Schwierigkeiten ,  die  mir  zunächst  ein  Ziel  gesetzt  hatten,  über- 
wunden habe  und  die  Hoffnung,  dass  das  mathematische  Publikum  sich 
bald  einer  ausgedehnten  Veröffentlichung  seiner  Resultate  au  erfreuen  habe, 
hatte  mich  bisher  abgehalten,  diese  in  geringerer  Allgemeinheit  schon  im 
Herbste  1859,  noch  bevor  mir  die  Kummer 'sehe  Abhandlung  von  1859  über 
die  Reciprocitätsgesetze  bekannt  sein  konnte  >  ausgearbeitete  Untersuchung 
zn  ▼eröffentlichen. 

Ich  beschränke  mich  auf  die  Annahme,  dass  die  Coefncienten  a  in  Rn 
gewöhnliche  ganze  Zahlen  sind  und  zwar  sollen  dieselben  ohne  einen  allen 
gemeinsamen  Divisor  angenommen  werden.     Die  so  beschränkte  Function 
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Ru  soll  sich  in  ebenso  beschränkte  Functionen  als  Factoren  nicht  zerlegen 
lassen,  welche  Eigenschaft  ich  hier  mit  dem  Beiwort  irreductibel  bezeichne. 

Zunächst  können  alle  rationalen  Functionen  der  Wurzeln  Qt ,  gt . .  .  qh 
als  ganze  Functionen  derselben  dargestellt  werden,  deren  Coefficienten 
rational  sind,  wenn  die  Coefficienten  der  gegebenen  rationalen  Functionen, 
wie  angenommen  werden  soll,  rational  waren.  Zu  diesem  Zwecke  hat  man 
nur  in  jeder  einfach  gebrochenen  Function  Zähler  und  Nenner  mit  Pro- 
ducten  von  Functionen  zu  multipliciren ,  welche  durch  Permutation  der 
Wurzeln  q  aus  dem  gegebenen  Nenner  hervorgehen  und  den  neuen  Nenner 
zu  einer  symmetrischen  Function  der  Wurzeln  ^,  also  zu  einer  rationalen 
Zahl  machen. 

Aus  einer  solchen  Function  ist  man  ferner  jedenfalls  Im  Stande ,  eine 
beliebige  Wurzel  a.  B.  Qt  ganz ,  von  einer  zweiten  a.  B.  Qt  die  zweite  und 
alle  höheren,  im  Allgemeinen  von  p*  die  Äto  und  alle  höheren  Potenzen 
zn  eliminiren.  Dividirt  man  nämlich  die  Function  Ru  durch  {x  —  Qa+i) 
(#  —  QA+ 2)  •  •  •  (*  —  Qn)i  ß0  giebt  der  Quotient,  gleich  Null  gesetzt,  eine 
Gleichung  vom  Grade  A,  deren  Coefficienten  ganze  Functionen  von  Qa+u 
QA+2  - '  -Qn  und  deren  Wurzeln  die  h  übrigen  Wurzeln  psind.  Mittels  dieser 
durch  Rk  =  0  zu  bezeichnenden  Gleichung  ist  die  Rednction  von  Qk  auf  die 
(h  —  l)'e  Potenz  auszuführen.  Die  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen 
von  Qh  bleiben  dabei  ganze,  wenn  auch  im  Allgemeinen  nicht' ganzzahlige 
Functionen  von  944.1  bis  qu,  da  dar  Coeffioient  von  xk  in  Ä*  diese  Wurzeln 
nicht  enthält. 

Bei  vielen  Klassen  von  Gleichungen  tritt  nun  aber  der  Fall  ein ,  dass 
von  den  aus  ihnen  abzuleitenden  Gleichungen  Ä^aO  einige  durch  Gleich- 
ungen niedrigerer  Grade  ersetzt  werden  können,  deren  Coefficienten  auch 
rational  aus  Qk+i  bis  p«  gebildet  sind.  So  können  für  h  =  1  bis  h  s=  n  —  1 
Gleichungen  vom  ersten  Grad  aufgestellt  werden  bei  den  Kreistheilungs- 
gleichnngen  und  den  nach  Kronecker  auf  diese  zurückzuführenden 
Abel'schen  Gleichungen  mit  ganzzahligen  Coefficienten,  für  h  —  1  bis 
h  =s  n  — 2  Gleichungen  vom  ersten  Grad  bei  den  algebraisch  auflösbaren 
Gleichungen  mit  ganzzahligen  Coefficienten  und  von  einem  Primzahlgrade. 
Wenn  es  eine  Gleichung  giebt,  deren  Coefficienten  nur  die  Wurzeln  qa+x 
bis  qh  enthalten,  und  welche  einen  Divisor  mit  der  Gleichung  Ä*  =  0  ge- 
meinsam hat ,  so  lässt  sich  der  gemeinsame  Divisor  vom  höchsten  Grad  ge- 
trennt darstellen  mit  Coefficienten,  welche  ebenfalls  nur  die  Wurzeln  ^+| 
bis  qn  enthalten.  Als  Coefficient  der  höchsten  Potenz  von  x  lässt  sich 
hierin  immer  eine  gewöhnliche  ganze  Zahl  annehmen,  denn  der  Multi- 
plioator,  welcher  nöthig  ist,  um  im  Quotienten  zweier  ganzer  Functionen 
von  Qk+\  bis  Qn  den  Nenner  rational  zu  macheu ,  enthält  die  Wurzeln  qx 
bis  Qh  symmetrisch ,  welche  demnach  aus  ihm ,  also  auch  aus  dem  neuen 
Zähler  ganz  entfernt  werden  können,  etwa  mittels  der  durch  die  Coeffi- 
cienten der  Gleichung  Rh  =  0  gegebenen  symmetrischen  Functionen  dieser 
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Wurzeln,  Ist  S*  =  0  eine  solche  in  der  Gleichung  J?a  "=  0  enthal- 
tene Gleichung,   deren  Wurzeln  ich   mit  p>i,   pa_t . . .  Qh-i+ 1  bezeichne, 

o 

so    können   jedenfalls    die    Gleichungen   S*  =  0,    S^y  = —  =  0, 

#  —  Qh 

$i—2=  ; r-^ =s=  0  etc.  zur  Reduction  von  respective  p*,  pa-i, 

p*_jetc.  auf  die  Grade  i — 1,  i —  2,  t — 3  etc.  dienen,  es  ist  jedoch  möglich, 
dass  auch  diese  Gleichungen  von  der  zweiten  oder  dritten  etc.  an  wieder. 
in  Divisoren  niedrigerer  Grade  zerfallen,  deren  Coefficienten  auch  nur 
Functionen  von  respective  den  Wurzeln  p&  bis  pn,  qa—\  bis  pH  etc.  sind,  welche 
Divisoren  dann  anstatt  der  Gleichungen  &;_i  =  0,  Sj_2=0  etc.  zur  Re- 
duction ihrer  Wurzeln  zu  benutzen  sind  etc.  Analoges,  wie  für  diese 
i  Wurzeln  wird  noch  für  andere  Gruppen  von  Ar,  /  etc.  Wurzeln  aus  den 
ii — h  —  i  noch  übrigen  stattfinden,  wobei  in  den  Coefficienten  einer  für 
irgend  eine  Wurzel  p  geltenden  Gleichung  immer  alle  Wurzein  p  mit 
höherem  Index  vorkommen  dürfen. 

Die  Anzahl  m  von  Producten  von  Potenzen  verschiedener  Wurzeln  p 
je  mit  rationalen  Coefficienten,  welche  eine  Function  f  (p, ,  pt . . .  pn)  als 
ganze  Function  dargestellt,  nach  all  diesen  Reductionen,  welche  bei  den 
Wurzeln  p  mit  dem  niedrigsten  Index  zn  beginnen  haben ,  noch  besitzen 
kann ,  ist  gleich  dem  Producte  der  Anzahlen  der  verschiedenen  Potenzen, 
mit  Einschluss  der  nullten,  in  welchen  die  einzelnen  Wurzeln  p  noch  vor- 
kommen können,  also  höchstens  gleich  1.2.3....n,  im  Allgemeinen  gleich 
einer  Zahl,  welche  aus  diesem  Producte  dadurch  hervorgeht,  dass  man 
Producte  von  bestimmten  t,  Ar,  /etc.  aufeinanderfolgenden Factoren  desselben 
ersetzt  durch  die  Producte  1  .  2  . . . .  t ,  1.2.. ..Ar,  1.2..../  etc.  und  in 
diesen  wieder  Producte  von  x,  l  etc.  auf  einander  folgenden  Factoren  durch 
die  Producte  I  .  2  . . . .  x;  1 .  2  ...  .'X  etc.  Jedenfalls  ist  also  die  gesuchte 
Anzahl  m  ein  Divisor  von  1  .  2  ....  ». 

In  der  nun  besprochenen  Form,  welche  ich  die  normale  nenne,  und 
welche  offenbar  von  der  zum  Theil  willkürlichen  Annahme  der  Reihenfolge 
der  Wurzeln  p  abhangt,  hat  jede,  immer  ab  rationale  angenommene 
Function  der  Wurzeln  p  die  Eigenschaft,  nicht  anders  gleich  Null  sein  zu 
können  als  indem  alle  ihre  Coefficienten  gleich  Null  sind.  Es  soll  nämlich 
immer  angenommen  werden,  dass  zur  Reduction  jeder  Wurzel  die  Gleich- 
ung vom  möglichst  niedrigen  Grade  angewandt  worden  ist.  Würde 
nun,  ohne  dass  alle  Coefficienten  in  f(Qn  pt  •  •  •  ?«)  gleich  Null  sind, 
f(<tiy  Pf.Pn)  =  0  sein,  so  würde  diese  Gleichung  selbst  eine  unbenutzt 
gebliebene  Gleichung  sein ,  mittelst  deren  die  höchste  darin  vorkommende 
Potenz  der  Wurzel  p  von  dem  niedrigsten  Index,  welche  darin  vor- 
kommt, noch  hätte  eliminirt  werden  können.  Functionen  der  Wurzeln 
P  in  der  normalen  Form  nenne  ich  coinplexe  Zahlen.  Es  können 
also  zwei  complexe  Zahlen  nur  dann  einander  gleich  sein, 

2* 
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wenn  ihre  m  einzelnen  Coofficienten  respective  einander 
gleich  sind. 

Es  seien  q\Jv  q\^2  . . .  ^  beliebige  in  beliebiger  Reihenfolge  genom- 
men n — h  aus  den  n  Wurzeln  g  und  bedeute  RA  ,  S^  '  etc.  die  aus  respec- 
tive Rjk ,  Si  etc.  durch  die  Verwandlung  der  Wurzeln  q  in  die  Wurzeln  q&) 
von  demselben  Index  entstehenden  Functionen.  Wenn  nun  die  Gleichung 
Rk  —  0  in  zwei  Factoren  Sj =  0  und  7*-,==  0  von  den  Graden  t  und  h  —  t 
und  mit  Functionen  von  ^+i  bis  gn  als  Coefficienten  zerfällt,  so  zerfallt  die 

Gleichung  R{^=  0  in  die  zwei  Factoren  S^=0  und  2^.=  0,  deren 
Coefficienten  wie  die  von  R^  '  Functionen  von  qj*  bi9  ^  '  sind ;  denn  das 
Product  von  ty  und  7j_j  wird  sich  durch  die  Gleichungen  «ftLj  =  0, 
ä^  =  0>...äJ^==0,   Än  =  0  in   dieselbe  Form  R^  als  Function  der 

Wurzeln  ^W  bringen  lassen,  welche  R&  als  Function  der  Wurzeln  q  hat, 
und  in  welche  das  Product  von  &(*  und  Ja—*  als  durch  die  Gleichungen 
i?A+i  =  0,  Ra+2=  0, . . .  Rn~i  =  0,  Ru  =  0  gebracht  angesehen  werden  kann. 
Nur  wenn  Ä  der  grösste  Index  ist,    bei  welchem  Rh  in  der  betrachteten 

Weise  zerfällbar  ist,  können  als  q\?^  bis  qrn  '  beliebige  n — h  Wurzeln  p  als 
den  Wurzeln  £a_m  bis  qn  entsprechend  angenommen  werden ,  durch  diese 
ist  dann  eine  Gruppe  von  i  Wurzeln  fy_ im,{  bis  gh  bestimmt,  welche  in  noch 
willkürlicher  Reihenfolge  den  t  Wurzeln  £a-*+i  bis  Qk  entsprechen.  Die 
analoge  Behauptung  gilt,  wenn  eine  der  Gleichungen  &,-_j  —  0,  S/_2  =  0  etc. 
wieder  in  Factoren  zerfällt  etc.    Wenn  in  dieser  Weise  zwischen  den  Wur- 

zeln  q\  ,  q±  . . .  Qn  dieselben  zur  Reduction  zu  benutzenden  Gleichungen 
bestehen,  wie  zwischen  den  Wurzeln  Qiy  Qti  •  -  •  Qn  von  respective  denselben 
Indexen,  so  nenne  ich  diese  beiden  Reihenfolgen  der  Wurzeln  q  con- 
jugirt.  Um  alle  zu  der  ursprünglichen  conjngirten  Reihenfolgen  zu  er- 
halten, ist  gn  mit  allen  Wurzeln  p,  den  Wurzeln  von  RH  =  0  zu  vertauschen. 

Nachdem  statt  dieser  eine  bestimmte  Wurzel  gu  genommen  ist,  wird  an  die 

erst  von  p«_ %  eingenommene  Stelle  irgend  eine  Wurzel  ^jf  von  R^ Jt  =  0 
gesetzt  etc.,  endlich  an  die  erst  von  Qh+i  eingenommene  Stelle  irgend  eine 
Wurzel  g\Jt  von  #**=(),  dann  an  die  erst  von  ^eingenommene  Stelle 

irgend  eine  Wurzel  ^  'von  £,  '=  0  etc.  Die  Anzahl  aller  con- 
jngirten Reihenfolgen  wird  demnach  gleich  dem  Product  der  Grade 
der  Gleichungen,  welche  zur  Reduction  für  nn,  ?»-i,  •••?!>  Qi  zu  diene u 
haben,  also  gleich  der  Anzahl  m  der  willkürlichen  Coefficien- 
ten einer  complexen  Zahl.    Die  m  complexen  Zahlen,   welche  durch 
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Vertauschung  der  m  conjugirten  Reihenfolgen  der  q  ans  einander  hervor- 
gehen, nenne  ich  conjngirte  complexe  Zahlen.  Die  symmetrischen 
Functionen  dieser  m  Zahlen  sind  symmetrische  Functionen  aller  n  Wurzeln  £, 
denn  es  ist  durch  den  Schluss  von  v  —  1  anf  v  zu  zeigen ,  dass  die  symme- 
trischen Functionen  der  conjugirten  Zahlen ,  welche  durch  die  zulässigen 
Vertauschungen  der  Wurzeln  Qt  bis  q*  aus  f  {gt ,  Qt ,  •  •  -  ?*)  hervorgehen, 
symmetrische  Functionen  der  Wurzeln  Qt  bis  qv  sind.  Es  giebt  also  eine 
Gleichung  vom  Grade  m,  deren  Coefficienten  rational  und  deren  Wurzeln 

1  •  2  . . . .  n 
die  m  betrachteten    conjugirten   complexen  Zahlen  sind.     Die  — - — *    ' 

1  •  *  •  •  •  •  A 

durch  alle  Permutationen  der  Wurzeln  q  aus  einer  complexen  Zahl  her- 

1  .  2«. . .n 

vorgehenden  Functionen  der  Wurzeln  <?  zerfallen  in  - — ^ — '-^ —  Gruppen 

von  je  m  conjugirten  Zahlen ,  wobei  i  die  Anzahl  der  zur  Eeduction  zu  be- 
nutzenden Gleichungen  vom  ersten  Grad  bezeichnet,  durch  welche  die  be- 
treffenden Wurzeln  ganz  eliminirt  werden.  Wenn  eine  der  Gleichungen 
S§=  0,  5,,_i  =  0  etc.  eine  weitere  Zerlegung  in  Factoren  als  bisher  zuliesse, 
nach  Adjunction  von  Wurzeln  von  7i_<=0,  d.  h.  nachdem  man  in  die 
Coefficienten  der  Factoren  auch  diese  Wurzeln  hätte  eintreten  lassen  oder 
wenn  Aehnliches  in  anderen  abgeleiteten  Gleichungen  stattfände,  wäre  es 
möglich,  dass  die  Zahl  m  durch  eine  kleinere  Zahl  ersetzt  werden  könnte, 
dadurch ,  dass  man  anstatt  der  Gleichung  £*=  0  einen  anderen  Factor  der 
Gleichung  i?A=0  zuerst  benutzte,  oder  das  Aehnliche  mit  anderen  abge- 
leiteten Gleichungen  vornähme.  Da  die  Anzahl  der  denkbaren  Reihen- 
folgen dieser  Gleichungen  eine  endliche  ist ,  so  wird  sich  immer  diejenige 
Reihenfolge  derselben  finden  lassen ,  welche  zum  kleinsten  Werth  von  m 
führt,  wenn  man  überhaupt  die  Auflösbarkeit  unserer  Gleichungen  in 
Factoren  der  betrachteten  Art  entscheiden  kann ,  wozu  zwar  allgemeine, 
sogar  directe,  aber  praktisch  ganz  unausführbare  Methoden  angegeben 
werden  können.  Uebrigens  ist  sowohl  das  Bisherige  als  das  Folgende 
nicht  von  der  Annahme  abhängig,  dass  m  den  kleinsten  in  dieser  Art  mög- 
lichen Werth  habe,  es  dürfen  nur  die  zur  Reduction  für  q»  dienenden 
Gleichungen  nicht  weiter  in  Factoren  zerlegbar  sein,  deren  Coefficienten 
nur  Qv+t  bis  gn  enthalten. 

Sind  zwei  von  den  m  conjugirten  Zahlen  einander  gleich,   ist  z.  B. 

f(Qn  Qi>  •••9*)=/X?i  >  ?2  >  •••Qn  )*  so  mU8S  diese  Gleichung  identisch 
erfüllt  sein,  es  müssen,  nachdem  die  zweite  Zahl  in  die  normale  Form  der 
ersten  gebracht  worden  ist,  die  m  beiderseitigen  Coefficienten  respective 
einander  gleich  sein.  Führt  die  Vertauschung,  durch  welche  die  Reihen- 
folge ^  ,  (»j  ,  •••?„  aus  der  ursprünglichen  giy  gt>  . -.?«  hervorgeht, 
erst  nach  /  maliger  Anwendung  auf  die  je  dieselben  Stellen  einnehmenden 
Wurzeln  zu  der  ursprünglichen  Reihenfolge  zurück,  so  sind  demnach  min- 
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destens  je  t  von  den  tn  conjngirten  Zahlen  einander  gleich.   Nimmt  man  je 

tn 

eine  ans  je  /  solchen  Zahlen,  so  sind  die  symmetrischen  Functionen  der  — 

so  erhaltenen  conjngirten  complexen  Zahlen  ebenfalls  symmetrische  Func- 
tionen aller  Wurzeln  4. 

Jedes  Product  von  m  oder  weniger  conjngirten  complexen  Zahlen, 
welches  eine  rationale  Zahl  ist,  bezeichne  ich  als  Norm  dieser  complexen 
Zahlen ,  wobei  die  Anzahl  der  Factoren  besonders  anzugeben  ist. 

Ausser  der  hier  aufgestellten  normalen  Form  Hessen  sich  die  zu  be- 
trachtenden complexen  Zahlen  noch  in  mannigfachen  anderen  Formen  be- 
handeln, welche  bei  speciellen  Untersuchungen  besondere  Vortbaile  ge- 
währen, jedoch  im  Allgemeinen  willkürlicher  und  weniger  unmittelbar 
erscheinen  und  zu  dem  zunächst  hier  Durchzuführenden  noch  nicht 
nothwendig  sind.  Insbesondere  liessen  sich  alle  hier  betrachteten  com- 
plexen Zahlen  als  ganze  Functionen  jeder  m  werthigen  solchen  Zahl  dar- 
stellen. Setzt  man  die  für  diese  geltende  Gleichung  vom  Grade  m  an  die 
Stelle  der  Gleichung  i?n— 0,  so  erkennt  man  diese  Form  als  eine  specielle 
der  hier  behandelten.  Da  die  Functionen  der  Wurzeln  mehrerer  irre- 
ductibler  Gleichungen  sich  ebenfalls  als  ganze  Functionen  einer  solchen 
Function  darstellen  lassen,  ist  auch  die  Theorie  solcher  Functionen  in 
einem  gewissen  Umfange  in  der  vorliegenden  Darstellung  enthalten. 

IL 

Ich  gehe  nun  mit  Unterdrückung  der  früher  hier  eingeschalteten  Auf- 
suchung der  Zahlen ,  welche  durch  die  gewöhnlichen  Methoden  in  Factoren 
zerlegt  werden  können  (deren  Classenanzahl  =1  ist),  unmittelbar  zur 
Theorie  der  idealen  Primfactoren  unserer  Zahlen  über,  deren  Einführung 
sich  nun  im  Verlauf  von  selbst  rechtfertigen  soll.  Es  ist  dabei  die  Gleich- 
ung Rn  =  0  als  Congruenz  zu  betrachten  nach  den  verschiedenen 
gewöhnlichen  Primzahlen  und  ihren  Potenzen  als  Moduln,  weshalb 
über  Congruenzen  im  Allgemeinen  Einiges  vorauszuschicken  ist.  Es 
sei  *,=  a0x»+at  x»~l  +  .  . .  +  an=  (b0 xP  +  btxP-*+. . .  +  bß)  (c,x»-f 
+  c,*^-?-1  +  .. .+  c„_/J)  +  pflF(x)i  wobei  p  eine  gewöhnliche  Primzahl, 
fi  eine  positive  ganze,  die  Coefficienten  b  und«  rationale  Zahlen,  F{x) 
eine  beliebige  ganze  ganzzahlige  Function  von  x  sei ,  so  können ,  wie  dies 
von  den  Coefficienten  a  vorausgesetzt  wird,  auch  die  Coefficienten  6,  ebenso 
die  Coefficienten  c  weder  Potenzen  von  p  im  Nenner  enthalten ,  noch  alle 
eine  solche  Potenz  als  gemeinsamen  Divisor  besitzen,  es  sei  denn,  was 
vermieden  werden  kann,  dass  eine  solche  Potenz  Divisor  aller  c  und 
Nenner  der  b  oder  umgekehrt  sei;  denn,  wenn  A.der  niedrigste  Index  ist, 
für  welchen  bi  einen  Factor  />*,  und  v  der  niederste  Index ,  für  welchen  cv 
einen  Factor  pi  enthält ,  wo  h  und  1  die  kleinsten  auch  negativen  als  vor- 
kommend gedachten  Exponenten  bezeichnen,  so  wird  der  Coefficient  von 
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x?-1-9  in  dem  entwickelten  Product  p*+'  und  werden  alle  anderen  Coeffi- 
cienten  in  demselben  dieselbe  oder  eine  höhere  Potenz  von  p  als  Factor 
enthalten.  Es  muss  also  h  +  t  =  0  sein ,  was  zu  beweinen  war.  Coefficien- 
ten  b  oder  c  mit  anderen  Factoren  im  Nenner  können  anf  bekannte  Weise 
durch  ganze  Zahlen  ersetzt  werden.  Man  schreibt  für  obige  Gleichung 
kürzer  Bn=  (b9xP+  ...+  bß)  (c0x»~P  +  ...  +  cn-ß)  (modp*),  nennt  Bn 
congruent  dem  Product  dieser  Functionen,  theilbar  durch  diese  Functionen, 
diese  selbst  Factoren  von  i?„,  Alles  nach  dem  Modul//**.  Ist  Q(x)  eine 
solche  ganze  ganzzahlige  Function  vom  Grade/,  welche  sich  nach  dem 
Modal  p  nicht  in  Factoren  zerlegen  lnsst,  so  nennt  man  die  Congruenz 
Q{x)  =  Q(modp)  irreductibel.  Ich  benutze  hier  die  von  Galois  {Bulletin 
de  Ferussac,  T.  XIII,  wieder  abgedruckt  in  Liouville's  Journal  T.  XI) 
eingeführte,  mir  nur  aus  der  Darstellung  von  Serret  (Cours  cTAlgäbre  su- 
perieure,  2me  ed.)  bekannte  Theorie  der  imaginären  Congruenzwurzeln, 
welche  mir  hier  eine  für  alle  Fälle  gleichmässige  einfache  Auedrucksweise 
gestattet.  Man  vergleiche  darüber  auch  eine  Abhandlung  von  Schön e- 
mann,  Crelle's  Journal  Bd.  31  und  32  und  von  Dedekind,  dasselbe 
Journal  Bd.  54. 

Wurzel  der  Congruenz  <D(x)  =  0  (modp)  kann  nach  den  Annahmen 
keine  rationale  Zahl  sein,  es  steht  zwar  nichts  im  Wege,  als  solche  eine 
wirkliche  irrationale  reelle  oder  complexe  Zahl  sich  zu  denken,  jedoch 
auch  abgesehen  davon  führen  wir  ein  Symbol  j  für  eine' solche  Wurzel  ein 
and  nennen  diese  eine  imaginäre  Congruenzwurzel.  Eine  Congruenz 
f(j)  =  0  (modp)  soll  dann  lediglich  ein  abkürzender  Ausdruck  für 
/"(*)=  Q(x)  F(x)  (modp)  sein,  wo  f(x)  und  F(x)  ganze  ganzzahlige 
Functionen  der  willkürlich  Veränderlichen  x  darstellen.  Da  keine  solche 
Function  mit  <Z>  (x)  nach  dem  Modul  p  einen  anderen  Divisor  als  <2>  (x) 
selbst  oder  die  Einheit  gemein  haben  kann,  ist  es  gerechtfertigt,  dass  hier 
zunächst  eine  Unterscheidung  zwischen  etwaigen  verschiedenen  Wurzeln 
von  Q>(x)  ==  0  (modp)  nicht  gemacht  wird,  wenn  nur  in  derselben  Formel  j 
immer  dieselbe  Wurzel  bezeichnet.  Ist  f%  (x)  eine  eben  solche  Function 
wie  f(x)>  ist  also  ausser  f(j)  =  0  (modp)  auch^,  (j)  =  0  (modp))  so  ist 
auch  f(J)  +  f\  (j)  =  0  (modp),  ist  ausserdem  f%  (x)  eine  beliebige  ganze 
ganzzahlige  Function ,  so  ist  auch  f(j) .  f%  (j)  =  0  (modp).  Auf  zwei  ganze 
ganzzahlige  Functionen  von.;  lässt  sich  immer  die  Methode  des  grössten 
gemeinsamen  Divisors  anwenden,  wobei  die  einzelnen  Dividenden  und 
Divisoren  um  Producte  von  p  oder  0  (j)  in  beliebige  ganze  ganzzahlige 
Functionen  von  j  vermehrt  oder  vermindert,  mit  beliebigen  durch p  nicht 
theilbaren  gewöhnlichen  ganzen  Zahlen  multiplicirt  werden  können.  Man 
wird,  den  Grad  der  Functionen  successive  verringernd ,  jederzeit  auf  einen 
Rest  Null  kommen  können.  Ist  der  letzte  Divisor  eine  gewöhnliche,  natür- 
lich durch  p  nicht  theilbare  Zahl,  so  haben  die  zwei  Functionen  nach  dem 
Modal  p  keinen  gemeinsamen  Divisor  ausser   der  Einheit  oder  anderen 
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durch  p  nicht  theilbaren  gewöhnlichen  ganzen  Zahlen,  welche  hier  von 
keiner  anderen  Bedeutung  Bind ,  als  die  Einheit.  Durch  Anwendung  dieser 
Methode  auf  die  Functionen  f(J)  und  <Z>  (J)  läset  sich  zu  jeder  ganzen  ganz* 
zahligen  Function  f  (j) ,  welche  nicht  durch/?  theilbar,  nicht ;  =  0 (modp) 
ist,  eine  zugehörige  Function  *P(J)  finden,  sodass  f(j) .  *P (J)  =  1  (modp) 

ist.    Unter  dem  Quotienten  -jtt--.t  ist  diese  Function    *P  (j)  zu   verstehen. 

Das  Product  zweier  Functionen  f(J)  und  <p  (j)  kann  nicht  durch  p  theilbar 
sein,  ohne  dass  eine  derselben,  z.  B.  q>(j)  durch/?  theilbar  ist,  da,  wenn 
f  (j)  nicht  durch  p  theilbar,  q>  (j)  =  <p  (J)  f(J)-^  Ü)  (™odp)  ist.  Jede  ganze 
Function  von  j  läset  sich  auf  eine  Function  vom  Grade  t  —  1  reduciren, 
und  eine  solche  kann  nur  dann  =0  (modp)  sein,  wenn  ihre  t  Coefficienten 
=  0  (modp)  sind,  da  sie  auf  keine  andere  Weise  durch  0(j)  theilbar  sein 
kann  nach  dem  Modul  p.  Die  (p* —  l)te  Potenz  jeder  ganzen  ganzzahligen 
nicht  durch  p  theilbaren  Function  f(J)  ist  =1  (modp),  welcher  Satz  nichts 
ist  als  der  Fermat'sche  Satz  auf  diese  Functionen  ausgedehnt,  und  ebenso 
bewiesen  werden  kann,  wie  dieser  für  gewöhnliche  Zahlen,  z.  B.  dadurch, 
dass  die  Producte  von  f(J)  in  alle  p*  —  1  weder  unter  einander,  noch  der 
Null  congruenten  solchen  Functionen  wieder  alle  diese  Functionen  dar- 
stellen, dass  also  f(j)p'~~l  multiplicirt  mit  dem  Producte  dieser  Functionen 
congruent  ist  dem  Product  dieser  Functionen.  Dass  eine  Congruenz  nach 
dem  Modul  p,  wenn  ihre  Coefficienten  gewöhnliche  ganze  Zahlen,  oder 
selbst  schon  Functionen  von,;  sind,  nicht  mehr  Functionen  von/  oder  einer 
ähnlichen  imaginären  Congruenzwurzel ,  als  ihr  Grad  beträgt,  als  Wurzeln 
zulässt,  ist  ganz  wie  für  gewöhnliche  Zahlen  zu  beweisen.  Die  Congruens 
arJ»'-1^  1  (modp)  hat  also  die  p1 —  1  überhaupt  möglichen  unter  sich  und 
der  Null  nicht  congruenten  Functionen  f(j)  und  nur  diese  zu  Wurzeln. 
Da  für/  selbst,  welches  eine  dieser  Functionen  ist,  keine  specielleren  Vor- 
aussetzungen gemächt  wurden,  so  folgt,  dass  alle  Wurzeln  aller  irre- 
ductiblen  Congruenzen  nach  dem  Modul  p  vom  Grade  /  Wurzeln  der  Con- 
gruenz xV*~ 1  =  1  (modp\  also  Functionen  f  (j)  sind.  Als  solche  Functionen 
f(j)  lassen  sich  auch  alle  Wurzeln  aller  irreductiblen  Congruenzen  nach 
dem  Modul/),  deren  Grad  h  Divisor  von  t  ist,  und  nur  diese  ausdrücken; 
denn  diese  sind  Wurzeln  der  Congruenz  xP  ~l — 1  =  0  (modp),  welche 
Divisor  der  Congruenz  x&— J  —  l=Ö(modp)  ist,  wenn  h  Divisor  von  ty 
und  ist  f(j)  Wurzel  einer  irreductiblen  Congruenz  nach  dem  Modul  p  vom 
Grade  Ä,  so  lassen  sich  pA — 1  ganze  ganzzahlige  Functionen  von  f(j) 
bilden,  welche  die  ph —  1  Wurzeln  der  Congruenz  a:^""1 —  1=0  (modp)> 
und  gleichzeitig  als  ganze  ganzzahlige  Functionen  von  j  Wurzeln  der  Con- 
gruenz x^—1 — 1=0  (modp)  sind,  es  muss  also  die  erstere  Congruenz 
Divisor  der  letzteren  sein ,  was  nur  möglich ,  wenn  h  Divisor  von  t  ist. 
Dass  es  bei  gegebenem  Modul  p  von  jedem  Grade  i  wirklich  irreductible 
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Congruenzen  gicbt,  beweist  sich  ans  dem  leicht  angebbaren  Ausdrucke  für 
die  Anzahl  aller  Wurzeln  aller  verschiedenen  irreductiblen  Congruenzen 
vom  Grade  /.  Bezeichnet  man  mit  <p(t)  diese  Anzahl,  mit  D  (t)  jeden 
Divisor  von  /  und  bezieht  sich  das  Summenzeichen  £  auf  alle  solche  Divi- 
soren ,  ist  ferner  /  =  aa .  b? .  tf . . . ,  wo  a,  6,  c, . . .  verschiedene  Primzahlen 
sind ,  so  ist  nach  dem  eben  Entwickelten ,  da  sich  offenbar  jede  Function 
f(j)  als  Wurzel  irgend  einer  und  nur  einer  irreductiblen  Congruenz  an- 
sehen lässt,  ;>*—  l=2;a»  [D(t)]=i:<p[D(bP.  <? )]  +  2q>[a  .  D  (&f. <*....)] 

+  .  ..  +  279  [aP.D(bP.cV  . . .  .)],  ^lso,  da  das  Analoge  auch  für« —  1  statt 

a  gilt,  p* — p"=  Zq>  \aa.  D  (b* .  cy  •  • . .)] ,  hieraus  durch  Wiederholung  des- 
selben Uebergang8  \p? — p* )  —  \p* — pa *)  =  £<p  [a* .  b*  .  D  (cy . . . .)]  etc. 
bis  die  Primfactoren  von  /  erschöpft  sind.  Die  hier  auftretenden  Differenzen 
sind  offenbar  immer  grösser  als  Null.  Man  erhält  schliesslich  für  q>  (Q  den 
/  j_  t 

Ausdruck  j/ —  Sp*+  Sp«*  —  &p**c-\ . . . ,  wo  unter  den  Summenzeichen 

S  für  a,  ab,  abc, .  . .  alle  Combinationen  von  1,  2,  3,  ...  verschiedenen 
der  Primzahlen  a,  bf  c  etc.  zu  setzen  sind.  Die  übrigen  Wurzeln  von 
<P  (x)  =  0  (modp)  ausser  j  sind  j*y  /p\ . .  •Jr^""ti  denn  nach  einem  bekannten 
Schlüsse  ist  <P  (a?**)  =  Q>(xY*(modp),  wenn  k  eine  beliebige  positive  ganze 
Zahl  ist,  indem  in  der  Entwickelung  der  (pk)Xen  Potenz  des  Polynoms  0(x) 
alle  Producte  von  Potenzen  verschiedener  Glieder  ca  xa  desselben  mit  durch 
p  theilbaren  Polynomialcoefficienten  multiplicirt  sind,  und  die  Potenzen 

cjT .  x"**  =  ca.  x***  (mod p)  nach  dem  F er mat 'sehen  Satze  sind,  und  die 
angegebenen  Potenzen  von  j  sind  sämmtlich  von  einander  verschieden  nach 
dem  Modul  p,  da  ausserdem  für  einen  Werth  von  s  <  t  die  Congruenz 

jr**=jr(modp)  und  in  Folge  derselben  die  Congruenz  jv9-1^  1  [tnod  p) 
erfüllt  sein,  also,/ Wurzel  einer  irreductiblen  Congruenz  sein  müsste,  deren 
Grad  von  t  verschieden  ist  Aus  denselben  Gründen  sind  allgemein,  wenn 
f(j)  eine  Wurzel  einer  irreductiblen  Congruenz  vom  Grade  A,  einem  Divisor 
von  f  ist,  die  übrigen  Wurzeln  derselben  Cpngruenz  f(jy*y  f{j)p  »•••/'C/r  ~  » 
oder,  was  nach  dem  Modul  p  dasselbe  ist,  f(jp),  fU^f'fU*1)*  *n 
Producte  von  irreductiblen  Factoren  gleich  hoher  Grade  h  kann  man  die 
Congruenz  Ä„=0  (modp),  nachdem  man  aus  ihr  die  congruenten  Wurzeln 
entfernt  hat,  zerlegen  durch  Aufsuchung  derjenigen  ihrer  gemeinsamen 
Divisoren  mit  Congruenzen  xiy~l  — 1=0  [modp),  welche  nicht  schon  Divi- 
soren von  Congruenzen  xr—^ — 1  =  0  (modp)  sind,  in  denen  k  Divisor 
von  h.  Es  sei  nun  /  das  kleinstmögliche  Multiplum  aller  dabei  wirklich 
vorkommenden  Grade  h  und  sei  <Z>  (x)  =  0  (modp)  eine  irreductible  Con- 
gruenz vom  Grade/,  so  werden  sich  als  Functionen  f(j)  einer  Wurzel j 
dieser  Congruenz  alle  Wurzeln  der  Congruenz  Ä„=0(«iotfp)  darstellen 
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lassen.  Für  diese  Functionen ,  sofern  sie  nicht  =  0  sind  ,  können  einfache 
Potenzen  von,;  angenommen  werden,  wenn./  eine  primitive  Wurzel  der 
Congruenz  af^sl  (modp)  ist,  in  welchem  Falle  die  Exponenten  der- 
jenigen Potenten  voi»;\  welche  Wurzeln   irrednctibler  Congroenzen  vom 

p'  —  1 

Grade  k  geben,  durch  -r theilbar  sind.    Hier  sollen   diese  Functionen 

p  *-~*  1 

als  ganze  ganziahlige  Functionen   (I—  l)ten  Grades  dargestellt  werden. 

Durch  Aufstellung   aller  /?'— 1  Functionen  f(j)  und  Vergleichung   der 

Coefficienten  der    aufzulösenden  Congruenzen   oder  der   Summen   gleich 

hoher  Potenzen    ihrer  Wurzeln    mit  den   analogen   aus  allen   zulässigen 

Gruppen  von  Functionen  f(j)  gebildeten  Werthen,  ist  die  Darstellung 

dieser   Wurzeln   durch  Functionen  f(j)  zu   finden,   wenn   dies   nicht   iu 

directerer  Weise  möglich  sein  sollte. 

Es  sei  nun  q  eine  Primzahl,  welche  weder  im  Coefficient  aQ  von  xn  in 

Ä„,  noch  in  der  Discriminante,  dem  Product  der  Quadrate  der  Differenzen 

je  zweier  Wurzeln,  der  Gleichung  Ä„~0  als  Factor  enthalten  ist,  sodass 

die  Gongruenz  Rn^Q(tnodq)  wirklich  vom  nXcn  Grade  ist,  und  keine  con- 

gruenten  Wurzeln  zuläget.    Dann  lässt  sich  für  jede  positive  ganze  Zahl  p 

aus  jeder  Wurzel     r  der   Gongruenz  JRn  =  0  (mod  q**~~l)   eine   Wurzel  r 

(i        (j—i 
der   Congruenz   J?ft  &  0   (mod  qf)    ableiten;     denn,    setzt   man    r=    r 

ii 
+  q(*~x*y  (mod  q*1))  so  geht  die  letztere  Gongruenz  für  *ar  über  in 

•  •  •  +  ■  -r1 —  ^rv  r**-1*  yn=»  (m<"1  A 

1.2 n  dxn  9  \        *  /> 

ß— i 
worin  nach  den  Differentiationen    r     für  x  zu  setzen  ist.     Da  in  dieser 

Gongruenz  alle  Coefficienten  höherer  Potenzen  von  y  durch  qf  theilbar  sind, 
der  Coefficient  von  y  aber  nur  durch  qfi~1J  durch  welches  auch  das  erste 
Glied  theilbar  ist,  so  kann  man  beide  Seiten  der  Congruenz  sammt  dem 
Modul  durch  qf1"1  dividiren  und  erhält  nach  der  Multiplication  mit  dem 
reciproken  Ausdruck  des  Coefficienten  von  y  eine  ganze  ganzzahlige 
Function  von./  für  y  nach  dem  Modul  q,  also  eine  eben  solche  Function  für 
mach  dem  Modul  qf,  sodass  sich,  wie  für  die  erste,  so  für  jede  p16  Potenz 
von  q  als  Modul  genau  n  Wurzeln  der  Congruenz  Rn  =  0  angeben  lassen, 
welche  ich  mit  rt,  rf,  ...rH  bezeichne. 

Wie  sich  nun  aus  der  Gleichung  Ä„—  0  Gleichungen  Jfy=0  ableiten 
Hessen  durch  Division  mit  linearen  Factoren  von  /?„,  auf  dieselbe  Weise 
lassen  sich  für  jede  Potenz  von  q  als  Modul  ans  der  Congruenz  /?„=  0 
Confcrnenzen  /?a=0  ableiten,  deren  Wurzeln  h  Wurzeln  r,  z.  B.  r,  bis  rh 
sind  und  deren  Coefficienten  ebenso  aus  den  n  —  h  übrigen  Wurzeln  r,  wie 
die  Coefficienten  der  Gleichung  Ä^=^=0  aus  di'tt  Wurzeln  Qh+\  bis  qn  ge- 
bildet sind.    Wenn  die  Gleichung  Äa=0  wie  oben  einen  Factor  S|=0 
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enthält,  so  enthalt  die  Congrnenz  Ä*=  0  einen  Factor  S,=  0  von  dem- 
selben Grade ,  dessen  Coefficienten  ebenso  ans  r*_|_i  bis  rn  gebildet  sind,  wie 
die  Coefficienten  in  5,-=  0  ans  pa-fi  bis  p*.  Dasselbe  gilt  in  Bezog  auf 
andere  solche  Factoren  und  Factoren  solcher  Factoren  etc.  Ich  nehme  nnn 
an,  dass  die  Wurzeln  rt)  rt,  ...rm  eine  solche  Reihenfolge  bilden,  dass  die 
zur  Reduction  für  ?*,  ?t , ... Qn  benutzten  Gleichungen,  welche  alle   anch 

für  respective  q\  ,  ^  »•••?»  gelten,  durch  die  Wurzeln  r,,  rt, . . .  rn 
von  respective  denselben  Indexen  als  Congruenzen  erfüllt  werden.  Die 
Einsetzung  der  Congruenzwurzeln  r, ,  rt,  ...rn  fifr  die  Gleichungswurzeln 

-?i  '  ^2  > '  •  •  Q*  YOn  re8Pect>ve  denselben  Indexen  in  irgend  einer  Func- 
tion der  letzteren  nenne  ich  die  Substitution  f(0)=r,  oder  auch  die  Sub- 
stitution q  =  rW>,  wenn  die  Congruenzwurzeln  rM  durch  dieselbe  Permu- 
tation aus  den  Congruenzwurzeln  r  hervorgehen ,  durch  welche  die  Gleich- 
ungswurzeln g  aus  den  Gleichungswurzeln  qW  hervorgehen.  Diese  Per- 
mutationen, durch  welche  die  m  ebenfalls  conjugirte  zu  nennenden 
Reihenfolgen  rt^,  rtW,  ...rnW  aus  einander  hervorgehen,  beruhen  auf  allen 
möglichen  Permutationen  der  Wurzeln  der  Congruenzen,  in  welche  die 
zur  Reduction  für  die  Wurzeln  o  benutzten  Gleichungen  übergehen. 
Verwandelt  man  in  den  Functionen  von,;,  durch  welche  die  Wurzeln 
r,W>,  rt(lW, . . .  r„W  dargestellt  werden,  j  in  ,/*,  so  stellen  die  neuen  Functionen 
nach  dem  oben  Entwickelten  dieselben  Wurzeln  f  dar,  nur  in  einer  anderen 
Reihenfolge,  welche  aus  der  ersteren  durch  cyclische  Permutation  der 
Wurzeln  von  je  denselben  irreductiblen  Congruenzen  hervorgeht.  Diese 
neue  Reihenfolge  ist  wieder  eine  der  m  conjugirten ;  denn  jede  Congruenz, 
welche  zwischen  Functionen  von,;  erfüllt  ist,  bleibt  wegen  der  Irreducti- 
bilität  der  Congruenz  Q(x)  =  0  (mod  q)  zwischen  denselben  Functionen 
von  j?  bestehen. 

Es  sei  nun  das  folgende  System  von  Congruenzen  gegeben : 

1)  f  fiw,  $j*\  ...  r>)  =gn  (modq»), 

worin  den  m  Werthen  von  r\  entsprechend  die  m  conjugirten  Reihenfolgen 
der  r  successive  einzusetzen  sind ,  während  durch  die  m  Zeichen  grj  ganze 
ganzzahlige  Functionen  von,/  bezeichnet  werden,  welche  beliebig  gegeben 
sein  können  mit  der  einzigen  Beschränkung,  dass,  wenn  die  linke  Seite 
von  einer  der  Congruenzen  1)  aus  der  einer  anderen  durch  die  Verwand- 
lung von  j  inj*  hervorgeht,  auch  die  Function  g^  in  der  ersteren  aus  der 
in  der  letzteren  durch  dieselbe  Verwandlung  hervorgeht.  Die  Auflösung 
dieses  Systems  von  m  Congruenzen  nach  den  m  in  /*(o, ,  ?t, . . .  Qn)  vorkom- 
menden willkürlichen  Coefficienten,  in  welche  wegen  der  eben  gemachten 
Voraussetzung y, ,/',  ...jf~  symmetrisch  eintreten  werden,  erkennt  man 
folgendermassen  als  ausführbar.  Wenn  die  zur  Reduction  für  ^  be- 
natzte  Gleichung   vom   zweiten    Grade  war   und   f  (r,^,  r,fa), . , .  r„W) 
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=  <*>  (r»{f,\  r*iv\  •  •  •  r«(,))  +  rt(,)  Vi  («•/»>,  r/*>,  . . .  r„0»))   ist,    so    ist 

sodass  sich  aus  je  zwei  Functionen  g,  welchen  f(rfil\  r,W,...rBW)  und 
f(rfo\  rfi\  •••»»fa)),  congrucnt  werden  sollen,  zwei  Functionen  von/  be- 
rechnen lassen,  welchen  <p  (r.W,  r4^>, .  ..r„W)  und  g>,  (r,Wf  r4fo>f  ...raW) 
congruent  werden  müssen.  War  nun  die  zur  Eeduction  für  ?a  benutzte 
Gleichung  vom  dritten  Grade,  und  ist  <p  (rfi\  rfi\ . . .  rBW) = i>(r40Öf . . .  rjty 

=  *  (r4W,  •  •  -  r.«)  +  rt W  *t  (r/*), .  .  .  r.«)  +  r.W  *  (r/l),  . . .  r.M) 
und  <p  (r/l),  r4«,  . .  .  r.M)  =  f  (r4^\  .  . .  r.M)  +  r/*)  *.  (r/*), . . .  r.«) 
4-  rjft?)*  if;,  (r4W, . . .  r„(^)) ,  sodass  sich  aus  den  drei  Functionen  von,;, 
welchen  die  drei  eben  angeschriebenen  Functionen  q>  congruent  werden 
sollen ,  drei  Functionen  von  j  berechnen  lassen ,  welchen  die  drei  ange- 
schriebenen Functionen  1//,  tply  ij/t  congruent  werden  müssen,  und  dasselbe 
gilt  offenbar  in  Bezug  auf  die  mit  <pt  bezeichneten  Functionen.  Auf  die- 
selbe Weise  kommt  man  immer  von  m  Functionen  von  k  Wurzeln  r  auf 
m  Functionen  von  k — 1  Wurzeln  r,  sei  es  nun,  dass  die  Grade  der  betrach- 
teten Reductionsgleichungen  für  die  auf  einander  folgenden  q  immer  um 
eins  wachsen,  oder  dass  sie  mehrmals  auf  eins  zurücksinken.  Bei  dem 
letzten  solchen  Uebergang  für  Ar=l  erhält  man  die  gesuchten  Coefficienten 
bestimmt  nach  dem  durchaus  benutzten  Modul  q^%  und  zwar  wegen  der 
Symmetrie,  in  welcher  in  dieselben  die  verschiedenen  imaginären  Con- 
gruenzwurzelu  derselben  irreductiblen  Congruenzen  eintreten,  als  gewöhn- 
liche ganze  Zahlen.  Dass  die  bei  diesen  Auflösungen  auftretenden  Deter- 
minanten in  dem  hier  betrachteten  Falle  nicht  durch  q  theilbar  werden 
können,  folgt  aus  dem  bekannten  Satze,  nach  welchem  sich  dieselben  als 
Producte  der  Differenzen  der  betreffenden  Wurzeln  r  darstellen. 

I8t  £3  =  0  (modqt1),  wird  also  die  ganze  complexe  Zahl  f{Qi9  $t> 

...  q„)  nach  der  Substitution  ^W  =  r  durch  q**  theilbar,  so  ge- 
brauche ich  den  Ausdruck :  die  complexe  Zahl  f(qn  Qt, . .  .  Qm)  ent- 
hält den  zur  Substitution  ^W==  r  gehörigen  idealen  Prim- 
factor  von  q  p  mal,  und  zwar  sage  ich:  f(Qly  q,,  ...?*)  enthält 
diesen  idealen  Primfactor  genau   p  mal,  wenn  gleichzeitig 

/*(?!»  fln  ••  •  <fa)  nftch  der  Substitution  $W=  r  nicht  durch  q*+l 
theilbar  wird.  Da  diejenigen  je  t  Substitutionen,  welche  durch  die  Ver- 
wandlung von/  inj*  aus  einander  hervorgehen,  in  der  hier  betrachteten 

Hinsicht  zu  demselben  Resultat  fuhren,  so  kann  nur  von  —  verschiedenen 

idealen  Primfactoren  von  q  gesprochen  werden;  dass  diese  von  einander 
unabhängig  sind ,  dass  ganze  complexe  Zahlen  angegeben  werden  können, 
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welche  beliebige  derselben  je  eine  beliebige  Anzahl  mal  enthalten,  geht 
ans  der  Auflösbarkeit  des  betrachteten  Systems  von  Congrnenzen  hervor. 
Die  Auflösung  des  letzteren  wäre ,  auch  wenn  m  <  1 . 2 .  • . .  n  ist,  ebenso 
möglich  gewesen,  wenn  man  jede  Wurzel  rjfi\  oder  also  p^  in  der  nullten 
bis  (h  —  l)ten  Potenz  hätte  auftreten  lassen,  und  1.2....n  Congrnenzen 
wie  die  1)  aufgestellt  hätte,  woraus  folgt,  dass  die  hier  betrachteten  Eigen- 
schaften von  einander  unabhängig  sind  nicht  nur  iu  den  einzelnen  Gruppen 

conjugirter  complexer  Zahlen,  sondern  in  allen  — — Hü—  solchen  Gruppen 

m 

zusammen ,  welche  aus  einer  1  . 2  . . . .  n  werthigen  Function  der  Wurzeln 
Qu  Qt*  •  •  •  P»  durch  Vertauschung  derselben  hervorgehen. 

Es  seien  p<2>=  r,  p(3>=  ry* .  .gW  —  r  diejenigen  Substitutionen,  welche 
aus  der  ^  =  r  durch  wiederholte  Verwandlung  von  j  in  jl  hervorgehen, 
so  lässt  sich  jederzeit  eine  ganze  complexe  Zahl  q>  (pi(1),  pt(1\  . . .  Pn(l))  an' 
geben ,  welche  =  tp  (p/2>,  <,<*),  . . .  ^W)  =  9  (ftt»>f  ^<»,  . . .  ^W)  =  . . . 
=  9  (frw»  ¥*(/)»  •  •  •  ¥»W)  *st*  von  deren  m  conjugirten  Werthen  also  je  die- 
jenigen t  einander  gleich  sind,  welche  durch  dieselben  Vertauschungen  der 
dieselben  Stellen  einnehmenden  Wurzeln,  wie  die  angeschriebenen   aus 

einander  hervorgehen,  während  die—*  willkürlich  bleibenden  conjugirten 

Werthe  nach  der  Substitution  p^=  r  Functionen  y/-\  von  j  congruent  sind, 
welche  beliebig  gegeben  sein  können  nur  wieder  mit  der  Beschränkung, 
dass  sie  aus  einander  oder  aus  sich  selbst  durch  die  Verwandlung  von,;  in 
jl  hervorgehen ,  wenn  die  entsprechenden  Functionen  <p  (r,  W,  rjti\  . . .  r„W) 
aus  einander  oder  aus  sich  selbst  durch  dieselbe  Verwandlung  hervor- 
gehen.    Man  kann  z.  B.  als  solche  Zahl  q>  (ot(1),  pt(1\  •  •  •  Q*{1))  eme  Summe 

/V*>.  *rt>,  -  *w)  +  /V,  *'2\  —  ?»<2>)  +  •  •  •  +  W,  *«,...*«) 
annehmen,  wobei  die  m  Functionen  £_,  welchen  die  m  conjugirten  Zahlen 

f(tfi\  Qt^\'*'  Q*^)  oacn  der  Substitution  p*!>  =  r  congruent  werden 
sollen,  so  anzunehmen  sind,  dass  die  Summen  von  je  t  bestimmten  der- 
selben congruent  gegebenen  Functionen  y„  von  j  sind.    Geht  einer  von  den 

9{rtb\  rtW,  • .  .r,W)  bildenden  Summanden  /(r/v),  rfW,  . .  .rmW)  aus 
einem  anderen  derselben  durch  die  Verwandlung  von  ^  in  p   hervor ,  so 

gehen  —  von  diesen  t  Summanden  durch  dieselbe  Verwandlung  ausein- 
ander hervor,  indem  sowohl  die  Permutationen  von  bestimmte  Stellen  ein- 
nehmenden Wurzeln  r,  durch  welche  die  t  Summanden  auseinander  hervor- 
gehen, als  die  mit  der  Verwandlung  von  j  in  /«verbundenen  Permutationen 
aus  cyclischen  Permutationen  zusammengesetzt  sind ,  sich  also  wiederholen 
lassen,  bis  sie  zur  ursprünglichen  Reihenfolge  zurückführen.     Führt  man 
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in  jedem  solcher  —  Summanden  ein  und  dieselbe  Permutation  der  be- 
stimmte Stellen  einnehmenden  Wurzeln  aus,  welche  au«  einem  derselben 

zu  einem  der  übrigen  /  —  —  Summanden  führt,  so  erhält  man  -r  neue  von 

h  A 

den  t  Summanden,  welche  wieder  durch  die  Verwandlung  von/  v&jr  aus- 
einander hervorgehen,  da  sie  wie  die  —  ersten  als  ein  und  dieselben  Func- 
tionen  von  respective /, /**,  ,/***, ... /•'""* angesehen  werden  können.  Es 
gehen  demnach  van  allen  /  je  —  durch  die  Verwandlung  von  j  in  'jr  aus- 
einander hervor.  Ist  h  die  kleinste  Zahl,  welche  die  besprochene  Eigen- 
schaft   in  Bezug   auf  q>(rt^l\  rt^\ .  .  .  rHW)  besitzt,   so  kommen   neben 

q>  (rfä,  rtÜ\  . . .  ru(l))  unter  den  —  willkürlichen  Funotionen  /  congruent 

zu  setzenden  conjugirten  Functionen  noch  diejenigen  h  —  1  vor,  welche  aus 
dieser  durch  die  Verwandlung  von,/  in y«, /*\  . . .j**"1  hervorgehen,  wäh- 
rend die  entsprechenden  Functionen  y  durch  respective  dieselben  Ver- 
wandlungen aus  einander  hervorgehen  und  bei  der  Verwandlung  von,/  iu./* 
ungehindert  bleiben  müssen.  Theilt  man  nun  y„  in  sonst  beliebiger  Weise 
in  h  Theile  n>n  von  derselben  ebengenannteu  Eigenschaft ,  und  theilt  jede 

solche  Function  w-  in  ■—  Functionen  g  von/,  welche  durch  die  Verwand- 
lung von./  hiß  cyclisch  aus  einander  hervorgehen,  indem  man  z.  B.  eine 
dieser  Functionen 0^=  v  .n^.  Q'k+jk*  +  jkqt  +...  +  jkqk~i)  (modqP)  setzt, 

wobei  v  durch  die  Congruenz  v  (Jk  +  jkq+  •  ••  +  ,/*f*~l)  =  1  (mod  q")  be- 
stimmt ist,  und  k  eine  beliebige  ganze  nicht  negative  Zahl  ist,  für  welche 
jk  +  jkq  +  •••  +./*'/~1  nicht  =0  (modq)  ist,  so  erhält  man  nach  Verwand- 
lung von/  in/*,  j*f.-j*t~i  genau  ht  Fnnctionen  wie  g~%  durch  welche 
den  durch  die  h  betrachteten  Functionen  y  gestellten  Bedingungen  genügt 
wird,  man  erhält  also  im  Ganzen  m  Functionen  wie  £_,  durch  welche  den 

durch  alle  —  Functionen  y  gestellten  Bedingungen  genügt  wird.   Eine  durch 

diese  m  Functionen  g~  mittels  der  Congruenzen  l)  bestimmte  Function 
f(Qi>Qt<>'~  Q*)  erfüllt  dann  den  angegebenen  Zweck,  es  lfisst  sich  also,  wie 
auch  auf  andere  Art  zu  zeigen  gewesen  wäre,  eine  Function  <p  (?,,  p*,  •••?») 

angeben,  welche  nur  —  verschiedene  conjugirte  Werthezulässt,  und  welche, 

wenn  y,  durch  ^"1,  aber  nicht  durch  q*  theilbar  ist,  und  wenn  keine  der 
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übrigen  Functionen  y  durch  q  theilbar  ist,  den  zur  Substitution  ^J>  =  r 
gehörigen  idealen  Primfactor  von  q  genau  p — 1  mal  und  keinen  anderen 
idealen  Primfactor  von  q  enthalt« 

Der  Grundgedanke  bei  der  Einführung  der  idealen  Primfactoren  be- 
steht darin,  die  complexen  Zahlen  nicht  im  Gangen,  sondern  getrennt  in 
Beziehung  auf  die  einzelnen  gewöhnlichen  Primzahlen  zu  untersuchen,  da 
sich  in  Bezug  auf  die  einzelnen  Primzahlen  die  Functionen  der  Gleichungs- 
wurzeln durch  Functionen  von  Congruenz wurzeln  ersetzen  lassen,  welche 
die  zur  Zerlegung  in  Primfactoren  nöthigen  Eigenschaften  besitzen,  da  sich 
die  Methode  des  grössten  gemeinsamen  Divisors  auf  sie  anwenden  Ifisst. 
In  Bezug  auf  die  Primzahl  q  kann  nun  jede  complexe  Zahl  als  ganze 
complexe  Zahl  angesehen  werden,  deren  Coefficienten  nur  nicht  q  im 
Nenner  enthalten.  Jeder  andere  Bruch  kann  nach  dem  Modul  qP  durch 
eine  ganze  Zahl  ersetzt  werden.  Ist  der  Quotient  zweier  complexer  Zahlen 
in  diesem  Sinn  eine  ganze  complexe  Zahl,  so  kann  die  eine  in  Bezug 
auf  die  Primzahl?  als  durch  die  andere  theilbar  angesehen  werden. 
Aus  unserer  Entwickelung  folgt  nun  unmittelbar  eine  Gruppe  von  Sätzen, 
welche  vollständig  mit  denen  von  Kummer  übereinstimmen  (s.  Abhand- 
lungen der  k.  Akademie  d.  W.  zu  Berlin  für  1856): 

1)  Das  entwickelte  Product  zweier  odermehrerer  in  Be- 
zug auf  die  Primzahl  q  ganzer  complexer  Zahlen  enthält 
genau  dieselben  idealen  Primfactoren  von?  und  jeden  genau 
ebenso  oft,  als  die  Factoren  zusammengenommen,  und  um- 
gekehrt: Wenn  eine  in  Bezug  auf  q  ganze  complexe  Zahl  alle 
idealen  Primfactoren  von  g  mindestens  ebenso  oft  enthält, 
als  eine  andere,  soistsie  durch  diese  in  Bezug  auf  q  theilbar 
und  enthältder  Quotient  genau  den  Ueberscbuss  der  idealen 
Primfactoren  des  Dividenden  über  die  des  Divisors,  wie  man 
unmittelbar  aus  den  Functionen  </_  erkennt,  in  welche  die  drei  complexen 
Zahlen  durch  die  betreffenden  Substitutionen  übergehen.  Würde  man  in 
dem  gemeinsamen  Nenner  der  Coefficienten  im  Quotienten  eine  Potenz 
von  q  eintreten  lassen,  so  würden  alle  dem  von  diesem  Nenner  befreiten 
Quotienten  entsprechenden  Functionen  g„  durch  mindestens  dieselbe  Potenz 
von  q  theilbar  werden ,  würden  also  t  da  von  den  bei  der  Auflösung  der 
Congmcnzen  1)  auftretenden  Determinanten  keine  durch  q  theilbar  ist, 
auch  alle  Zähler  der  Coefficienten  des  Quotienten  durch  dieselbe  Potenz 
von  q  theilbar  werden.     Durch  Specialisirung  folgt  hieraus: 

2)  Wenn  eine  complexe  Zahl  alle  verschiedenen  idealen 
Primfactoren  von?  enthält  und  zwarjeden  mindestens  p  mal, 
soistsiedurohgM  theilbar,  enthält  sie  jeden  genau  ji  mal,  so 
erschöpft  9"  alle  in  ihr  enthaltenen  idealen  Primfactoren 
von  ?,  da  hier  alle  Functionen  g„  durch  die  p14,  in  dem  besondere^ 
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genau  durch  die  ple  Potenz  von  q  theilbar  sind.  Aus  den  Sätzen  1)  und  2) 
folgt  wieder  unmittelbar: 

3)  Wenn  eine  in  Bezug  auf  q  ganze  complexe  Zahl  genau 
fi  ideale  Primfactoren  von  q  enthält,  dieselben  mögen  ver- 
schieden, oder  auch  zum  Theil  oder  alle  einander  gleich 
sein,  so  enthält  d4e  aus  den  m  conjugirten  Werthen  derselben 

gebildete  Norm  den  Factor  q  genau  fit  mal.  Die  aus  den  —  ver- 
schiedenen conjugirten  Werthen  gebildete  Norm  einer  complexen  Zahl, 
wie  die  oben  mitg)^,  ?*,•••?«)  bezeichnete,  welche  nur  den  zur  Sub- 
stitution gM  —  r  gehörigen  idealen  Primfactor  von  q  und  diesen  genau 
fi  mal  enthält ,  enthält  den  Factor  q  genau  p  mal. 

Complexe  Zahlen,  welche  wie  die  von  Kummer  mit  W(a>r)  bezeich- 
neten alle  idealen  Primfactoren  von  q  ausser  einem  enthalten ,  Hessen  sich 
als  complexe  Zahlen  f(gt  >&>.••  Qn)  oder  <p  (9, ,  ?,, . . .  qn)  nach  dem  Ent- 
wickelten immer  darstellen  und  Hessen  sich  hier  in  derselben  Weise  wie 
bei  Kummer  benutzen.  Dasselbe  lässt  sich  in  Bezug  auf  alle  noch  zu 
behandelnden  Primzahlen  behaupten. 

Durch  jede  Wurzel  der  Congruenz  nach  dem  Modul  ?,  welche  der 
Gleichung  für  die  primitiven  Wurzeln  der  Gleichung  xn  =  1  entspricht, 
lassen  sich  alle  Wurzeln  dieser  Congruenz,  auch  alle  Wurzeln  der  Con- 
gruenz x*=l  (modq)  ausdrücken,  welche,  wenn  n  nicht  durch  q  theilbar 
ist,  sämmtlich  unter  einander  incongruent  sind.  Es  folgt  hieraus,  dass  die 
erstgenannten  Wurzeln  sämmtlich  Wurzeln  irreductibler  Congruenzen  von 
ein  und  demselben  Grade  sind,  der  mit  t  zu  bezeichnen  ist,  dass  demnach 
x<f—x —  1  nach  dem  Modul  q  durch  x* — 1  theilbar  ist,  und  dasselbe  für 
keine  kleinere  Zahl  als  die  Zahl  t  der  Fall  ist.  Hieraus  folgt,  dass  qt —  1 
durch  n  theilbar  ist,  und  dass  auch  dies  für  keine  kleinere  Zahl  als  die 
Zahl  t  der  Fall  ist. 

HI. 

Es  sei  nun  zweitens  p  eine  Primzahl ,  welche  nicht  im  Coefficient  a0 
von  x*  in  Rm ,  aber  in  der  Discriminante  der  Gleichung  Rn  =  0  als  Factor 
enthalten  ist,  sodass  die  Congruenz  RM  =  0(modp)  zwar  noch  wirklich  vom 
Grade  n  ist,  dass  aber  unter  ihren  n  Wurzeln  r  auch  unter  einander 
congruente  vorkommen.  Diese  Wurzeln  r  sind  im  Allgemeinen  Func- 
tionen einer  imaginären  Congruenzwurzel  j  einer  irreductiblen  Congruenz 
<ß  (x)  =0  (modp),  deren  Grad  der  möglichst  niedrige  l  sei.  Ich  werde  jedoch 
im  Folgenden  der  Einfachheit  wegen  von  solchen  Functionen  wie  von  ge- 
wöhnlichen Zahlen  sprechen,  so  oft  nur  Eigenschaften  derselben  in  Be- 
tracht kommen ,  welche  sie  nach  dem  Obigen  mit  gewöhnlichen  Zahlen  ge- 
mein haben.     Als  Wurzeln  der  Congruenz  Rn  =  0  (modpP)  können  auch 
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hier  nur  n  bestimmte  Werthe  r, ,  r2 ,  .*. .  rH  anerkannt  werden ,  durch  welche 
auch  hier  Bn  =  a0  (x  —  r,)  (x  —  rf )  . .  .  (x  —  rn)  (modpa)  wird ,  wobei 
jedoch  die  Ausdrücke  r,  deren  Anfangsglieder  r  einander  congruent  sind, 
nicht  sämmtlich  nach  der  ftlen,  sondern  nur  einer  niedrigeren  Potenz  von  p 
als  Modul  bestimmt  sind.  Da  durch  Multiplication  von  Bn  mit  einer  durch 
p  nicht  theilbaren  Zahl  der  Coefficient  von  x*  congruent  der  Einheit  nach 
jeder  Potenz  von  p  als  Modul  gemacht  werden  kann ,  so  kann  man  sich  auf 
die  Annahme  a0  =  1  nach  jedem  solchen  Modul  hier  beschränken.  Es  lässt 
sich  nun  zunächst  für  jede  Potenz  von  p  als  Modul  und  nur  auf  eine  Weise 
Bn  in  diejenigen  Factoren  zerlegen,  welche  =  0  (modp)  gesetzt,  die  ein- 
zelneu (Truppen  von  unter  einander  congruenten  Wurzeln  geben.  Es 
sei  nämlich,  wenn  ri  genau  ß  mal  unter  den  n  Wurzeln  r  vorkommt, 
eine  Function  Bt  =  (x — rt)ß  (mod p).  Ist  nun  Rn=  B P  (mod p*^-*),  wo 
B=  Bx  +  pBt+  . .  .  +  pfi-tBp^  (mod  pP~l)  und  P  =  />,  +  pP%  +  . .  . 
+  pß~~ 2  Pß—i  (modpfi"~l)  Functionen  von  x  von  den  Graden  ß  und  n  —  ß 
sind ,  in  denen  die  Coefficienten  von  respective  ocß  und  x*~ß  congruent  eins 
nach  dem  Module  sind,  so  lassen  sich,  da  die  Functionen  B  und  P  von 
jedem  durch  p  theilbaren  gemeinsamen  Divisor  frei  sind ,  durch  Anwen- 
dung der  gewöhnlichen  Methode  des  grossten  gemeinsamen  Divisors  zwei 
Functionen  Bß  und  Pß  von  respective  den  Graden  /S—  1  und  n  —  ß  —  1,  und 
zwar  nur  auf  eine  Weise  so  bestimmen,  dass  Bn^(B+pfl-iBß)  (P+p^-tPp) 
(modp*),  nämlich,,  wenn  Bn  —  BP~pi*-xM  gesetzt  wird,  M=  B^^ 

+  Px  Bu  (modp)  wird. 

i 
Es  werde  nun ,  nachdem  r,  +  y  für  x  eingesetzt  worden ,  der  Factor 

B+p"—*  2?M,   den  ich  wieder  mit  B  bezeichne,  =  yf*  +  bt yß-1  -f-  bt  yß~* 

+  .- .  +  bß  (modp*),  und  sei  jeder  Coefficient  &ä  genau  durch  eine  k^ie  Potenz 

von  p  theilbar.    Ist  dann  jeder  Quotient  -—  ^  1 ,    so    geht  die    Congruenz 

B  =  0  (modp*)  durch  Einsetzung  von  p  z  für  y  und  Division  mit  pß  in  eine 
nur  noch  nach  dem  Modul  p*~ß  aufzulösende  Congruenz  über.  Die  Wurzeln 
der  Congruenz  2?  =  0(wodjö^)  sind  dadurch  offenbar  nur  nach  dem  Modul 
pfl+i-P  bestimmt,  wenn  die  nun  vorliegende  Congruenz  nach  dem  Modul  p 
keine  congruenten  Wurzeln  mehr  zulässst,  ausserdem  einige  derselben  oder 
alle  nur  nach  einer  noch  niedrigeren  Potenz  von  p  als  Modul.  Ist  /  der 
kleinste  Divisor  von  i  von  der  Art,  dass  die  Coefücienten  der  nun  vor- 
liegenden Congruenz  bei  der  Verwandlung  von  j  inj?  ungeändert  bleiben, 
so  werden  neben  dieser  bei  der  Auflösung  der  Congruenz  BH  =  0  (mod  p*) 
nach  / — 1  ähnliche  Congruenzen  erhalten  werden,  welche  durch  die  Ver- 
wandlung von./  in^'P,  j&,  ...jP1'"1  aus  der  ersteren  hervorgehen.  Das  ge- 
wöhnliche Zahlen  als  Coefücienten  enthaltende  Product  dieser  /  Con- 
gruenzen giebt  die  l.ß  Wurzeln  dieser  Congruenzen  zunächst  nach  dem 
Modul  p  als  Functionen  einer  Wurzel  einer  irreductiblcn  Congruenz,  deren 

Z.iUchrifl  für  Mathematik  u.  Physik.  X,  1.  3 


34  lieber  die  Primfaotoren  der  complex.en  Zahlen  etc. 

Grad  /  oder  ein  Multiplum  von  l  seiil  wird.  Diese  Wurzeln  kann  man  auch 
durch  j  in  Verbindung  mit  einer  anderen  imaginären  Congruenzwurzel  aus- 
drücken, wie  man  ste  auch  unmittelbar  aus  den  Congruenzen  vom  Grade  ß 
mit  Functionen  von  j  als  Coefficienten  ableiten  kann.     Siud  zweitens  die 

Verhältnisse  —  nicht  sämmtlich^l,  so  lässt  sich  die  Congruenz  B=0(mod.pP) 

in  keiner  der  bisher  betrachteten  Weisen  in  lineare  Factoren  auflösen.  Es 
ist  in  diesem  Falle  eine  neue  Art  fingirter  Congruenzwurzeln  einzuführen, 

nämlich  zunächst,  wenn  i  der  grösste  Werth  von  h  ist,  für  welchen  —  den 

kleinsten  vorkommenden  Werth  hat,  und  wenn  i=  ö  .y  und  £,-==  6  .  x  ist, 

wo  6  den  grössten  gemeinsamen  Divisor  von  i  und  A,- bezeichnet,   ist  eine 

Wurzel   der  Congruenz  yV'=p  (tnod p*1)  einzuführen,   welche   keiner  der 

7 
bisher  betrachteten  Arten  angehö'rige  Wurzel  man  mit  Yp  bezeichnen,  und 

als  welche  man  eine  algebraische  yte  Wurzel  aus/?  ansehen  kann.    Anstatt 

y  y  y 

(Yp)°  schreibe  ich  ypa.    Man  setze  nun  z  .  J/p     für  y  in  B  ein ,    dividire 

y  y 

durch  Yp%p,  lasse  die  noch  mit  Y p   multiplicirten    Glieder  weg,    dividire 

durch  zP*"1'  und  setze  das  so   aus  B  Erhaltene  B'  =  0  (modp).    Es  können 

darin  nur  ganze  Potenzen  von  zy  vorkommen,  weil,  wenn  A,_/  -\ (ß — 1  +  /) 

x  x 

=  —  0,  also  /f|_ /  =  —  (i  —  /)  sein  soll,  /  durch  y  theilhar  sein  muss.    Sind 

die  i  wie  in  dem  eben  betrachteten  Fall  durchs  in  Verbindung  mit  einer 
anderen  imaginären  Congruenzwurzel  jedenfalls  ausdrückbaren  Wurzeln 
der  so  gebildeten  Congruenz  säinmtlich  unter  einander  incongruent  und 

y  y  y 

setzt  man  v=  yp —  0x,  so  kann  man  z,  +  z2Yp  +  z*YP*+  ••-  +  ZvYPv~l 
für  z  und  eine  beliebige  dieser  t  Wurzeln  für  z,  in  B  einsetzen.  Die  Con- 
gruenz, durch  welche  darauf  die  Summe  der  nur  mit  der  niedrigsten  in  B 

y 

noch  vorkommenden,  der  (ßx  +  l)tcn  Potenz  von  Yp  multiplicirten  Glieder 
=  0  (modp)  gesetzt  wird  ,  enthält  von  den  noch  unbekannten  Zahlen  nur  z„ 
diese  aber  iri  der  ersten  Potenz  und  mit  einem  durch  p  nicht  theilbaren 
Coefficienten.     Nach  Einsetzung  des  hierdurch  zu  findenden  Werthes  z8 

y 
erhält  man  aus  den  die  (ßn  +  2)le  Potenz  von  YP   enthaltenden  Gliedern 

z3  etc.,  endlich  zv.  Kommt  jedoch  von  jenen  t  Wurzeln  eine,  welche  ich 
mit  z,  bezeichne,  genau  l  mal  unter  denselben  vor,  so  zerfalle  man  B' 
in  zwei  Factoren,  von  denen  der  eine  C\  =  (z  —  z,)*  (modp)  sei,  und  setze 

y  a  y  y  y 

B  =  Ypt*.C.D{modpl»)%   wo   C^=  C\  +  C,YP  +  W  p%  +  .  .  .  +  Cv  Ypv~x 

y  y 

und  B  =  Dt+  Dt  \ ' p  +  .  .  .  +  Dv  }' ' pv~~x  Functionen  von  z  von  respective 

y 

den  Graden  A  und  ß  —  X  bezeichnen,  deren  je  mit  Ypa  multiplicirte  Glieder 
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Ccr+i  und  Ba+\  successive  für  a  =  l  bis  ct  =  v — 1  mittels  der  Methode  des 
grössten  gemeinsamen  Divisors  zu  finden  sind,  als  Functionen  von  respective 
den  Graden  A  —  1  und  ß  —  A  —  1,  nämlich  aus  Congruenzen  ~C,  i>a_(_i 
+  Dx  Ca-j-i  =  M  (mod  p) ,    welche    die    Bedingung    ausdrücken,    dass    in 

v  a  7 

B — ypP%.  C .  D  die  Summe  der  mit  der  (/3x  +  «)len  Potenz  von  J/p  multi- 
plicirten  Glieder  =0  (modp)  wird,  nachdem  dieselbe  Bedingung  für  die 
niedrigeren  Potenzen  bereits  erfüllt  ist.  Durch  ein  ähnliches  noch  ein- 
facheres Verfahren  Hesse  sich  die  die  t  zunächst  betrachteten  Wurzeln 
gebende  Congruenz  unmittelbar  darstellen  und  zwar  mit  Beibehaltung  der 
Variablen  y  ohne  Benutzung  von  Wurzeln  aus  p.  In  dieser  Congruenz  sind 
die  durch  respective  //*,  p2x,  ...  p  *~x,  p  *  theilharen  Coefficienten  von  y'~7y 
y*"~2y,  ...#?,  1  die  Coefficienten  von  respective  yß— V,  yß—2?,  ...yß—'+Yy  yß~* 
in  B  abgesehen  von  den  durch  noch  höhere  Potenzen  von  p  theilbaren 
Gliedern  derselben  und  es  können  die  durch  mindestens  dieselben  Potenzen 
von  p  theilbaren  Coefficienten  von  respective y1")^1,  y1"2^1,. .  .yy+1,  y  gleich- 
zeitig mit  den  Coefficienten  von  yß~~ '-^-H,  yP— i-^y+i^ .  .  .  jn  <jein  anderen 
Factor  von  B  durch  immer  auflösbare  nur  je  eine  Unbekannte  enthaltende 
Congruenzen  bestimmt  werden,  ebenso  successive  die  übrigen  Coefficienten 
und  die  höheren  Glieder  der  schon  bestimmten.  Es  soll  nun  die  Unbe- 
kannte in  C  sowohl  als  in  D  so  bestimmt  werden,    dass  diese  Functionen 

y  y 

durch  Ypv  theilbar,  oder  wie   ich  dies   ausdrücke  =0  (modJ/pv)  werden. 

y 

Die  Congruenz  ß  =  0  (mod  V pv)  ist  sofort  in  Factoren  zu  zerlegen,  welche 

y 

gleich   der  Congruenz  C=0  (modJ/pv)  gebildet,  und  wie  diese  weiter  zu 

y 
behandeln  sind.    Einer  dieser  Factoren  ist  =  zß-^modyp)..   Da  die  Auf- 
lösung der  Congruenz  B'=Q  (modp)  vom  Grade  i  auf  die  Aufsuchung  der 
incongruenten    oder    congruenten  Wurzeln   einer  Congruenz   vom   Grade 

tf=—  und  die  Auflösung  binomischer  Congruenzen  vom  Grade  y  zurück- 
kam, so  erkennt  man,  da  alle  Wurzeln  einer  Congruenz  x?*  =  k  (mod p) 
einander  congruent  sind ,  dass,  wenn  y  =  y'.  pu,  und  /  nicht  durch  p  theil- 
bar ist,  mindestens  y  verschiedene  Gruppen  gefunden  werden,  welche 
durch /?ath  eilbare  Anzahlen  A  von  congruenten  Wurzeln  enthalten.    In  den 

y 

solche  congruente  Wurzeln  gebenden  Congruenzen  J/ 'p**.  C  =  0  und  folglich 
auch  je  in  dem  übrigen  Factor  von  B  werden  nicht  mehr  yle,  sondern  nur 
noch  y'tc  Wurzeln  aus  p  vorkommen,  wie  in  dem  eben  Betrachteten  alle 
Wurzeln  aus p  verschwanden,  und  wie  man  unmittelbar  erkennt,  wenn  man 

y  ,  y  i 

in  dem  Factor  ypx%  C,  =  ^p*x  (z —  z,)*  die  frühere  Unbekannte  y  wieder 
einführt  und  denselben ,  welcher  offenbar  in  den  zunächst  in  Betracht  kom- 
menden Gliedern  die  genannte  Eigenschaft  hat,  aus  B  weiter  entwickelt. 

3* 


36-  Uebor  die  Primfactoren  der  comploxen  Zahlen  etc. 

Zur  ferneren  Zerlegung  der  Congruenz  £=0  kann  man  durch  Substitution 
von  tu  =  z  —  z{  C  in  die  Form  vr  +  ct  m*-1  +  . . .  +  c^  bringen ,  in  welcher 

r 

alle  Coefficienten  c  durch  yp  theilbar  sind ,   woraus  man  leicht  erkennt, 

r 

dass  die  fernere  Zerlegung  dieser  Congruenz  nach  einer  Potenz  von  Yp  als 
Modul  völlig  analog  der  Zerlegung  der  Congruenz  2?  =  0  nach  einer  Potenz 
von  p  als  Modul  ausgeführt  werden  kann.  Dasselbe  gilt  für  alle  Factoren 
von  B,  dann  für  die  Factoren  dieser  Factoren  etc.  Die  Ausziehung 
pter  Wurzeln  aus  Wurzeln  von  p  soll  und  kann  dabei  wie  bisher  vermieden 
oder  wiederaufgehoben  werden.  Nach  jeder  neuen  Wurzclausziehung  kann 
man  alle  vorkommenden  Wurzeln  aus  p  als  Potenzen  einer  einzigen  s,cn 
Wurzel  ausdrücken,  wobei  also  s  niemals  durch  p  theilbar  wird. 

Es  wird  schliesslich  eine  bestimmte  solche  ${e  Wurzel  aus  p  ausreichen, 
um  die  Auflösnng  der  vorliegenden  Congruenzen  auf  die  Auflösung  von 
verschiedenen  Gruppen  von  Congruenzen  zurückzuführen,  deren  Grade 
eins  oder  Potenzen  von/>  und  von  deren  Coefficienten  der  erste  eins,  die 

übrigen  durch  yp  theilbare  Functionen  von  yp  und  von  den  neu  einzu- 
führen gewesenen  imaginären  Congruenzwurzeln  sind,  welche  Congruenzen 

s 

endlich  nur  durch  die  Einführung  px*r  Wurzeln  aus  yp  weiter  zerlegt  wer- 
den könnten.  Denn  so  lange  solche  Congruenzen  noch  nicht  erreicht  sind, 
lassen  sich  noch  weitere  Zerlegungen  vornehmen ;  da  mit  jeder  nenen  von 
den  anzuwendenden  Wurzelausziehungen  eine  wirkliche  Scheidung  der 
Congruenzwurzeln  verbunden  ist,  kann  nicht  ein  unendlich  grosser  Werth 
von  s  nöthig  werden,  und  da  die  Discriminante  der  Congruenz  /?n  =  0  nach 
einer  beliebig  hohen  Potenz  von  p  als  Modul  nur  durch  eine  bestimmte 
endliche  Potenz  von  p  theilbar  ist,  können  nicht  ohne  bei  immer  neuen 
Wurzelausziehnngen  von  einer  bestimmten  Stelle  an  immer  nur  noch  con- 
gruente  Wurzeln  erhalten  werden ,  wodurch  die  weitere  Scheidung  un- 
möglich würde.   Die  Coefficienten  der  schliesslich  gefundenen  Congruenzen 

können  dann  bis  zu  den  beliebig  hohe  Potenzen  von  yp  oder  also  von  p 
enthaltenden   Gliedern    entwickelt    werden.      Ausser   bei    der   Congruenz 

x?  —  HP  ypk  =  0  würde  die  weitere  Auflösung  bei  keiner  Congruenz  von 
einem  Grad  pa,  welche  sofort  die  Einführung  pa[er  Wurzeln  nöthig  machte, 
zu  einer  vollständigen  Trennung  der  Wurzeln  führen,  und  würde  immer 
weitere  Wurzelausziehungen  nöthig  machen ,  und  gleichwohl  nicht  bis  zn 

s 

den  beliebig  hohe  Potenzen  von  yp  enthaltenden  Gliedern  führen. 

Wenn  nun  die  Bestimmung  einer  Congruenzwurzel  r,-  auf  die  Wurzel 
einer  .solchen  Congruenz  zurückführt,  so  gebrauche  man  für  dieae  Wurzel 
das  symbolische  Zeichen  i>,,  sodass  r,  sich  als  Function  von  einer  imaginären 

Congruenzwurzel  j1,  von  yp  und  von  V(  darstellen  lasst,   nämlich  in  einer 


Von  Dr.  Eduard  Selling.  37 

Form  *0+  er,  yp  +  a%y  p*  +.. . .  +  a8fip8+  (aa+1  +  ßvi)  pp*+\  in  wel- 
cher die  er  und  ß  ganze  ganzzahlige  Functionen  von  j{  sind.  Es  ist  übrigens 
zu  bemerken,  dass  der  Fall,  in  welchem  diese  schliesslich  gefundenen* 
Congruenzen  nicht  vom  Grade  eins  sind,  nur  einen  Ausnahmefall  unter 
den  Primzahlen  p  darstellt,  welcher  nur  bei  manchen  Gleichungen  ÄÄ=0 
möglich  ist,  während  die  Primzahlen  p  selbst  nur  einen  Ausnahmefall  aus 
allen  Primzahlen  darstellen.    In  der  Regel  wird  sich  also  die  Wurzel  r<  der 

s 

Cougruenz  Ä„=0  (moäpP)  als  ganze  ganzzahlige  Function  von./1  und  J/p 

darstellen  lassen.    i?nkann,  wie  leicht  ersichtlich  und  schon  oben  in  einem 

speciellen  Falle  besonders  bemerkt  ist,   durch  //*  theilbar  sein,   während 

r.nur  nach  einer  niedrigeren  als  der  (fcs)len,  einer  (fis  —  x)len  Potenz  von 

t 

Yp  bestimmt  ist.    Da  jedoch  die  Wurzeln  r  nur  nach  bestimmten  endlichen 

* 
Potenzen  von  J/p  unter  einander  eungruent  sein  können,   hat  x  nur  einen 

s 

bestimmten  endlichen  Werth.    Soll  rt-  genau  nach  dem  Modul  J/pk  bestimmt 

sein ,  so  muss  Rn  durch  eine  höhere ,  die  (k  +  x)le  Potenz  von  yp  theilbar 
werden.  Der  Zahl  p  soll  nun  in  allem  Folgenden  ein  zu  dem  jeweilig  zu 
Besprechenden  hinreichend  hoher  Werth  beigelegt  werden. 

Da  s  nicht  durch  p  theilbar  ist,  giebt  es  s  verschiedene,  im  Allge- 
meinen eine  imaginäre  Congruenzwurzel ,  aber  niemals,  eine  Wurzel  aus  p 
enthaltende  Ausdrücke  *,  welche  der  Congruenz  «*=  1  {modpP)  genügen. 

Die  5  Ausdrücke  typ  sind  dann  die  s  Wurzeln  der  Congruenz /0*=/?(morfp^). 

s 

Wenn  nun  yp  zu  der  geschilderten  Darstellung  von  rj  nothwendig ,  so  wird 
r,-eine  von  s  Wurzeln  r  sein,  von  welchen  auf  völlig  gleiche  Weise  je  eine 

aus  je  einem  der  s  Ausdrücke  s  yp  gebildet  ist,  sodass  auch,  wenn  in  r{ 
eine  Wurzel  vi  vorkommt,  in  jeder  dieser  s  Wurzeln  r  je  eine  Wurzel  v  von 
je  einer  der  s  Congruenzen  vorkommt,  von  welchen  auf  völlig  gleiche  Weise 

je  eine  aus  je  einem  der  s  Ausdrücke  *y p  gebildet  ist.  Dies  zeigt  sich 
für  s  aus  der  analogen  Erscheinung  für  die  successive  aufgetretenen 
Factoren  wie  y1  von  *,  welche  sich  unmittelbar  aus  der  Art  der  Einführung 
dieser  Wurzelausziehungen  z.  B.  der  yllen  Wurzeln  ergiebt.  Dass  mit  einer 
Verwandlnng  von  vt  in  eine  andere  Wurzel  derselben  Congruenz,  in  welcher 

%yp  angeändert  bleibt,  eine  Verwandlung  von  r,in  eine  andere  Wurzel  r 
verbunden  ist,  ist  von  selbst  klar.  Ist  endlich  j{  eine  Wurzel  einer  irre- 
ductiblen  Congruenz  von  einem  möglichst  niedrigen  Grade  ft,  durch  welche 
sich  alle  diejenigen  imaginären  Congruenzwurzeln  ausdrücken  lassen, 
welche  zur  Darstellung  der  Wurzel  r,  nothwendig  waren ,  so  ist  r,-  eine  von 
*i  Wurzeln,   welche  durch  die  wiedorholte  Verwandlung  von  jt  in  jf  aus- 


38  Ueber  die  Primfaetoren  (Irr  eomplr.xen  Zfihlon  rtc. 

einander  hervorgehen.     Die  mit  j\jn  jx  bezeichneten  oder  zu  bezeichnen- 
den imaginären  Congruenzwurzeln  brauchen  nur  als  Wurzeln  einer  Con- 
«gruenz  nach  dem  Modul  p  angenommen  zu  werden  ,  die  Coefficienten  der 

s 

Potenzen  von  p  oder  J/p  in  rt  sind  bestimmte  Functionen  dieser  einmal  ge- 
wählten Wurzeln.  Mit/  soll  endlich  eine  Wurzel  einer  irreductiblen  Con- 
gruenz  von  einem  möglichst  niedrigen  Grade  &  bezeichnet  werden,  durch 
welche  sich  alle  diejenigen  imaginären  Congruenzwurzeln  ausdrücken 
lassen,  welche  zur  Darstellung  aller  Wurzeln  r,  jedoch  nicht  nur  aus- 
schliesslich zur  Darstellung  der  Wurzeln  s  nothwendig  sind. 

Es  sei  nun  wie  früher  r, ,  rtJ..  .rn  eine  Reihenfolge  der  Wurzeln  r, 
in  welcher  dieselben  die  zwischen  respective  q{  ,  Qf ,  ...  Qm  stattfindenden  . 
Gleichungen  als  Congruenzen  nach  dem  Modul  pt*  erfüllen,  und  seien  allge- 
mein den  verschiedenen  Werthen  von  rj  entsprechend  ryW,  r2^\  . .  .  rÄfa)  je 
diejenigen  Reihenfolgen  derselben  Wurzeln  ,  welche  aus  r„  r„  ...  rn  durch 
dieselbe Permutation  hervorgehen,  durch  welche  d ie Reihenfolge  Qi}  ?*,...  ?n 
aus  je  der  Reihenfolge  q^\  Qt^\  •  •  •  QtS^  hervorgeht.  Da  eine  Con- 
gruenz  immer  genau  so  viele  Wurzeln  hat  als  die  Gleichung  aus  der 
sie  hervorgeht,  so  sind  durch  die  aus  den  erwähnten  Gleichungen  her- 
vorgehenden Congruenzen  die  m  conjugirte  zu  nennenden  Reihenfolgen 
r,W,  r/7?),  ...rnW  bestimmt,  nur  mit  Ausnahme  der  Anordnungen  der 
Wurzeln  r,  welche  sich  durch  Wurzeln  v  ausdrücken,  welche  Wurzeln  der- 

selben  durch  J/p  ausdrückbaren  Congruenzen  sind.  Die  Anzahl  der  unter 
den  m  conjugirten  vorkommenden  Reihenfolgen,  welche  sich  nur  durch  die 
Anordnungen  solcher  Wurzeln  von  einer  unter  ihnen,  z.  B.  r,,'rt,  ...  rn 
unterscheiden,  will  ich  mit  0  bezeichnen.  Denkt  man  sich  durch  eine  be- 
stimmte Permutation  r,W,  r,W,  . .  .rjü'  in  r,,  rt,  .  . .  rn  verwandelt,  diese 
Reihenfolge  in  eine  der  genannten  0 — 1  verwandelt,  und  in  dieser  die 
ursprüngliche  Permutation  in  umgekehrter  Ordnung  ausgeführt,  so  unter- 
scheidet sich  auch  die  neue  Reihenfolge  von  rfi\  r,fo),  . .  .  rMW  nur  durch 
die  Anordnungen  der  mehrgenannten  Wurzeln  und  ist  ebenfalls  eine  con- 
jugirte Reihenfolge.  Es  ist  daraus  zu  erkennen,  dass  je  0  der  m  conjugir- 
ten Reihenfolgen  durch  Vertausch ungen  von  Wurzeln  r  aus  einander  her- 
vorgehen, welche  sich  durch  die  Wurzeln  v  von,  je  ein  und  derselben  durch 

yp  ausdrückbaren  Congruenz  darstellen  lassen.    Verwandelt  man  in  allen 

Wurzeln  r,  auch  in  den  Coefficienten  der  Congruenzen  für  die  Wurzeln  v 

. s  *  m 

eine  Wurzel  Yp  in  eine  andere  *  Vpy  so  geht  aus  einer  jener  —  Gruppen 

0 

von  0  conjugirten  Reihenfolgen  der  Wurzeln  r  eine  andere  derselben  her- 
vor; denn  ausserdem  müsste  für  eine  Reihenfolge  der  ersten  Gruppe  eine 
Congruenz  erfüllt  sein,  welche  für  keine  Reihenfolge  der  aus  ihr  hervor- 
gehenden Gruppe  erfüllt  wäre,  was  man,  etwa  nach  Elimination  der  Wur- 
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zeln  vy  leicht  als  immöglich  erkennt,  da  die  Congruenz  w*=p(tnodpti) 
keinen  Divisor  zulässt,  dessen  Coefficienten  nicht  selbst  schon  Wurzeln 

aiisp  enthielten.  Es  zerfallen  also  die  genannten  —  Grupen  in  —  Gruppen 

von  je  s  Gruppen  der  ersteren  Art,  welche  durch  die  Verwandlung  einer 

5  *  m 

Wurzel  ]/p  in  eine  andere  £  Yp  rus  einander  hervorgehen.     Von  den  — 

Gruppen  gehen,  wieder  je  0  durch  die  Verwandlung  von  /  in  fp  aus  ein- 
ander hervor.  Es  bedarf  kaum  der  Erwähnung,  dass,  wenn  p  so  klein  an- 
genommen wird,  dass  statt  der  Zahlen  s  und  G  noch  kleinere  hingereicht 
hätten,  dann  von  den  genannten  s  und  S  Gruppen  aliquote  Theile  noch 
unter  einander  identisch  sind. 

Für  das  Folgende  ist  noch  mehrfach'  die  Einführung  von  Brüchen  mit 
Potenzen  von  p  im  Nenner  als  Wurzeln  von  Congruenzen  nothwendig.    Ist 

5 

in  der  Congruenz  Ax=.B  (modpf)  A  =  jf.J/pl,  sind  Ä  und  B  ganze  nicht 

durch  Yp  theilbare  Functionen  von  YPj  und  ist  d x  =  B  (morfp^),  so  kann 

x 
man  für  x  den  Quotient  - —  annehmen ,  in  welchem  wie  in  x'  die  Coeffi- 

Ypx 

cienten  von  Potenzen  von  p  bestimmt  sind ,  deren  ganze  oder  gebrochene 
Exponenten   innerhalb  eines   Intervalle»  von   der  Grösse  \t,  liegen.     Die 
•Coefficienten  der  niedrigeren   negativen  Potenzen  sind  als  Null,   die   der 
höheren  als  nicht  bestimmt  anzusehen. 
In  den  Congruenzen 
2)  f  (r,  W,  r.O),  . .  .  r„W)  =  gn  (mod  pt) 

S 

seien  nun  mit  g  m  Functionen  von  den  Wurzeln  y,  den  Wurzeln  s  Yp  und 
von  f  bezeichnet ,  von  welchen  gleichzeitig  mit  den  Reihenfolgen  der  Wur- 
zeln r  auf  den   linken  Seiten  der  Congruenzen  je  o  durch  die  zulässigen 

5 

Vertauschungen  der  Wurzeln  v,  je  s  durch  die  Verwandlungen  von  Yp  in 

die  analogen  Wurzeln  t  Yv%  un(*  je  S  durch  die  Verwandlung  von  /  in 
/'auseinander  hervorgehen.  Wie  in  dem  Fall  der  Primzahlen  q  lassen 
sich  aus  diesen  m  Congruenzen  m  andere  ableiten,  in  deren  jeder  nur  je 
einer  der  m  unbekannten  Coefficienten  in  f(rft\  r^\  . .  .  r„^))  vorkommt. 
Diese  sind  hier  mit  durch  p  theilbaren  Zahlen  multiplicirt,  sodass  sich  nicht 
immer  ganze,  aber  doch  immer  gebrochene  Werthe  für  dieselben  angeben 
lassen.  Diese  werden  weder  Wurzeln  u,  noch  Wurzeln  aus  p,  noch  ima- 
ginäre Congruenzwurzeln  mehr  enthalten,  weil  alle  Wurzeln  dieser  ein- 
zelnen Arten  je  in  symmetrischer  Weise  in  dieselben  eingetreten  sind. 

s 

Wenn  in  der  durch  Y P  ausdrückbaren  Congruenz  von  einem  Grade  p  * 


40  Ueber  die  Primfactorcn  der  complexen  Zahlen  etc. 


s 


für  eine  Wurzel  v  das  constante  Glied  durch  J/p*  theilbar  ist,  so  kann  man 
•v  als  eine  Wurzel  ansehen,  welche  nach  Potenzen  von  p  mit  steigenden 
gebrochenen  Exponenten  geordnet  ein  durch  die  xte  Potenz  einer  (pa.$)ien 
Wurzel  aus  p  theilbares  erstes  Glied  erhält.  Denn  würde  diese  dongruenz 
beim  Versuch  einer  der  früheren  analogen  Auflösung  nicht  zu  einem  sol- 
chen Anfangsglied  für  ihre  Wurzeln  führen,  so  müsste  sie  nach  dem 
Früheren  in  Factoren  niedrigerer  Grade  zerlegbar  sein.  Ebenso  lässt  sich, 
wenn  das  Product  von  a  durch  blosse  Vertauschung  von  Wurzeln  v  aus- 
einander hervorgehenden  Ausdrücken  g-q  durch  f/p^  theilbar  ist,  jeder  dieser 

Ausdrücke  als  eine  Congruenzwurzel  ansehen,  welche  in  derselben  Weise 

es 
ein  durch  J/pl  theilbares  erstes  Glied  erhält,  weil  diese  <f  Wurzeln  in  keiner 

Weise  von  einander  zu  unterscheiden  sind,  also  auch  alle  das  nämliche 
erste  Glied  erhalten  müssen.  Die  einfachen  symmetrischen  Functionen  von 
einem  Grade  h  von  diesen  a  Ausdrücken ,  die  Äten  Coefficienten  der  für  sie 

o* 
geltenden  Congruenzen,  sind  dann  mindestens  durch  Yplh  nämlich  durch 

* 
eine  nicht  niedrigere  Potenz  von  J/p  theilbar.    Es  sei  nun  8  der  kleinste 

positive  Werth,  welcher  an  der  Stelle  von  X  auftreten  kann,  wenn  für 
g^  beliebige  ganze  oder  gebrochene  Functionen  der  Wurzeln  r,  e  Yp  und 
/  angenommen  werden.  Dieser  Werth  ö  rauss  offenbar  ein  Divisor  von  <r 
sein,  indem  man  ausserdem  zwei  ganze   Zahlen  h  und  k  finden  könnte, 

durch  welche <*  —  werden  würde.     Die  Zahl  6  ist  dadurch   zu 

os        s        GS 

finden,  dass,  wenn  man  eine  Function  der  Wurzeln  v  darstellen  wollte  als 

lineare  Function  der  <j  durch  Vertauschung  der  Wurzeln  t;  aus  einander 

entstehenden  Werthe,  und  wenn  alle  diese  Werthe  zum  ersten  Gliede  l 

os 
hätten,   die  Coefficienten  dieser  Werthe   den  Factor  Yps  im  Nenner  er- 
halten würden. 

Die  sämmtlichen  Ausdrücke  g~  werden  nach   dem   Entwickelten  ein 

Gs 

erstes  Glied  g^ .  J/p°v  geben ,  wo  g'  eine  ganze  durch  p  nicht  theilbare 
Function  von  /,  und  v  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist.  Erfüllen  nun  die 
Coefficienten  einer  complexen  Zahl  /*(?!)  ?t>  ••  •  Qn)  die  Congruenzen  2), 
und  ist  von  den  m  Zahlen  v,  welche  den  m  Ausdrücken  gn  entsprechen,  keine 
negativ,  so  soll  die  complexe  Zahl  f(Qt>  Qn---Qn)  eine  ganze  com- 
plcxe  Zahl  in  Bezug  auf  die  Primzahl  p  genannt  werden,  auch 
wenn  von  den  .Coefficienten  derselben  einige  p  im  Nenner  als  Factor  ent- 
halten. Ferner  soll  eine  complexe  Zahl  durch  eine  andere  theilbar  in 
Bezug  aufdie  Primzahlp  genannt  werden ,  wenn  der  Quotient  in  der 
eben  definirten  Weise  eine  ganze  complexe  Zahl  in  Bezug  auf  die  Prim- 
zahl  p  ist.     Ferner  gebrauche  ich  nun   den  Ausdruck:  die  complexe 
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Zahl  /*(?, ,  pt,  . .  .  o„)  enthält  den  "zur  Substitution  g  =  rfa)  ge- 
hörigen idealen  Primfactor  von  p  v  mal,  wenn  das  erste  Glied  von 
£_,  also  das  erste  Glied  des  Ausdrucks,  in  welchen  /*((>i»  0t  >  •  •  •  Qn)  durch 

OS 

die  Substitution  q  =  r^)  übergeht ,  durch  Yp*v  theilbar  ist.  Durch  die 
Worte  genau  vmal  anstatt  vmal  soll  bezeichnet  werden,  dass,  wie  oben 
angenommen,  dasselbe  nicht  gleichzeitig  für  einen  höheren  Werth  von  v 
stattfindet.    Da  je  as&  Substitutionen  hier  zu  demselben  Resultate  führen, 

so  kann  nur  von  — -idealen  Primfactoren  von  p  gesprochen  werden.    Es 

lassen  sich  also  nach  dem  Entwickelten  mit  Zulassung  gebrochener 
Coefficienten   complexe  Zahlen   angeben,   welche  beliebige 

dieser  — ^-idealen  Primfactoren  vonpje  eine  beliebig  ge- 
gebene Anzahl  mal,  beliebige  andere  nicht  enthalten,  und 
welche  noch  immer  den  oben  definirten  Character  ganzer  complexer  Zahlen 
in  Bezug  auf  p  besitzen.  Auch  Hesse  sich  hier  wie  früher  zeigen ,  dass 
complexe  Zahlen  q>  (q{1  qt , . . .  Qn)  aufgestellt  werden  können ,  welche  nur 
so  viele  verschiedene  conjugirte  Werthe  haben,  als  es  verschiedene  ideale 
Primfactoren  von  p  giebt,  indem  diejenigen  je  ösS  conjugirten  Werthe 
einander  gleich  sind ,  welche  nach  einer  bestimmten  Substitution ,  z.  B.  der 

Cs 

p<i)=  r  nothwendig  durch  ein  und  dieselbe  Potenz  von  yp9  theilbar  sind. 
Diese  Zahlen  könnten  insbesondere  so  bestimmt  werden,  dass  sie  den  zur 

Substitution  qW  =  r  gehörigen  idealen  Primfactor  von  p  genau  v  .  —  mal 

o 

und  keinen  anderen  idealen  Primfactor  von  p  enthielten. 
Es  ergeben  sich  unmittelbar  nun  wieder  die  Sätze : 

1)  Das  entwickelte  Product  zweier  oder  mehrerer  com- 
plexer Zahlen  enthält  genau  dieselben  idealen  Primfactoren 
von  p,  und  jeden  genau  ebenso  oft,  als  die  Factoren  zusam- 
mengenommen, und  umgekehrt :  Wenn  eine  complexe  Zahl  alle 
idealen  Primfactoren  von  p  mindestens  ebenso  oft  enthält, 
als  eine  andere,  so  ist  sie  durch  diese  in  Bezug  auf  p  theilbar. 
Der  Quotient  enhält  genau  den  Ueberschuss  der  idealen 
Primfactoren  von  p  des  Dividenden  über  die  des  Divisors. 
Durch  blosse  Specialisirung  folgt  hieraus: 

2)  Wenn  eine  complexe  Zahl   alle  idealen  Primfactoren 

vonpmindestensv.  —  mal   enthält,   ist  sie  durch  p*  theilbar 

o 

in  Bezug  auf  die  Primzahl  p,  enthält  sie  diese  idealen  Prim- 
factoren genau  v.  —mal,  so  erschöpft  pv  alle  in  ihr  enthal- 
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tenen  idealen  Primfactoren  von  p.  Aus  den  Sätzen  1)  und  2)  zu- 
sammen folgt: 

3)  Wenn  eine  in  Bezug  auf  die  Primzahl  p  ganze  com- 
plexe  Zahl  genau  v  ideale  Primfactoren  von  p  enthält,  die- 
selben mögen  verschieden,  oder  auch  zum  Theil  oder  alle 
einander  gleich  sein,  so  enthält  die  aus  den  m  conjugirten 
Werthen    derselben    gebildete    Norm    den    Factor  p    genau 

v.J.  ©mal.  Die  aus  den — -^verschiedenen  conjugirten  Werthen  ge- 
bildete Norm  einer  in  Bezug  auf/)  ganzen  complexen  Zahl  wie  der  nun  mit 
<P  (Qi  >  Qi »  •  •  •  Qn)  bezeichneten ,    welche   nur  den   zur  Substitution  q^  =  r 

ÖS 

gehörigen  idealen  Primfactor  von  p,  und  diesen  genau  v  .  — -  mal    enthält, 

o 

enthalt  den  Factor  p  genau  v  mal. 

In  der  Kummer 'sehen  Theorie  a.  a.  0.  §.  6  ist  s=p  —  1,  a=pa^^ 
A  =  l,  ist  1  — z  eine  ganze  complexe  Zahl,  welche  jeden  idealen  Prim- 
factor von  p  genau  einmal  enthält,  und  vertreten  Functionen  von  5'  die 
hier  mit  qp  (<?i ,  £2>  •  •  •  Qn)  bezeichneten  Zahlen. 

IV. 

Da  die  Primzahlen p  als  die  allgemeineren  auch  die  Primzahlen?  um- 
fassenden angesehen  werden  können,  so  will  ich  auch  die  schliesslich  noch 
zu  betrachtenden  im  Coefficient  a0  von  xn  in  Rn  als  Factoren  ent- 
haltenen Primzahlen  mit  p  bezeichnen.  Ist  eine  solche  in  den  Coeffi- 
cienten  a0  bis  ay_ i,  aber  nicht  in  ay  enthalten,  so  hat  die  Congruenz 
Rn=0  (modpP-x)  nur  n  —  y  Wurzeln  von  den  bisher  betrachteten  Arten. 
Ist  Rn  =  E.  G  (mod  p**"1),  wo  die  Congruenz  E  =  Ex  +  pEt  +  . . .  +p(L^2 
^_i  =  0  (mod  pM_1)  diese  n  —  y  Wurzeln  giebt,  während  G  =  1  +  pGt 
+  .  •  •  +  p'4""2^-!  (mod  pP—1)  eine  Function  von  x  vom  Grade  y  bezeich- 
net, in  welcher  nur  das  constante  Glied  nicht  durch  p  theilbar  ist,  so  lässt 
sich  diese  Zerlegung  von  Rn  für  den  Modul  p**  fortsetzen,  indem  man,  wenn 
#„  —  EG=p**~xM  ist,  mit  der  Function  Et  in  M  dividirt,  den  Rest  vom  Grade 
n  —  y  —  i  mit  Ep,  den  Quotient  mit  G^  bezeichnet,  also  M=EX  Gß  +  Ep 
(modp)  und  Rn  =  (E  +  pfl-iE(l)(G+pli''1  G»  (mod  pf*)  macht.  Diese  für 
p  =  1  mögliche  Zerlegung  ist  also  für  jeden  Werth  von  p  möglich.  In  der- 
selben Weise,  wie  sich  oben  die  Congruenz  B  =  0(mod  pP),  in  welcher  alle 
Coefficienten  ausser  dem  der  höchsten  Potenz  von  x  durch  p  theilbar  waren, 
inßlineare  Factoren  x  — r  zerlegen  Hess,  lässt  sich  nun  die  Congruenz 
G  =  0(mod pf)  iny  lineare  Factoren  1  — rvx  zerlegen.  Bestimmt  man  nun 
die  y  übrigen  Wurzeln  r  aus  den  nach  dem  oben  Besprochenen  stets  auf- 
lösbaren y  Congruenzen  rw  =  l(mod  p^)y  so  erhält  man  wie  früher  Rn^=:aQ 
(x  —  r,)  (x  —  r8)  . . . .  (x  —  rn)  (mod  pf).      Auf  das    vorliegende   System 
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von  n  Congruenzwurzeln  r  lassen  sich  nun  dieselben  Bezeichnungen, 
Definitionen  und  Sätze  gründen,  wie  in  Bezug  auf  die  erst  betrachteten 
Primzahlen  p.  Da  hier  durch  eine  Substitution  o  =  rW  eine  ganze  ganz- 
zahlige Function  /  (^»ft»  •  •  •  0*)i  selbst  wenn  sie  in  der  normalen  Form 
enthalten  ist,   in  einen  Ausdruck  g_  tibergehen  kann,  dessen  erstes  Glied 

a* 
eine  Potenz  von  ]/p&  mit  negativem  Exponent  ist,   so   ist  hier  nicht  jede 

solche  Function  als  ganze  com pl exe  Zahl  im  Sinn  der  obigen  Definition 
anzusehen,  sondern  es  muss,  wenn  dies  der  Fall  sein  soll,  eine  Reihe  von 
Congrnenzen  zwischen  den  Coefficienten  der  complexen  Zahl  erfüllt  sein, 
welche  bewirken ,  dass  auch  der  Zähler  durch  die  im  Nenner  auftretende 
Potenz  theilbar  wird.  Es  ist  bei  diesen  Primzahlen  eine  noch  etwas  wei- 
tere Ausdehnung  des  Begriffs  der  Congrnenzen,  als  oben  nothwendig. 
Eine  gebrochene  Zahl  Kx p"a  +  Kt p~«+x  +  ...  +  A^p-«+M-i  +  ^-«-H*, 
in  welcher  mit  K  ganze  nicht  negative  Zahlen  bezeichnet  werden,  die 
sämintlich  kleiner  als/?  sind,  während  ausserdem  Kt  >0  ist,  heisse  nämlich 
einer  ähnlichen  anderen  congrnent  nach  dem  Modul  p*4,  wenn  die  beider- 
seitigen Zahlen  K  dieselben  sind.  (Nach  einer  anderen  weniger  leicht  zu 
Irrungen  Anlass  gehenden  Bezeichnung  würde  man  zwei  solche  Zahlen 
nur  nach  dem  Modul  pP~a  congruent  nennen.)  Die  Modifikation  für  den 
Fall,  dass  auch  Wurzeln  aus  p  vorkommen,  ergiebt  sich  von  selbst.  Auch 
wenn  Wurzeln  v  vorkommen,  ist  das  Obige  leicht  zu  übertragen. 

Die  letztbesprochene  Erweiterung  lässt  sich  in  grösster  Ausdehnung 
auf  alle  Primzahlen  q  und  p  anwenden.  Man  kann  in  beliebigen  gebro- 
chenen complexen  Zahlen  Substitutionen  p  =  rW  anwenden  und  unmittel- 
bar die  idealen  Primfactoren  erkennen,  welche  dieselben  im  Zähler  oder 
im  Nenner  mit  andern  Worten  eine  positive  oder  negative  Anzahl  mal  ent- 
halten, je  nachdem  die  betreffende  Zahl  v  positiv  oder  negativ  ist,  und 
kann  umgekehrt ,  wenn  die  Ausdrücke  gn  auch  mit  negativem  v  gegeben 
9ind,  die  Coefficienten  der  complexen  Zahl  durch  Congrnenzen  bestimmen. 
Die  obigen  Sätze  l)  lind  2)  für  die  Primzahlen  p  und  #  blei- 
ben wörtlich  dieselben,  wenn  beliebige  der  dort  au ftret  enden 
Zahlen  vrespectivefi  negativ  sind,  ebenso  der  Satz  3),  wenn 
man  von  der  Anzahl  der  im  Zähler  enthaltenen  idealen  Prim- 
factoren, die  Anzahl  der  im  Nenner  enthaltenen  abzieht. 


Es  soll  nun  das  in  Bezug  auf  die  einzelnen  Primzahlen  Erkannte  auf 
alle  Primzahlen  zugleich  angewendet  werden.  Ich  bezeichne  dieselben 
von  hier  an  sämintlich  mit  p,  px  etc.  Den  Primzahlen  q  entsprechend  wird 
0  =  f,s=l,  tf—i,  fl  =  l,  auch  der  Ausdruck  eine  ganze  Zahl  in  Be- 
zug   auf  eine  bestimmte   Primzahl    und   theilbar   in  Bezug  auf  eine   be- 
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stimmte  Primzahl  hat  für  die  Primzahlen  q  dieselbe  Bedeutung  wie  für  die 
übrigen. 

Als  ganzecomplexe  Zahl  soll  diejenige  bezeichnet  werden,  welche 
in  Bezug  auf  alle  einzelnen  Primzahlen  p  eine  ganze  complexe  Zahl"  ist, 
eine  ganze  complexe  Zahl  ist  also  jede  complexe  Zahl,  welche 
keinen  ideal  on  Primfactor  irgend  einer  Primzahl/?  im  Nenner 
enthält.  Nach  dem  Früheren  ist  also  weder  jede  ganze  complexe  Zahl 
eine  in  der  normalen  Form  ganze  und  ganzzahlige  Function  der  Wurzeln  qy 
noch  jede  solche  Function  eine  ganze  complexe  Zahl,  es  sei  denn,  dass 
einzelne  Klassen  der  oben  betrachteten  Primzahlen  nicht  vorkommen,  oder 
ein  anderer  leicht  bestimmbarer  bei  den  Kreistheilungsgleichungen  statt- 
findender specieller  Fall  eintritt.  Ist  z.  B.  RZ  =  7jp8  +  x  +  l>  so  ist 
^  —  %Qt  eine  ganze  complexe  Zahl,  während  1  —  qx  eine  gebrochene  com- 
plexe Z&hl  ist,  nämlich  in  Bezug  auf  die  Primzahl  7.  Ferner  heisse  eine 
complexe  Zahl  durch  eine  andere  theilbar,  wenn  der  Quotient 
eine  ganze  complexe  Zahl  ist. 

Aus  den  früheren  Sätzen  l)  und  3)  gehen  nun  sofort  die  folgenden  all* 
gemeinen  hervor,  in  welchen  für  die  Zahlen  v,  welche  angeben,  wie  oft  ein 
bestimmter  idealer  Primfactor  in  einer  vorliegenden  Zahl  enthalten  ist,  auch 
negative  Werthe  angenommen  werden  dürfen,  wo  dies  nicht  ausdrücklich 
ausgeschlossen,  also  von  einer  ganzen  complexen  Zahl  gesprochen  wird. 

Das  entwickelte  Product  zweier  oder  mehrerer  com- 
plexer  Zahlen  enthält  genaudieselben  idealen  Primfactoren, 
und  jeden  genau  eben  so  oft,  als  die  Factoren  zusammen- 
genommen. Insbesondere  ist  also  das  Product  ganzer  complexer 
Zahlen  wieder  eine  ganze  complexe  Zahl.  Wenn  eine  com- 
plexe Zahl  alle  idealen  Primfactoren  mindestens  eben  so  oft 
enthält  als  eine  andere,  so  ist  sie  durch  diese  theilbar.  Der 
Quotient  enthält  genau  den  Ueberschuss  der  idealen  Prim- 
factoren des  Dividenden  über  die  des  Divisors.,  Enthalten  beide 
complexe  Zahlen  dieselben  idealen  Primfactoren  genau  gleich  oft,  so  ent- 
hält der  Quotient,  welcher  eine  ganze  complexe  Zahl  ist,  überhaupt  keinen 
idealen  Primfactor,  enthält  mit  anderen  Worten  weder  im  Zähler  noch  im 
Nenner  irgend  einen  idealen  Primfactor.  Eine  solche  ganze  complexe 
Zahl  wird  eine  complexe  Einheit  genannt.  Die  Principien  von  Kro- 
necker (De  unitatibus  complexis,  Dissert.  inaug.  Berolini  1845)  und  von  Di- 
richlet  (Monatsberichte  der  Berliner  Akademie  1841,  1842  und  1846)  für  die 
complexen  Einheiten,  lassen  sich  auf  die  hier  behandelten  complexen  Zah- 
len anwenden. 

Wenn  eine  complexe  Zahl  genau  v  ideale  Primfactoren 
einer  Primzahl  p  enthält,  dieselben  mögen  verschieden  oder 
auch  zum  T heil  oder  alle  einander  gleich  sein,  wobei  die  An- 
zahl der  im  Nenner  enthaltenen  abzuziehen  ist,  und  wenn  das 
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Analoge  für  eine  Reihe  von  Primzablen^„p,  etc.  der  Fall  ist, 
so  ist  die  aus  den  m  conjugirten  Werthen  gebildete  Norm  die- 
ser comp  1  exen  Zahl  =  +  pdSv.pidieivt.ptd*e*v* Denn,  wenn 

in  der  Norm  noch  ein  anderer  Factor  vorkäme,  so  mtisste  in  einer  der  m 
conjogirten  complexen  Zahlen,  deren  Product  sie  ist,  also  auch  in  der  ur- 
sprünglich betrachteten  complexen  Zahl  nach  dem  ersten  vorstehenden 
Satz  noch  ein  anderer  idealer  Primfactor  vorkommen.  Die  Norm  einer 
complexen  Einheit  ist  demnach  =  +  1.  Da  die  Norm  einer  com- 
plexen Zahl ,  deren  Coefficienten  immer  als  endlich  vorausgesetzt  werden 
sollen,  endlich  ist,  und  bei  einer  ganzen  complexen  Zahl  die  Zahlen  v,  vu 
yt  etc.  positiv  sind,  so  erkennt  man,  dass  bei  jeder  einzelnen  solchen  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Primzahlen  p,pt,pt  etc.  vorkommen  kann  und 
die  Zahlen  v,  vt ,  v,  etc.  sämmtlich  endlich  sein  müssen.  Jede  ganze 
complexe  Zahl  enthalt  also  nur  eine  endliche  Anzahl  unver- 
änderlich bestimmter  idealer  Primfactoren.  Da  6ich  jede  com- 
plexe Zahl  als  ganze  in  der  normalen  Form  enthaltene  Function  der  Wur- 
zeln q  mit  Coefficienten,  deren  gemeinsamer  Nenner  eine  gewöhnliche 
ganze  Zahl  ist,  darsteilen  lässt,  und  die  Anzahl  der  Primzahlen  p,  deren 
ideale  Primfactoren  eine  ganze  ganzzahlige  Function  der  Wurzeln  q  im 
Nenner  haben  kann,  eine  beschränkteist,  wie  auch  die  Anzahl,  wie  oft 
sie  in  der  normalen  Form  einen  solchen  idealen  Primfactor  im  Nenner 
haben  kann,  so  erkennt  man:  Jede  complexe  Zahl  enthält  nur  eine 
endliche  Anzahl  unveränderlich  best  im  mteridealer  Primfac- 
toren theils  im  Zähler,  thcils  im  Nenner. 

Soll  eine  complexe  Zahl  f  {(>u  Qt1 . .  .  Qn)  so  bestimmt  werden,  dass  sie 
gegebene  ideale  Primfactoren  eine  gegebene  positive,  aber  nicht  not- 
wendig genau  diese  gegebene  Anzahl  mal  enthält,  und  ist  nicht  verlangt, 
dass  sie  bestimmte  andere  ideale  Primfactoren  nicht  enthalte,  so  können 
immer  ganze  Zahlen  als  Coefficienten  in  derselben  gefunden  werden,  da 
dann  nichts  hindert,  die  rechte  Seite  in  den  Congruenzen  (2)  und  den  aus 

öS 

ihnen  abgeleiteten  durch  beliebig  hohe  Protenzen  von  Y p&  theilbar  zu 
machen.  Soll  f  (q%1  ?s,  .  .  .  ?„)  den  zur  Substitution  q  =  r^  gehörigen 
idealen  Primfactor  einer  nicht  in  a0  enthaltenen  Primzahl  p,  für  welche 
0=1  ist,  v  mal  enthalten,  so  denke  man  sich  das  Resultat  dieser  Substi- 
tution in/"(e,,  ot,  .  .  .  Qn)  als  Function  vom  Grade  &  —  1  von/1  und  nach 

Potenzen  von  e  Yp  entwickelt.     Damit  successive  die  mit  der  nullten,  ersten 

bis  (v — l)teil  Potenz  von  tYP  niultiplicirten  Glieder  durch  p  theilbar  wer- 
den, müssen  offenbar  die  tn  ursprünglichen  Coefficienten,  respective  die 
Coefficienten  ihrer  Entwickelung  nach  Potenzen  von  p,  & .  v  lineare  homo- 
gene Congruenzen  nach  dem  Modul  p  erfüllen.  Von  diesen  können  in 
dem  Ausnahmefall,  dass  s>  1,  einige  eine  nothwendige  Folge  der  übrigen 
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sein.  Von  den  analogen  Congruenzen,  welche  ausdrücken, dass /*(#,, Qt,  •  • .  Qn) 
noch  einen  anderen  idealen  Primfactor  von  p  vx  mal  enthalte,  können  in 

dem  Aasnahmefall,  dass  unter  den  Wurzeln  r  congruente  vorkommen, 
einige  oder  bei  kleinen  Werthen  von  vx  alle  in  den  ersteren  enthal- 
ten sein.  Soll  f  (QnQti  -  •  •  Qn)  schliesslich  v  gleiche  oder  verschiedene 
gegebene  ideale  Primfactoren  von  p  enthalten,  so  müssen  die  m  Coeffi- 
cienten,  respective  die  mit  Potenzen  von  p  multiplicirten  Glieder  derselben 
&  .  v  oder  in  Ausnahmefällen  weniger  lineare  homogene  Congruenzen  nach 
dem  Modul p  erfüllen,  welche  sich  nicht  unter  einander  widersprechen. 
Dass  die  analogen  Congruenzen  nach  verschiedenen  Primzahlmoduln  mit 
einander  vereinbar  sind,  bedarf  kaum  einer  Erwähnung.  Im  Falle  a  >  1 
kann  man  sich  in  Analogie  mit  einem  bekannten  algebraischen  Satze  alle 
Wurzeln  v  durch   eine   einzige  Function   derselben   ausgedrückt   denken, 

s 

welche  Wurzel  einer  durch  J/p  ausdrückbaren  Congruenz  vom  Grade  <j  ist, 

o* 
und  deren  erstes  Glied  in  der  früher  entwickelten  Weise  nur  durch  yp° 

theilbar  sei ,  was  ich  wegen  der  Unwichtigkeit  für  das  hier  beabsichtigte 

Resultat,  hier  nicht  genauer  besprechen  will.     Die  Anzahl  der  Congruenzen 

nach  dem  Modul  p,  welche  wie  soeben  nothwendig  ist,  damit  das  Resultat 

GS 

der  Substitution  0=rW  ein  durch  Yp&v  theilbares  erstes  Glied  habe,  ist 
leicht  ersichtlich  =  0v.  Wenn  f  (pn  q2,  . .  .  Qn)  bei  ganz  willkürlichen  gan- 
zen Coefficienten  einen  bestimmten  idealen  Primfactor  einer  in  aQ  enthal- 
tenen Primzahl  p  a  mal  im  Nenner  enthalten  könnte,  so  sind,  um  diesen 
idealen  Primfactor  aus  dem  Nenner  verschwinden  zu  machen,  in  der  obigen 
Weise  S.cc  Congruenzen  nach  dem  Modul  p  zu  erfüllen.  Sind  diese  erfüllt, 
so  ist  die  Anzahl  der  Congruenzen ,  welche  bedingen,  dass  f  (qu  ?„  . .  .  Qn) 
denselben  idealen  Primfactor  eine  gegebene  Anzahl  mal  im  Zähler  enthalte, 
wie  oben  zu  bestimmen.  Es  bezeichne  nun  P  das  Product  aller  Potenzen 
p&v,  wo  p  alle  Primzahlen  bezeichne,  von  welchen  irgend  welche,  im  Gan- 
zen v,  ideale  Primfactoren  in  einer  zu  bestimmenden  ganzen  complexen 
Zahl  f  (?|,  Qt, . . .  Qn)  enthalten  sein  sollen.  Ferner  bezeichne  A  das  Pro- 
duct aller  Potenzen  p  6>a+öa'+..  • ,  wo  p  alle  in  a0  enthaltenen  Primzahlen 
bezeichne,  und  a,  a',  . ..  die  Anzahlen  der  in  eben  genannter  Weise  im 
Nenner  einer  ganzzahligen  Function  möglicher  Weise  vorkommenden  idea- 
len Primfactoren  derselben.  Wie  P  gleich  dem  absoluten  Werth  der  aus 
den  m  conjugirten  Werthen  gebildeten  Norm  von  f  (qx ,  ^t,  . . .  pn),  oder 
kleiner  als  dieser  ist,  je  nachdem  für  alle  in  P  vorkommenden  Primzahlen 
6  =  1  oder  ö  >  l  ist,  so  ist  Ä  gleich,  der  aus  Potenzen  von  Factoren  von 
a0  zusammengesetzten  ganzen  Zahl,  welche  bei  unbestimmten  ganzen 
Coefficienten  im  Nenner  einer  solchen  Norm  einer  complexen  Zahl  auftritt, 
oder  kleiner  als  diese  Zahl,  je  nachdem  für  alle  in  A,  oder  in  aQ  vor- 
kommenden Primzahlen   (5  =  1  oder  Ö  >•  1  ist.      Bestimmt   man    nun    die 
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kleinste  ganze  Zahl  £",  für  welche  Km^>AP  ist,  und  setzt  auf  alle  Km  mög- 
lichen Weisen  die  ganzen  Zahlen  null  bis  K —  1  für  die  m  Coefficienten 
in  f  (q%,  £,, .  . .  o«) ,  so  können  die  Km  Restensysteme ,  welche  die  zu  er- 
füllenden Congruenzen  noch  diesen  Km  Einsetzungen  geben,  nicht  sämmt- 
lich  unter  einander  und  von  dem  verlangten  System  von  Resten  null  ver- 
schieden sein,  weil  das  System  dieser  Congruenzen  nur  AP  verschiedene 
Restensysteme  zulässt.  Setzt  man  für  jeden  der  m  Coefficienten  die  Diffe- 
renz der  zwei  Werthe,  welche  er  bei  zwei  zu  demselben  Restensysteme 
führenden  Einsetzungen  hatte,  so  werden  alle  Reste  null,  es  lassen  sich 
also  alle  verlangten  Congruenzen  durch  Coefficienten  erfüllen,  deren  abso- 
luter Werth  kleiner  als  K  ist,  und  welche  nicht  sämmtlich  =  0  sind. 

Die  aus  den  m  conjugirten  Werthen  gebildete  Norm  einer  complexen 
Zahl  ist  eine  homogene  Function  mten  Grades  von  den  Coefficienten  der- 
selben. Ist  M  der  Werth,  welchen  diese  Norm  annimmt,  wenn  man  in 
•allen  einzelnen  Gliedern  derselben  für  die  Producte  von  m  Coefficienten 
die  Einheit  setzt  mit  dem  Vorzeichen,  durch  welches  das  ganze  Glied  po- 
sitiv wird,  so  ist  diese  Norm  kleiner  als  (K — \)m.31,  wenn  der  absolute 
Werth  der  Coefficienten  (K—  l)  nicht  überschreitet.  Da  (AT—  l)m<  AP 
ist,  ist  also  die  Norm  der  wirklich  zu  findenden  ganzen  com- 
plexen Zahl,  welche  die  geforderten  idealen  Primfactoren 
enthalt,  kleiner  als  M.A.P,  sie  ist  also  weniger  als  M.Am&\ 
grösser,  als  sie  sein  würde,  wenn  sie  ausser  den  geforderten 
keine  anderen  idealen  Primfactoren  mehr  enthielte. 

Diese  allgemeinere  Untersuchung  ist  hiermit  an  dem  Punkte  ange- 
kommen, von  welchem  an  sie  mit  der  Kummer* sehen  Entwickelung,  so- 
weit sie  in  der  citirten  Abhandlung  von  1850  gegeben  ist,  völlig  conform 
werden  würde.  Nach  Einführung  des  Kummer*  sehen  Begriffs  der 
idealen  complexen  Zahlen  ergiebt  sich  nämlich  nun  sofort  der  Satz: 
Alle  idealen  complexen  Zahlen,  deren  Anzahl  unendlich  ist, 
können  durch  Zusammensetzung  mit  einer  endlichen  Anzahl 
idealer  Multiplicatoren  zu  wirklichen  complexen  Zahlen 
gemacht  werden,  und  die  auf  diese  idealen  Multiplicatoren  gegründete 
Ein th eilung  der  idealen  complexen  Zahlen  in  Klassen,  mit  dem 
Satz,  dass  jede  ideale  complexe  Zahl  sich  als  eine  Wurzel  aus 
einer  wirklichen  darstellen  lässt,  ist  so  gut  als  wörtlich  aus  dem 
§.  10  jener  Abhandlung  hierher  zu  übertragen. 


III. 

Ueber  einige  Aufgaben,  welche  die  Theorie  des  logarith- 

mischen  Potentials   und  den  Durchgang  eines   constanten 

elektrischen  Stroms  durch  eine  Ebene  betreffen. 

Von  Dr.  E.  Jochmann  in  Berlin. 


I. 

1.  Es  sei  ein  von  zwei  concentrischen  kreisförmigen  Elektroden  be  • 
grenzter  leitender  Theil  der  Ebene  gegeben.  Der  Halbmesser  des  inneren 
Kreises  sei  a,  der  des  äusseren  b ;  auf  der  Peripherie  des  inneren  Kreises 
habe  das  elektrische  Potential  den  constanten  Werth  Va)  auf  der  des 
inneren  Kreises  den  constanten  Werth  Vh.  Die  Niveaucurven  des  Poten- 
tials sind  in  diesem  Falle  offenbar  concentrische  Kreise,  die  Strömungs- 
linien  die  Halbmesser  dieser  Kreise.  Da  durch  jede  geschlossene  Niveau- 
linie in  der  Zeiteinheit  dieselbe  Elektricitätsmenge  c  strömen  muss ,  so  ist 
die  Stromdichtigkeit  der  Entfernung  vom  Mittelpunkt  umgekehrt  propor- 
tional ,  oder  wenn  u  die  Stromdichtigkeit  in  der  Entfernung  q  vom  Mittel- 
punkt bezeichnet,  so  hat  mau 

c 

2nu  =  -. 

Q 

Andererseits  ist ,  wenn  k  daß  Leitungsvermögen  der  Ebene  bezeichnet 

woraus  sich  ergiebt: 

4hT  =  —  c  log  q  +  q. 
Die  Constanteu  c  und  c,  bestimmen  sich  durch  die  gegebenen  Grenz wertlie 
des  Potentials  Va  und  F*,  so  dass  man  hat:* 

logb —  loga       v  logb  —  loga 


d9 


4k 


logb  —  loga 
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Die  Constante  ct  wird  Null,  wenn  Va  und  Vb  so  gewählt  werden,  dass 

Va  _  logg 

Vh        logb 
wird.   In  diesem  Falle  erhält  man 

logQ       log  a       log  b  4  n  k 

Lässt  man  nnn  deti  Halbmesser  der  Elektrode  a  stetig  abnehmen  und 
sich  der  Grenze  Null  nähern,  so  muss,  wenn  die  durch  die  Ebene  strömende 
Elektricitätsmenge  c  ungeändert  bleiben  soll,   Va  wachsen  und  fürrt  =  0 

c 

unendlich  werden ,  wie  —  - — -  loga.  Lässt  man  umgekehrt  den  Halbmesser 

4  7tK 

der  äusseren  Elektrode   ins   Unbegrenzte   wachsen,   so  muss,   damit  die 
Stromdichtigkeit  einen  endlichen  von  Null  verschiedenen  Werth  behalte, 

Vh  unendlich  werden,  wie 7  log  by  oder    der  Widerstand  der  nach 

4  nk 

allen  Seiten  unbegrenzt  ausgedehnten  Ebene  ist  unendlich. 

2.  Die  Function 


logo  =  logj/x*+  y*      . 
genügt  bekanntlich  der  partiellen  Differentialgleichung: 

und  spielt  in  den  Aufgaben,  welche  sich  auf  eine  Integrntion  dieser  Glei- 
chung mit  Rücksicht  aufgegebene  Grenzbedingungen  zurückführen  lnssen, 

eine  ähnliche  Rolle,  wie  «die  Function  —  bei  den  entsprechenden  Aufgaben 

für  den  nach  drei  Dimensionen  ausgedehnten  Raum.  Wie  durch  die  Inte- 
gration der  entsprechenden  Gleichung  für  drei  Dimensionen  ausser  dem 
elektrodynamischen  Problem  gleichzeitig  ein  Problem  der  Elektrostatik, 
und  wenn  unter  V  die  Temperatur  verstanden  wird,  das  Problem  des  con- 
stanten  Wärmeflusses  für  den  gegebenen  Raum  gelöst  wird,  so  lässt  sich 
auch  hier  zu  jedem  auf  die  Stromverbreitung  in  der  Ebene  bezüglichen 
Problem  ein  entsprechendes  statisches  angeben,  indem  man  sich  zwei 
Fluida  vorstellt,  welche  einander  wie  die  entgegengesetzten  Elektricitäten 
anziehen  und  abstossen,  aber  nicht  dem  Quadrat,  sondern  der  ersten 
Potenz  der  Entfernungen  umgekehrt  proportional.  Sind  m, ,  mtl  /w8  . .  .  . 
gegebene  Mengen  dieser  Fluida,  welche  in  gegebenen  Punkten  der  Ebene 
Pn  Pti  P%  •  •  •  •  concentrirt  sind,  und  p, ,  &,  ?8  •  •  •  •  die  Entfernungen  eines 
Punktes  p  von  px ,  pt ,  pn . .  . .  so  stellt 

V=  Em  logg 
das  Potential  der  gegebenen  Massenvertheilnng  in  Beziehung  auf  den  Punkt 
p  vor.     Die   Eigenschaften   dieses   „logarithmiscli  eil    Potentials41, 
welche  insbesondere  von  C.  Neu  mann  (Crclle's  J.  LIX)  untersucht  wor- 

ZriUchiift  f.  Mathematik  u.  Physik.  X,  t.  4 
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den  sind,  besitzen  grosse  Analogie  mit  den  Eigenschaften  des  Laplace- 
schen  Potentials  im  Räume.  Dasselbe  genügt  in  allen  Theilen  der  Ebene, 
welche  keine  Massen  enthalten,  der  Gleichung 

Sind  durch  einen  Theil  der  Ebene  Massen  stetig  mit  der  Dichtigkeit  c  ver- 
breitet, so  genügt  dasselbe  innerhalb  dieses  Theiles  der  Gleichung 

ex*  oy2 
Dasselbe  bleibt,  wenn  die  Massen  mit  endlicher  Dichtigkeit  durch  die 
Ebene  verbreitet  sind ,  nebst  seinen  ersten  Differentialquotienten  in  der 
ganzen  Ebene  endlich  und  stetig.  Im  Unendlichen  reducirt  es  sich  auf 
MIng  q,  wenn  M  die  algebraische  Summe  aller  Massen  bezeichnet.  Es  ver- 
schwindet im  Unendlichen,  wenn  ^f  =  0  iBt. 

Sind  endliche  Massen  auf  einer  Linie  mit  der  Dichtigkeit  s  vertheilt, 
so  bleibt  beim  Durchgang  durch   diese  Linie  das  Potential  V  zwar  noch 

stetig,  die  Differentialquotienten  — — ,  —  hingegen  erleiden  eine Stetigkeits- 

d  V 
Unterbrechung  und  zwar  ist,  wenn  r-~  den  in  der  Richtung  der  Normale 

genommenen  Differentialquotienten  bezeichnet 

Ist  eine  endliche  Masse  m  in  einem  Punkte  concentrirt,  so  wird  in  diesem 
Punkte  das  Potential  unstetig  wie  m  log  q. 

3.  Den  Punkten  der  Ebene,  in  welchen  endliche  Massen  concentrirt 
sind,  entsprechen  beim  elektrodynamischen  Problem  die  Einströmungs- 
punkte der  Elektricität;  in  diesen  Punkten  wird  das  Potential  unendlich, 
während  es  in  allen  übrigen  Theilen  der  Ebene  endlich  und  stetig  bleibt 
und  der  Gleichung  l)  genügt.  Strömt  die  Elektricität  nicht  durch  einzelne 
Punkte,  sondern  durch  Linien  in  die  Ebene  ein,  so  bleibt  das  Potential 
beim  Durchgang  durch  diese  Linien  stetig,  seine  Differentialquotienten 
aber,  d.  h.  die  Stromdichtigkeiten  haben  auf  beiden  Seiten  derselben  ver- 
schiedene Werthe.  Sind  in  der  unbegrenzten  Ebene  beliebige  Einströ- 
mungspunkte Pi,  pt,  Pi .  . .  gegeben,  durch  welche  die  Elektricitätsmengeu 
C| ,  cti  c8 . .  .  einströmen,  so  ist  das  Potential 

V=  —  — {~2clogi>*). 

4  TtÄ 

Das  elektrodynamische  Problem  erleidet  jedoch  im  Fall  einer  unbegrenzten 
Ebene  eine  Einschränkung,   welcher  das  statische   nicht  unterworfen  ist. 

*)  Vergl  die  Abhnndlnng  von  Kirch  ho  ff:  Ueber  den  Durchgang  eines  elek- 
trischen Stromes  durch  eine  Ebene,  insbesondere  durch  eine  kreisförmige,  I'ogg. 
Ann.  LX1V. 
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Es  muss  uämlich,  wenn  sieb  ein  constanter  Strömungszustand  herstellen 
soll,  die  Summe  aller  einströmenden  Elektricitätsmengen  gleich  Null  sein, 
wenn  nicht  das  Potential  im  Unendlichen  ins  Unbegrenzte  wachsen  soll*). 
4.  Es  sei  ein  Rechteck  ABCD  (Taf.  I  Fig.  1)  gegeben.  Es  soll  das 
logarithmische  Potential  gefunden  werden,  welches  in  dem  innerhalb  des 
Rechtecks  gelegenen  Punkte  P  unendlich  wird ,  wie  c  log  q,  im  ganzen  Um- 
fange des  Rechtecks  aber  sich  auf  Null  reducirt.  Um  die  letztere  Grenz- 
bedingung zu  erfüllen,  denke  man  sich  die  Ebene  des  Rechtecks  nach  allen 
Seiten  ins  Unbegrenzte  erweitert  und  den  Punkt  P,  wie  es  in  Taf.  1  Fig.  1 
angedeutet  ist,  unendlich  oft  an  den  Rändern  des  Rechtecks  gespiegelt 
und  in  den  Bildpnnkten  gleiche  Massen  mit  abwechselnd  entgegengesetzten 
Vorzeichen  angebracht.  In  der  Figur  sind  die  positiven  Spiegelbilder 
durch  Punkte,  die  negativen  durch  Ringe  bezeichnet;  dann  ist 

V  =  c££+  logq 
das  gesuchte   Potential.      Es  sei  A  der  Anfangspunkt  der   Coordinaten, 
AB  =  £a>,  AC-=*  4«'.    Die  Coordinaten  des  Punktes  P  seien  <*,  6,  so  muss 
Funendlich  werden  wie  clogq 

(y  =  *  +  «w  Jy  =  — 6  +  nw, 

dagegen  unendlich  wie  — c  log  q 

ftrj*  — •  +  *«•      und  für       |*=       *  +  *",• 
\y  =       b  +  nm  \y  =  —  b  +  nw\ 

wo  für  m  und  n  der  Reihe  nach  alle  positiven  und  negativen  ganzen  Zahlen 
mit  Einschluss  der  Null  zu  setzen  sind.  Bestimmt  man  demnach  die  Vor- 
zeichen der  einzelnen  Glieder  des  Summenausdrucks  für  P,  so  ergiebt  sich : 

*  «=-00*=-*  [{x-a-km<»y+<JI  +  l>-nG>y}  [(ar+a- »may-Hy-A^n»  )fj 
Bemerkt  man,  dass 


m=-j-oo(a:  +  a_  jm€i>)*+(y+b—n(x>y 

»=-00  (*  +  a  —  4mw)2+  (y  ±  &  — na)* 

sin —  [x  +  a+(y  +  b  —  nm)i]  .sin  —  [x  +  a —  (y  +  b  —  ma)i\ 

sin  —  [x  +  a+(y±b  —  nm)i].  sin—[x  +  a  —  (y  +  b  —  nG>')i\ 

ist,  so  ergiebt  sich,  wie  leicht  ersichtlich,  P gleich  dem  reellen  Theile  der 
doppelt  periodischen  Function 

U  -      ^  9  «,[*-«  +  (y  +  b)i) .  ©,  [s+a+(y-b)i]  ' 


*)  Von  dem  Elektricitätsverlust  an  die  die  Platte  umgebende  Luft,  mit  ßück: 
sacht  auf  welchen  der  Durchgang  eines  Stromes  durch  die  unbegrenzte  Ebene  von 
Smaasen  behandelt  worden  ist,  soll  im  Folgenden  abgesehen  werden.  Vergl. 
Smansen:  De  aequilibrio  dynimico  electricitatit  in  piano  et  in  spatio.  Trajecli  ad  Rhenum 
1846  und  Pogg.  Ann.  LXIX. 

4*        • 
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wenn  g>  und  oi'i  die  reelle  und  imaginäre  Periode  bilden*).  In  der  Tliat 
ist  es  leicht  zu  verificiren,  dass  der  gefundene  Werth  von  Falle  Bedin- 
gungen der  Aufgabe  erfüllt.  Derselbe  genügt  zunächst  als  reeller  Theil 
einer  monogenen  Function  von  #  +  yider  Gleiphung  1);  er  bleibt  nebst 
seinen  Ableitungen  stetig  und  endlich  mit  Ausnahme  der  Punkte  der  Ebene, 
in  welchen  eines  der  vier  Argumente  gleich  Null  oder  gleich  ^ma>  +  na>i 
wird.    In  diesen  Punkten  wird  er  unendlich  wie  +  clog  q.   Er  reducirt  sich 

ferner  auf  Null,  so  oft  x  gleich  0  oder  gleich  m  —  und  so  oft  y  gleich  0  oder 

n  —'wird.     Der  Quotient  der   vier  &  besitzt  die  reelle  Periode  (a>,   die 

imaginäre  Periode  ro'i.  Es  erhält  also  V  dieselben  Worthe  wieder,  so  oft 
x  um  \<d  oder  y  um  co  wächst.  Betrachtet  man  P  als  Einströmungspunkt 
der  Elektrizität,  während  der  ganze  Umfang  des  Rechtecks  auf  dem  con- 
stanten  Potentialwerth  Null  erhalten  wird,  so  giebt  der  reelle  Theil  von 
U,  gleich  einer  Constanten  gesetzt,  die  Niveaulinien  des  Potentials,  der 
imaginäre  Theil  FF  hingegen,  gleich  einer  Constanten  gesetzt,  die  Glei- 
chung der  zu  jenen  orthogonalen  Strömungscurven  an.  Der  Urnfang  des 
Kechtecks  wird  als  Niveaulinie  von  sämmtlichen  Strömungscurven  recht- 
winklig durchschnitten.  —  Es  ist  ferner  ersichtlich,  dass  eine  Summe  ana- 
loger Ausdrücke  die  Lösung  der  Aufgabe  für  eine  beliebige  Zahl  von  Ein- 
strömungspunkten enthält.  In  dem  Falle,  dass  ein  Einströmungspunkt 
im  Mittelpunkte  des  Rechtecks  vorhanden  ist  oder  für  a  =  ja,  &  =  £«' 
hat  man: 

*[-+f+(.±S)']-7y*[-i+('±7)']- 

Spr  —  f +  (jf—  j)i  1 
mithin:  V+Wi=.clog-L  X  '    J 


oder  auch 


't-H'-i)']. 

'[-+5+('-7T']! 


mithin :     V+  Wi  =  c  J  —  —  i  +  log 


*)  Es  ist  in  dieser  Abhandlung  die  von  Briot  und  Bouquet   gebrauchte   li<< 
zeirliiiiingsweiso  der  elliptischen  Functionen  gewühlt: 

X  ( z )  =  *i«  am  z     (jl(z)  -  ros  am  z     v  (z)  =  d  am  z     cö  (2)  =  lang  am  z 

u.)-W      u,-)-e^:)        vr-)-®^     =  f->-^ 


Von  Dr.  E.  Jochmann. 


5.  Es  soll  dio  dem  Punkte  P  entsprechende  Randbelegung  des 
rechteckigen  Raumes,  d.  h.  die  Dichtigkeit  derjenigen  Massenvertheilung  auf 
dem  Umfang  des  Rechtecks  gefunden  werden,  welche  zusammen  mit  der 
im  Punkte  P  concentrirten  Masse  +  1  des  Potential  im  Umfange  des  Recht- 
ecks zu  Null  macht.  Bezeichnet  G(p)  das  Potential  dieser  Massen  vertu  ei - 
luug,  so  muss  an  jedem  Punkte  des  Um  fang  es 

G(P)  +  l°9Q(p)  =  0 
sein,  wenn  Q(P)  die  Entfernung  des  Punktes  von  dem  Centrum  P bezeichnet. 
Es  ist  daher  offenbar,  wenn  in  dem  oben  gefundenen  Werth  für  F,  c  --  1 
gesetzt  wird,  innerhalb  des  Rechtecks 

G(P)+logQ(p)=  V 
und  im  ganzen  äusseren  Raum 

mithin  nach  2) : 

2nl"\dN)+8      \dNj-8~dN' 
wo  die  Differentiation  nach  der  Richtung  der  nach  dem  Innern  des  Recht- 
ecks gezogeneu  Normale  zu  nehmen  ist.    Da  der  Umfang  des  Rechtecks 

dW 
eine  Niveauliuio  des  Potentials  ist,  verschwindet  -— am  ganzen  Umfange, 

7\  V  7)  TT 

und  es  kauu  anstatt  ^-r,  gesetzt  werden  ^-r-..    Die  Ausführung  der  Differen- 
3  Jv  oN 

tiation  ergiobt  mit  Rücksicht  auf  die  bekannte  Relation : 

e',(u+v)     er, (u—v) _  e\(v)      x_ w? _(«)_» (V) 


r-~ ";:\ 


2«*< 


bü_idU_  \  1 i_  ] 

Wi~l  d9~  ,iV(*+1'"Lü«(«+6i)-»i,(*-l-yO    *\—b()-?{x~+ie)} 

(-) 

=  l p v  (y  i)  [-,-^jr6  ,■>— fffi  ~  ^(a_ftl-)_-T^)J ' 

/« .  .\  r  i  i 

=— Xftvl— +y\ —} r y— : 

(du\ 
= '"  •  *  * v  (x)  U(«+&»F7w  ~  ^(«-«"')-f'WJ ' 


Man  erhält  demnach 
für  die  Seite  AC: 


für  die  Seite  BD: 


für  die  Seite  A  B : 
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für  die  Seite  CD :  2*«=;—  (  — )         a>' 

\dy/y=T 


=—  i.kpv(x) 


^(a+bi)-?  (*  + 1 »')      fia-bi)-?  (x  + 1'  i ) 
Ist  P  der  Mittelpunkt  des  Rechtecks,  so  wird 

mithin : 

dU_ldU_      k'       IpvCx+yi)     _ .IK,l(2x  +  2yi) 

also : 

für  die  Seite  AC  2itB=      ikU  i-^lssik(i  (*  —  2yiY 

v(2yi)  r  \4  *  /* 


#/)  2»a  =  — iAtAt' 


„     „       „     AB  2n$  =  -  kk-j—t  =  -kli{j-'ix), 

«-- +*'*fe^— »-(7— > 

Da  p  f  —  1  =  0,  so  ist  die  Dichtigkeit  der  Randbelegung  (beziehungs- 
weise die  Stromdichtigkeit)  gleich  Null  an  den  vier  Eckpunkten  des  Recht- 
ecks. Dieselbe  besitzt  Maximalwerte  auf  den  Mitten  der  Rechtecksseiten, 
wo  nämlich 

auf  den  Seiten  AC  und  BD  2ns  =  ikp.1 i)  =  —  U 

„       „        „       AB     „    CD  2*r«  =  —  kfi{o)  =  —  k 

wird. 

Mit  Hülfe  der  gefundenen  Randbelegung  e,  deren  Potential 

GiP)=  v—l°9  9iv) 
sich  in  jedem  Punkte  des  Randes  auf  —  log  q(p)  reducirt,  im  Uebrigen  inner- 
halb des  ganzen  Rechtecks  stetig  und  endlich  bleibt,  kann  nach  einem  be- 
kannten Satze  die  Aufgabe  gelöst  werden  eine  Potentialfunction  O  zu  be- 
stimmen, welche  innerhalb  des  ganzen  Rechtecks  stetig  und  endlich  bleibt, 
der  Gleichung  1)  genügt  und  sich  am  Rande  des  Rechtecks  auf  eine  be- 
liebig gegebene  stetige  Function  O  reducirt.  Die  gesuchte  Potentialfunction 
wird  nämlich  dusch  das  über  den  ganzen  Umfang  des  Rechtecks  ausge- 
dehnte Integral 
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ausgedrückt.    (Vergl.  C.  Neumann.  Crelle  J.  LIX.  p.  339.) 

6.  Es  sei  ein  Rechteck  AB  CD  (Täf,  I  Fig.  2)  und  innerhalb  desselben 
beliebige  Einströmungspunkte  gegeben.  Es  soll  das  logarithmiscbe  Poten- 
tial so  bestimmt  werden,  dass  seine  Niveaulinien  den  Umfang  des  Recht- 
ecks überall  rechtwinklig  durchschneiden,  oder  dass  durch  den  Umfang 
Elektricität  weder  ein-  noch  ausströmt.  Damit  die  Lösung  möglich  sei ,  ist 
offenbar  die  Bedingung  erforderlich,  dass  die  Summe  der  durch  die  gege- 
benen Punkte  in  das  Rechteck  einströmenden  Elektricitätsmengen  Null 
sei.  —  Es  seien  die  Coordinaten  der  Einströmungspunkte  ax  b , ,  albt} 
a,63 . . ..  avbv,  die  durch  dieselben  einströmenden  Elektricitätsmengen  cu 
r,,  c, . . . .  cv,  so  genügen  letztere  der  Bedingung 

2c  =  0. 
Um  die  Grenzbedingung  zu  erfüllen,  dass  durch  den  Rand  des  Rechteckes 
keine  Ein-  oder  Ausströmung  von  Elektricität  stattfinde,  denke  man  sich 
wieder  jeden  Einströmungspunkt  an  den  Rändern  des  Rechtecks  unendlich 
oft  gespiegelt  und  in  den  Bildpunkten  Einströmungspunkte  mit  gleichem 
Vorzeichen  angebracht.  Es  ist  dann  leicht  ersichtlich,  dass  man  allen  Be- 
dingungen der  Aufgabe  durch  den  reellen  Theil  einer  Summe  von  Aus- 
drucket! ähnlicher  Form,  wie  iu  §.  4,  genügen  kann.  Das  Potential  Fmuss 
unendlich  werden  wie  cslogqs%  so  oft 

x=       at+lm(o  .  ix  = — as+  Inno 

x       ,       oder        <  i_L' 

y=      bs+     noo  \y  =  —  bs+     na 

x  =  —  as  +  \m(o 


oder         1"=      «■  +  *"•       «d«       |*  =  " 


bs  +         710) 


Man  setze 
U=  V+  Wi*=2calog\99[x—as+(j,—bg)(\  0i[x-as+(y  +  bs)i] 

«i[*+«#-h(y-^)i]  «i[*+«*+(y+Wt"ll- 

Der  reelle  Theil  dieser  Summe  wird  an  den  Einströmungspunkten  und 
ihren  Spiegelbildern  in  der  vorgeschriebenen  Weise  unendlich.  Derselbe 
genügt  der  Gleichung  1).  Dass  die  Grenzbedinguugen  erfüllt  sind ,  folgt 
aus  der  Symmetrie  in  Beziehung  auf  die  Seiten  des  Rechtecks.  Das  Pro- 
duct  der  vier  0  hat  die  reelle  Periode  £  co.  Wächst  y  um  ©',  so  erhält  das 
Product  der  0  den  Factor 

off  r     .  *  .  /  ..  , 

—  [a>'-2t(x +yi)) 
oder  U  erhält  den  Summanden 

—  [«'  —  2f  (x  +  yi)]  .£c$% 

CO 

welcher  in  Folge  der  Bedingung  £cs  =  0  verschwindet.  In  der  Discussion 
der  Resultate  beschränken  wir  uns  auf  die  besonderen  Fälle,  dass  zwei 
Einströmungspunkte  mit  den  einströmenden  Elektricitätsmengen  +■  1  und 


56    Ueber  einige  Aufgaben,  betr.  d.  Theorie  d.  logarithm.  Potentials  etc. 

—  1  vorhanden  sind,  welche  entweder  mit  zwei  benachbarten  oder  mit 
zwei  gegenüberliegenden  Eckpunkten  des  Rechtecks  zusammenfallen.  Der 
erstere  Fall  uinfasst  gleichzeitig  den  zweier  Einströmungspunkte  auf  den 
Mitten  zweier  gegenüberliegender  Rechtecksseiten ,  indem  man  dann  nur 
das  Rechteck  durch  die  Verbindungslinie  der  Seitenmitten  in  zwei  symme- 
trische Hälften  zu  theilen  braucht. 

Sind  Ä  und  C  die  Einströmungspunkte,  so  hat  man: 

at  =  0     &t  =  0  ö,=  0     6t=£co' 

tj—  v±wi  —  im     034(g+yQ 

U—V-t-frt^log  —r — - : i —  — - — — — = — ,-? 

oder  mit  Unterdrückung  des  constanten  Summanden  —  2n  —  +  2logk 

CO 

ü=  V  +  Wi  =  llogUx  +  yi) 

wi  =  2/00 A(ar)  pfrO  »top  +  *(yQ  ?(*)  »(g). 

Die  Componenten  der  Stromdichtigkeit  in  einem  beliebigen  Punkte  des 
Rechtecks  sind : 

dV      X(2ä) '  [1— yi4(a?)]  [l—  Pl4(yi)] 

dx      X\x)  —  V(yiY  \  —  k*Y(a>)l%(yi) 

ar=       tJL(2.yQ [1—  A>A4(a;)][l—  k*l*(yi)] 

dy~kt{yi)—kt{x)  '  1  —  AÜf  (*)  tffoi) 

Die  Richtung  der  Strömungslinien  ist  in  jedem  Punkte  bestimmt  durch  das 
Verbältniss 

|f:|I=A(2,):-a(2yO. 

Werden  ferner  die  gegenüberliegenden  Eckpunkte  A  und  D  als  Einströ- 
mungspunkte gewählt,  so  ist 

at  =  0     o,  =  0  a2=Jco     6t=^co' 

zu  setzen  und  man  erhält 

.     ü=V+Wi  =  log— : ? '\  r 7 ,— 

«••[-t+Ott)']  «•*[-!+(>+!>] 

oder  mit  Weglassung  des  constanten  Summanden 

—  2ä h  *log(kk') 


Von  Dr.  E.  Jochmann.  57 

dV_       2k (2a:)    _    [l— *U4(a:)]  [*#,+AV(yQ] 
dx~k*(x)  —  X*(yi)'         *,*  +  *V(*)*2foO 
g^     2il(2yi)        [1—  yi4lyi)][*'i+*y(g)] 

0y     W)-*'(*)'       *',+  *V(*V(yO 

Im  besonderen  Falle  einer  quadratischen  Platte  hat  man 

a>  =  2(»' 

F-2%2>«(*)+^)' 
^^     21(2*)       [i  +  f*4(y)][i  — 1*4(*)] 
a*    fi8(x)  +  ^(y)        i  —  ?(*)?(*)      ' 
aF^      2A(2y)      ^  [l  +  p'fr)!  [i-i*4(y)], 

7.  In  ganz  gleicher  Weise  wie  die  in  §§.  4  und  6  behandelten  Auf- 
gaben, lässt  sich  die  dritte  Aufgabe  lösen,  das  Potential  so  zu  bestimmen, 
dass  die  Seiten  AC  und  BD  Strömungslinien,  AB  und  CD  hingegen  Linien 
gleichen  Potentials  werden,  während  innerhalb  des  Rechtecks  beliebige 
Einströmungspunkte  gegeben  sind.  Man  hat  in  diesem  Falle  die  Einströ- 
mungspuukte  an  den  Seiten  ^Cund  BD  mit  gleichen,  an  den  Seiten  AB 
und  CD  mit  abwechselnd  entgegengesetzten  Vorzeichen  sich  spiegeln  zu 
lassen,  um  eine  Potentialfunction  zu  bestimmen,  welche  sich  auf  den.  Seiten 
AB  und  CD  auf  einen  constanten  Werth  reducirt  und  an  den  Einströmungs- 
punkten in  der  vorgeschriebenen  Weise  unendlich  wird.  Wird  ferner  ver- 
langt ,  dass  auf  der  Seite  A  B  das  Potential  einen  gegebenen  constanten 
Werth  Vx  auf  der  Seite  CD  einen  andern  gegebenen  Werth  V%  annehme, 
so  erreicht  man  dies  durch  Hinzufügung  eines  Ausdrucks  von  der  Form 
py  +  q,  in  welchem  die  Constanten  p,  q  den  gegebenen  Grenzwerthen 
gemäss  bestimmt  werden.  Es  soll  beispielsweise  der  Fall  behandelt  werden, 
dass  ein  Einströmungspunkt  gegeben  ist,  welcher  auf  der  die  Seiten  AB 
and  CD  halbirenden  Mittellinie  des  Rechtecks  liegt.     Es  sei  AB=z\<ot 

AC=  £oo';  die  Coordinaten  des  Einströmungspunktes  seien  a=  — ,  b. 

Der  reelle  Theil  der  Function    * 

ö.[*-f +  (y-*)«l 

U—V+  Wi=clog  — -f 

«.[*-■ J  +  (y  +  *)<] 

1    «r  - — ? 1   -v  — —   — 

wird  unendlich  wie  c  hg  q  für  /  4      oder  für      \  4 

/»  =  *  'y=l> 

wie  —  c  log  q  für  <  4      oder  für     <  4 

/  yz=-b  f»=-» 
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Derselbe    reducirt  sich   auf  Null   für  y  =  0,   dagegen   auf  die   constante 

Grösse —4* c  — für  y  =  la>\     Der   imaginäre  ^heil  JF  verschwindet  für 

x.=  0und  für  x  =  ^co.  Die  Seiten  AB  und  CD  sind  also  wie  verlangt, 
Linien  gleichen  Potentials,  AC  und  BD  Strömungslinien.  Soll  auf  AB 
V=  Vt ,  auf  CD  V=Vt  sein,  so  hat  man 

00  CO  CO 

*. [* -  j  +  (y -b)i\  &,[x-j-(y-b)i] 

.+  c  log  — = ^ 

®,[*--J  +  (y-6)tj  ©,[*-J-(y-*)iJ 

Ist  insbesondere  der  Eiuströinungspunkt   der  Mittelpunkt  des  Rechtecks, 

also  &  =  — ,    so   genügt   man    den   Forderungen    der  Aufgabe    durch   die 

Function 

ü  =  c  lo g  y  k  .  X  [x  -  |  +  (y  -  ~  ) « J 

deren  reeller  Theil  für  y  =  0  und  y  =  —  verschwindet.  Für  die  Stromdich- 
tigkeit an  den  Seiten  AB  und  £/>  erhält  man 

(in-    =+«.+*) — ^_ y. 

Dieselbe  hat  ein  Maximum  +"  c  (1  -f-  Ar)  auf  der  Mitte  dieser  Seiten ,  ein 
Minimum  +  c  (1  —  Ar)  an  den  Eckpunkten  des  Rechtecks*). 


*)  Nach  Beendigung  und  Absendung  des  Manuscripts  zu  der  vorstehenden  ersten 
Abtheilung  dieser  Abhandlung  ist  die  Aufmerksamkeit  des  Verfassers  auf  eine  Stelle 
in  der  Inauguraldissertation  von  Minnigerode:  ,  ,Ueber  Wärmeleitung  in  Krystallen" 
(Göttingen  1862)  gelenkt  worden,  in  welcher  derselbe  das  Problem  des  nicht  con- 
stanten  Wärmeflusses  auf  einem  Parallelepipedon  und  einem  regulär  dreiseiligen 
Prisma  mit  Hülfe  eines  analogen  Spiegelungsprincips ,  wie  das  im  Vorstehenden  be- 
nutzte, behandelt  und  ebenfalls  auf  &- Reihen  geführt  wird.  Der  Verfasser  hat  dies 
an  dieser  »Stelle  zu  erwähnen  nicht  unterlassen  wollen ,  obgleich  die  von  M inni- 
ge rode  behandelten  Probleme  wesentlich  anderer  Natur  sind  und  die  0- Functionen 
in  anderer  Form  als  in  dieser  Abhandlung  auftreten. 


Ueber  Systeme  kosmischer  Ringe  von   gleicher  Umlaufs- 

zeit  als  discontinuirliche  Gleichgewichtsformen  einer  frei 

rotirenden  Flüssigkeitsmasse. 

Von  Dr.  Ludwig  Matthieööejn  in  Jever. 


Neben  den  sorgfaltigen  Beobachtungen  und  Messungen  der  Saturns- 
ringe, welche  namentlich  im  letzten  Decennium  von  Galle,  Lassei,  Ja- 
cob, Secchi  u.A.  angestellt  wurden,  sind  seltener  theoretische  Unter- 
suchungen über  ihre  räthselhafte  Entstehungs weise,  Gestalt  sowie  die  Ge- 
setze ihrer  Bewegung  mit  besonderem  Erfolge  angestellt  worden.  Da  aber 
die  Lösung  dieser  Probleme,  um  nicht  den  Charakter  wissenschaftlicher 
Forschung  zu  verlieren,  sich  auf  wirkliche  Naturvorgänge  zu  gründen  haben, 
so  ist  es  zunächst  die  Hauptaufgabe  der  Wissenschaft,  das  Beobachtungs- 
material dem  mathematischen  Calcul  zu  unterwerfen  und  von  möglichst 
wenigen,  sowie  einfachen  Voraussetzungen  auszugehen.  Die  Hauptschwie- 
rigkeiten, derentwegen  eine  genügende  Theorie  der  Saturnsringe  .oder  der 
kosmischen  Ringe  überhaupt  noch  immer  nicht  erzielt  worden  ist,  liegen 
einerseits  in  dem  Probleme  selbst,  andererseits  in  dem  Mangel  an  Beobach- 
tungen über  den  Aggregatzustand,  über  die  Anzahl  der  Saturnsringe  (sie 
ist  gewiss  sehr  gross)  und  über  die  particulären  Umlaufszeiten.  Die  Ent- 
stehung der  Saturnsringe  wird  gleich  dem  Bildungsgange  des  Planeten  ein 
kosmisches  Räthsel  bleiben,  weil  sie  einfach  historische  Begebenheiten  sind, 
welche  dem  menschlichen  Geiste  zu  schauen  nicht  vergönnt  gewesen. 
Alexander  von  Humboldt  spricht  sich  in  einem  Briefe  an  mich  vom 
Jahre  1858  hierüber  in  folgenden  Worten  aus:  „Die  Gleichgewichts- 
figuren rotirender  Flüssigkeiten  gehören  glücklicherweise  zu  den  Lösungen 
solcher  Probleme ,  die  eine  innere  durch  mathematische  Gedankenverbin- 
dung gesicherte  Gewissheit  darbieten.  Gehen  wir  in  die  vielen  Processe 
der  Bildung  von  Weltkörpern  über,  so  würden  sich  historische  Begeben- 
heiten finden,  deren  Folgen  und  Ursachen  uns  unbekannt  bleiben.  Saturn 
liegt  nicht  in  der  Mitte  seiner  Ringe.     In  unsern  Tagen  hat  der  Biela'sche 
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Comet  sich  in  zwei  Weltkörper  getrennt.  Die  Plauetenabstände  bind  in 
vier  Formeln  eingekleidet.  Aus  denselben  Pendelversucheu,  aus  denen 
Airy  (Kosmos,  Bd.  IV  p.  647)  eine  Dichte  von  6,565  folgert,  zieht  neuer- 
dings Staughton  in  Dublin,  woriu  er  eine  mittlere  Höhe  der  Continente 
annimmt,  wieder  nur  5,48.  Ich  nenne  beruhigend  den  höhern  Theil  der 
theoretischen  Astrouomie,  weil  er  ordnet,  was  in  der  wirklichen  Welt  des 
Geballten  durch  eine  Reihe  von  uns  ungekannten  Revolutionen  (Weltbe- 
gebenhcitou)  seine  Gestalt,  Dichte,  Achsenneiguug  und  relative  Lage  er- 
halten hat.  Die  Himmelskörper  haben  ihre  Geschichte,  wie  die  soge- 
nannten Systeme  der  gehobenen  Gebirgsketten  und  die  Reihen  der  Meeres - 
tiefen.  Darum  führt  Weltbeschreibuug  nicht  leicht  zur  Weltcrklärung, 
und  das  ärmliche  Sein,  auf  das  ich  wich  nach  der  eingeschrumpften  (?) 
Richtung  meiner  Studien  beschranken  muss,  erläutert  selten  das  Werden. 
Auch  preise  ich  nicht  blas  der  hohen  Würde,  sondern  der  Beruhigung 
wegen  die  Bahn,  die  Sie  vorziehen. u 

Noch  weniger  der  Mühe  lohnend,  ja  Ulbricht  muss  jede  teleologische 
Betrachtung  auf  diesem  Gebiete  erscheinen.  Ueber  den  problematischen 
Zweck  der  Saturnsringe  sind  die  wunderlichsten  Meinungen  ans  Licht  ge- 
treten. Einige  wollen  den  Ring  als  eine  nächtliche  Leuchte  des  Saturn 
angesehen  wissen,  während  er  doch  fast  nur  denjenigen  Theilen  der  Ober- 
fläche des  Saturn  leuchtend  erscheint,  welche  Tag  haben.  Andere  suchen 
in  der  durch  die  Reibung  und  die  fortdauernden  heftigen  Collisionen  die- 
ser „ungeheuren  Menge  von  Asteroiden14  eine  beträchtliche  und  beständige 
Wärmequelle,  welche  hinreichend  sei,  den  unerträglichen  Frost  in  der  kal- 
ten, Zone  des  Sonnensystems  in  gewissem  Grade  zu  mildern  (Vaughan). 
Die  Meinung,  dass  die  kosmischen  Ringe  noch  in  ihrer  Fortbildung  be- 
griffene, also  nicht  fertig  gewordene  Weltkörper  seien,  er&cheiut  ebenso 
einseitig,  wie  die  Ansicht  dessen  es  sein  würde,  welcher  behaupten  wollte, 
dass  die  Quadrupeden  unfertige  Menschen  wären.  Ist  der  Ring  vielleicht 
eine  weniger  vollkommene  Figur  als  die  Kugel?  Die  flüssigen  Körper 
köunen  in  unendlich  mannigfaltigen  Gestaltungen  als  permanente  Gleich- 
gewichtsformen auftreten.  Macht  doch  gerade  diese  Mannigfaltigkeit  in 
den  Formen  der  Naturgegeustäude  auf  unser  Gemüth  und  Gefühl  den  er- 
1  habeusten  und  wohlthuensteu  Eindruck !  Hoffen  wir,  dass  jenes  Wunder- 
werk der  Schöpfung  ewig  eine  Zierde  des  Firmaments  bleibe! 

Unter  den  ernsteren  Speculationen  über  die  Entstehung  der  Saturus- 
ringe  und  deren  Constitution,  welche  auf  einem  rein  analytischen  Calcul 
basirt  sind,  müssen  erwähnt  werden  die  Arbeiten  von  Vaughan  (Philos. 
Mag.  XX,  1800  und  XXI,  1861).  Der  genannte  Physiker  leitet  den  Ur- 
sprung der  Ringe  von  der  Instabilität  sphäroidischer  Satelliten  in  sehr 
kleinen  Entfernungen  vom  Uauptkörper  her.  Nach  dieser  Theorie  soll 
der  ursprüngliche  Satellit  au  der  Grenze  der  Region  der  Instabilität  eine 
plötzliche  Zerstreuung  (Explosion)  seiner  Masse  erlitten  haben   und   von 
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der  Zeit  an  ein  breiter  Ring  von  Trümmern  mit  ungleicher  Rcvolutions* 
geschwinriigkeit  den  Central körp er  umgeben.  Mir  ist  es  wahrscheinlich, 
da8s  nicht  an  Explosion,  sondern  an  Ampnllentheilung  (Plateau)  zu  den- 
ken sei,  so  dass  sich  die  Masse  in  eine  breite  Fläche  sowohl  centripetal  als 
centrifugal  ausdehnt  ganz  zerfliessend,  weswegen  der  Ring  überall  ziemlich 
gleich  dick  sein  mag.  Die  Zweitheihtng  des  Ringes  würde  dann  auf  eine 
anfängliche  Theilung  in  zwei  Hauptampullen  schliessen  lassen.  Diese 
Hypothesen  können  erst  in  der  gesicherten  Entdeckung  des  Aggregatzu- 
standes so  wie  der  Dichtigkeit  der  Masse  einen  sichern  Stützpunkt  ge- 
winnen. Denn  in  der  That  würde  in  dem  wirklichen  Abstände  des  Ringes 
vom  Centralkörper  das  Gleichgewicht  eines  sphäroidischen  (eliipsoidischen) 
Satelliten ,  dessen  Dichtigkeit  wenig  von  der  des  Saturn  verschieden  wäre, 
nicht  bestehen  können,  und  nach  Lapiace  auch  das  eines  einfachen 
Ringes  von  elliptischem  Querschnitte  nicht.  Bedeutet  x  die  Entfernung, 
wo  die  Stabilität  aufhört,  R  den  Radius  des  Hauptkörpers,  so  ist  im  ersteren 
Falle  nach  V augh an  x  :  Ä  =  2,489,  im  zweiten  Falle  nach  Lapiace 
x:  R  =  2,404.  Wäre  der  mittlere  breite  Ring  einfach  in  allen  seinen  Thei- 
len  cohärent  und  nicht  etwa  eine  Zone  von  Asteroiden  oder  sehr  schmalen 
Ringen,  endlich  der  elliptische  Querschnitt  die  einzig  mögliche  Gleichge- 
wichtsform, so  müsste  demselben  eine  mindestens  8 fache  Dichtigkeit  zuge- 
schrieben werden,  welches  der  geringen  Masse  — -wegen    nicht  zulässig 

Ho- 
lst.    Die  Hypothese   einer  Asteroidenzone   gewinnt  der  La  place' sehen 
gegenüber  an  grösserer  Wahrscheinlichkeit,  da  dieselbe  mit  der  Stabilität 
des  ganzen  Systems  vereinbar  ist. 

Da  insbesondere  die  Vervollkommnung  der  Theorie  der  Gleicbgewichts- 
fonnen  frei  schwebender  Flüssigkeitsmassen,  deren  Theilchen  sich  nach 
dem  Ne  w  ton  'sehen  Gesetze  anziehen,  eine  vollständige  Lösung  der  com- 
plicirteren  Probleme  erst  anbahnen  muss,  so  wenden  wir  uns  hier  auch  spe- 
cielleren  Aufgaben  dieser  Gattung  zu  und  betrachten  zunächst  die  Gesetze 
der  Bewegung  eines  Paares  von  concentrischen,  coaxialen  Ringen  von  glei- 
cher Dichtigkeit  und  Urnlaufszeit  nm  den  gemeinschaftlichen  Schwerpunkt. 
Dieses  System  kann  alsdann  als  eine  einzige  und  zwar  discontinuirliche 
Gleichgewichtsfigur  betrachtet  werden.  Die  Bewegungsgleichung  eines, 
solitären  Ringes  mit  kreisförmigen  Querschnitt  ist  zuerst  im  Jahre  1850  von 
mir  in  meiner  Monographie  aufgestellt  worden;  sie  findet  sich  auch  in 
Bd.  VI  dieser  Zeitschrift  p.  68  und  lautet : 

«*  __        «*  ,  64r«  q     f  Mr^n 

-- — --  =  V  =  — -log  nat =  —  —  log  nat , 

2nfg  4r«    *        e .  «*        4r*jt    *         e.q 

wo  a  die  halbe  Dicke  des  Ringes,  q  den  Querschnitt,  r  den  Halbmesser 
und  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  bedeuten.  Wir  nehmen  im 
Folgenden  also  vorläufig  an  ,  dass  der  Querschnitt  der  beiden  Ringe  kreis- 
förmig sei,  indem  wir  am  Schlüsse  der  Untersuchung  den  Beweis  führen 
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werden,  dass  der  Querschnitt  der  Ringe  nur  sehr  wenig  von  dieser  Gestalt 
abweicht  .  Ist  der  Querschnitt  elliptisch  und  sind  die  Halbmesser  a  und  6, 
so  ist  die  Bewegungsgleichung  ziemlich  genau  {ibid.): 

ab  ,  04r*  g    ,  64r,w 

V  =  — r  log  nat ,   ,    _.,  =  —z—log  nat  —     . 

4r*  eab.}/l+k*       4r *  e .  q]/l  +  k* 

Wir  berechnen  zunächst  den  partiellen  Differentialquotienten  des  Gesammt- 
potentiales  ü*)  der  beiden  Ringkörper  auf  den  Mittelpunkt  des  Querschnitts 
jedes  einzelnen  Ringes.  Um  die  Bewegungsgleichung  zu  erhalten,  genügt 
es,  das  Potential  nach  r  zu  differenziren,  weil  die  Figur  nach  allen  Rich- 
tungen hin  symmetrisch  ist.  Die  Componente  R  der  Anziehung  in  der 
Richtung  des  Radius  vector  der  Bahn  ist  alsdann 

n       *      dü 

wo  f  bekanntlich  die  Gravitationsconstante  0,0002959  ist,  deren  Berechnung 
sich  findet  inPoisson's  Lehrbuch  der  Mechanik,  übers,  von  Ed.  Schmidt, 
zweiter  Theil  pag.  14. 
Es  sei  nun 

dü. 

a)  üi  das  Potential  des  äussern  Ringes  auf  sich  selbst,  Rl  =  f.p,—- • 

b)  Uu  das  Potential  des  innern  Ringes  auf  den  äussern,  Rn  =  f.  p  ——• 

c)  Um  das  Potential  des  innern  Ringes  auf  sich  selbst,  Rm  =  f.  p  -~r^lm 

arx 

d  üm 

d)  Uml  das  Potential  des  äussern  Ringes  auf  den  innern,  ÄUu=/,./t  -3 — 

Die  genaue  Bestimmung  dieser  Potentiale  ist  eine  an  sich  sehr  schwierige 
Aufgabe  und  möchte  vielleicht  in  blossen  Integralformeln  möglich  sein. 
Da  diese  uns  indess  bei  der  Erzielung  einer  concreten  Anschauung  völlig 
im  Stiche  lassen  würden ,  so  wollen  wir  einer  Näherungsmethode  den  Vor- 
zug geben  und  der  Einfachheit  wegen  annehmen,  dass  die  Dicke  der  Ringe 
im  Verhältniss  zu  ihrem  Durchmesser  klein  seien.  Das  Verlmltniss  der 
zum  Gleichgewichte  erforderlichen  Dimensionen  soll  alsdann  an  Zahlen - 
beispielen  zur  deutlichen  Anschauung  gebracht  werden. 
d)  Der  Werth  von  Rt  ist  nach  dem  Obigen  gleich 

rt«  .  64r* 


—  2nfQ.—log  nat 5 

'  x    4  r  e  .a* 


also 


a*  8r 

1)  Rl  =  —  27tfg  —  log  nat  -~= 

lr  ye  .  a 


*)  Obgleich  es  üblich  ist,  das  Potential  bei  dem  N  ew  ton 'sehen  Attractionsgesctze 
mit  Vz\x  bezeichnen,  so  ist  hier  die  allgemeinere  Bezeichnung  beibehalten  worden, 
um  die  Verwechselung  mit  dem  JLiotationsinoment  V  zu  vermeiden. 
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b)  Die  Anziehung  Bn  eines  Ringes  auf  einem  äussern  Pnnkt  ist  in 
dem  vorliegenden  Falle  nahezu  gleich  der  eines  Kreises  von  derselben 
Masse;  mithin 

* 
*     C     (r  —  ri  cosqt}  rt  dw 

*n=  2?i  fQ  /  — V %—'-J 

j/   (r*-2rrlCos<p  +  r*)* 

/*(l— 2 — £ cos^-  )dq> 

•     •»   (-j^-f)1" 

Setzt  man  fortan  4rr, :  (r  +  r^'^:  «8,  —  =  —  —  #,  so  geht  das  vorstehende 
Integral  über  in  die  beiden  folgenden: 

_  H    /* d<& .    *V,n\     fsin&J* 


Da  nun 


n  » 

2  2 


so  ist  der  erste  Theil  von  Äu  gleich 

_.ftftii{1+(i)v+^+c-tl-:9V+...} 

Das  zweite  Integral  hat  den  Werth 
Vereinigt  man  dieselben,  so  wird 

^=-,ftSl>q[.+.(i)v+.(^+ ] 

worin  sich  auch  noch  das  Vcrhältniss  r,  :  r  verwandeln  lässt  in 

Dies   ist  jedoch   für   eine  wirkliche  Berechnung    des  Integrals   unzweck- 
massig.    Die  Bewegungsgloichung  für  den  äussern  Ring  ist  demgemäss 
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-H(i)'-H-:)''+-]|- 

c)  Die  Componente  Rm  ist  wiederum  analog  a) 
3)  Äm=  —  *%fq  1^  log  nat  -i^l— 

<f)  Die  Anziehung  des  äussern  Ringes  auf  den  Mittelpunkt  eines  Quer- 
schnitts des  innern  Ringes  ergiebt  sich  durch  Analogie  aus  i?u,  wenn  man 
r  mit  rt  und  umgekehrt  vertauscht;  ebenso  qx  mit  q  und  g  mit  qt.  Die 
Gleichung  der  Bewegung  des  innern  Ringes  ist  demgemäss 

worin  der  eingeklammerte  Ausdruck  negativ  i6t.   Es  ist  nämlich 

Führt  man  diesen  Werth  in  die  Klammer  ein,  so  geht  sie  über  in 

8  j1  +  *   +  U8i+128-+"") 
Sollen  die  beiden  Ringe  gleiche  Umlaufszeiten  besitzen,  so  muss  V=  \\ 
sein,  und  es  lässt  sich  für  gegebene  Verhältnisse  ihrer  Durchmesser  immer 
das  ihrer  Querschnitte  oder  ihrer  Dicken  berechnen. 

Man  zieht  nämlich  aus  b)  und  d)  leicht  die  Bedingungsgleichung 

„  [»-^^■'--^{[■^ay^'Gry-^-] 


-?[G)'H4K~]| 

""(^-^-TiH(^'eT3,'+--] 

ziKfeG^+rJl 

-?Ki)'+'Gr3,'+--]| 
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Um  die  physikalischen  Analogien  dieser  Formel  zu  fixiren,  sei  bei- 
spielsweise r  :  r,  —  3,  r  :  j/g  =  10.  Dann  ist  r  :  a  =  10  f/re  =  17,725.  Da 
nnn  das  hiervon  abhängige  Verhältniss  ri  :  a,  noch  anbekannt  ist,  so  nehmen 
wir  es  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  vorläufig  gleich  r:a  an;  es 
wird  sich  alsdann  aus  dem  hieraus  berechneten  Werthe  von  qt:q  ein  ge- 
nauerer Werth  substituiren  lassen.    Die  Formel  geht  wegen  g*=  J  über  in; 

?<       lognatm-*^  12,2409-     2,5503}  ^   ^  +  ^  ^    , 
«      '•fca««»-*2.  {2,2409  -0,28401       «**'-**>»       >*' 
Um  einen  zweiten  Näherungswerth  zu  erhalten,  hat  man  also  rechts  den 
Quotienten  rf :  }/qt  =  — - —  r  :  j/q  einzuführen.    Hieraus  folgt: 

o 

qx         log  nat  86  +  2,6738         4,4543  +  2,6738         1 


?        Qlognat  64  —  2,3042       37,4209  —  2,3042       4,93 
Das  hypothetische  Verhältniss  betrug  ^  :  q  =  1  :  9,  das  wahre  ist  1  :  4,921. 
Ans  dem  Vorhergehenden  ergeben  sich  folgende  Gesetze: 

1.  Bei  solitären  Ringen  von  derselben  Dichtigkeit  sind  die  Umlaufs- 
zeiten gleich,  wenn  das  Verhältniss  ihrer  Dicke  zu  ihrem  Durchmesser  con- 
stant  bleibt,  d.  h.  wenn  sie  einander  ähnlich  sind. 

2.  Innerhalb  massig  weiter  Grenzen  sind  die  Umlaufszeiten  den  Durch- 
messern direct,  den  Dicken  umgekehrt  proportional.  Der  Exponent  des 
Verhältnisses  nimmt  ab  bei  wachsendem  Durchmesser  der  Bahn. 

3.  Bei  zwei  concentrischen  Ringen  von  derselben  Dichtigkeit  und 
gleicher  Umlanfszeit  nimmt  im  Gegensatz  zu  1.  das  Verhältniss  der  Dicken 
in  einem  geringeren  Maasse  zu ,  als  das  ihrer  Durchmesser.  Ist  z.  B. 
r  :  rt  =  3  : 1,  so  ist  a  :  at  =  j/4,92  :  1. 

4.  Die  Umlaufszeit  des  äussern  Ringes  ist  kleiner,  die  des  innen* 
grösser,  als  wenn  jeder  nur  seiner  eigenen  Anziehung  unterworfen  wäre. 
Im  vorliegenden  Falle  ist  das  Rotationsmoment  F=  0,0080,  wogegen  für 
den  äussern  Ring  allein  betragen  würde  V  =  0,0071 ,  für  den  innern 
Vy-=  0,0121.  Die  Unterschiede  dieser  Werthe  von  dem  gemeinsamen  ver- 
halten sich  umgekehrt  wie  die  Querschnitte. 

5.  Das  Volumen  des  äussern  Ringes  ist  viel  grösser  und  verhält  sich 
im  vorliegenden  Falle  wie  rq  :  r,  qt  =  3  .  f/4,92  :  1  =  6,67  : 1. 

Nachdem  nun  die  gegenseitige  Lage  des  Systems  für  einen  speciellen 
Fall  ermittelt  worden  ist,  wollen  wir  es  versuchen,  die  Grösse  der  Abplat- 
tung des  Querschnitts,  welcher  nahezu  elliptisch  ist,  näherungsweise  zu 
bestimmen.  Jeder  Querschnitt  hat  einen  Polar-  und  Aequatorialhalbmesaer. 
Der  erstere  sei  «,  der  zweite  b  und  b  :  a  =  j/l  +  A*. 

Um  zunächst  die  Componente  Bx  der  Anziehung  eines  Punktes  des 
Aeqaators   des   äussern   Ringes-  seiten   der   eignen  Masse    zu   bestimmen, 

Zeitschrift  f.  Mathematik  u.  Physik.  X,  1.  & 
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hat  man  das  Verhaltniss  der  Anziehung  /?,  des  ganzen  Ringes  auf  das 
Centrum  eines  elliptischen  Querschnitts  zu  der  Anziehung  Ä5  desselben  auf 
den  Aequator  aufzusuchen.    Alsdann  ist 

Bt  =  Rb — Än 
oder  wenn  man  nach  q>  differenzirt: 

dR.  dRt,  </**_       rfÄ, 

Die  Anziehung  irgend  eines  Querschnittes  auf  das  Centrum  des  Haupt- 
schnittes ist,  wie  in  meiner  früheren  Schrift  gezeigt  worden  ist, 
</#!=  —  \nf$r  (1  -  cosS)  cos&d&. 
Bezeichnen  wir  die  dem  Punkte  des  Aequators  entsprechenden  Grössen 

it 
mit  Ä5,  öi ,  #, ,  so  ist  für  b*:  r*<  2  (1  —  cosq>),  also  ungefähr  q>  >  -- 


cos 


dt  _  [rt  +  (r  +  6),  —  2r(r  +  fe)  cosy]*  :  [r'  +  (r  +  6)2— 2r(r+ft)cojfy+gt]^ 

cosd  [2^-2^  cos<p]*  :  [2r*—  2r*  co*<p  +  a»]4 

also  näherungsweise 


a%b 
cos  öi—  COSÖ  + 


4r8  (1  —  cosq>)' 
Ferner  ist 

r  +  v  4-  b  r  +  u 

cos&t-.cosd—  y^  •  y 


also  näh erungs weise 


r*+  (r  +  b)%  —2r(r  +  b)  cos<p]l    [2r*  -  2r2  cos<p)4 
cos  #,  =  cos#  (  1  H fan  #*]• 


Da  nun  dRb  =  — info*-  (l  —  cosöi)  cos&t  d& 

15 
ist,  so  erhält  man  für  2#  <  —  n 

lo 

Es  lässt  sich  weiter  der  Querschnitt  berechnen,  bis  zu  welchem  der 
Unterschied  der  Gesammtattraction  der  entfernteren  Theile  des  Ringes 
auf  das  Centrum  und  den  Aequator  gleich  Null  ist.  Sei  für  diese  Grenze 
#  =  6,  so  ist 


-0 

0      (  L   rT?  +  eog*-i 


lan&  sind  1=0. 


Von  Dr.  Ludwig  Matthiessen. 


67 


Für  diejenigen  Werthe  von  #,  wobei  —  gegen  cos  #*  sehr  klein  ist, 

man  das  Integral  durch  Näherung  finden.    Es  ist  alsdann 
&  'S 


also 


—  =  blog  nat  tan  ^—  +  -1- 


CO* 


13tt 


Diese  Gleichung  giebt  nahezu  den   Wurzelwerth  0  =  —  oder  73°. 

32 

Der  grössern  Klarheit  wegen  wollen  wir  hier  die  Intensität  i  für  jeden 

Querschnitt  nach  sechzehntel  Theilen  von  n  berechnen.    Die  Werthe  von 

i  sind  berechnet  nach  der  Formel : 


a*    41— 3cosfl*i 

1  =  Tl  I s—  I  •  100°- 

16  r*  \      cosd*      S 


20 

0 

n 

15 

n 

AT 

3« 
16 

n 

T 

bn 
.6 

3« 

8 

In 
16 

* 
"2 

* 

I    

;  0,398 

0,397 

0,396 

0,395 

0,394 

0,387 

0,372 

0,342 

0,281 

2fr 

9» 
16 

bn 
8 

11* 
16 

3* 
4 

.  13w 
16 

In 
8 

\bn 
16 

n 

i 

0,161 

+ 
0,089 

+ 
0,609 

+ 
1,980 

+ 
6,103 

+ 
23,480 

+ 
194,60 



Bei  Berechnung  dieser  Tabelle  ist  r* :  a*  =  100  .  n  angenommen.    Aus 

13  n 
derselben  geht  ebenfalls  hervor,  dass  6  nahe  bei  —  Hegt.     Da  die  oben 

32 

angeführte  Gleichung  F(ß)  =  0  von  der  Oeffnung  des  Ringes  unabhängig 

ist,  so  gilt  der  Wurzelwerth  6  für  alle  Hinge,  deren  Oeffnung  beträchtlich 

ist  im  Verhältnis  zur  Dicke.    Wenn  wir  nun  die  übrigen  Weithe  von  i  mit 

den  entsprechenden  it  eiues  unendlichen  Cylinders  von  derselben  Dicke 

vergleichen,  so  scheint  daraus  hervorzugehen,  dass  die  Componente  B{  von 

der  Componente  Bü  des  Cylinders  um  etwas  übertroffen  wird.    Bezeichnen 

wir  nämlich  die  halbe  Länge  eines  im  Hauptschnitt  gelegenen  Cylinders 

mit  s ,  so  ist  für  s  beträchtlich  gegen  b 

jn  abds  „   f     abrdft 

wenn  man  ds  =  2rd#  annimmt.    Es  ist  demnach  r  —  b  .  17,725  und  nahezu 
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1 

7 

7t 

15« 
16 

7«    j    13« 
8           16 

3* 
4 

10 

bn 

8 

9s 
10 

* 

i\ 

+ 

0,052 

0,062 

0,076 

0,095  |  0,122 

0,157 

0,210 

1- 

0,288    0,411 

8 

In 

3* 

bn 

n 

! 
3«    |     * 

n 

0 

r 

16 

8 

16 

4 

16          8 

16 

«i 

0,614 

0,075 

1,680 

3,290 

7,796 

25,488 

186,66 

~ 

Hieraus  folgt,   dass   der  Ueberschuss   der  Anziehung  des   Cylinders 
nahezu  sich  ausdrücken  lässt  durch  das  Integral 


16 

„    ,       C  abds  „    ,  64ö6  .    ,     A 


00229. 


Demgemäss   ist  die  Componente  Y  der  Anziehung   des  Ringes  auf  einen 
Punkt  (x,  y)  seines  Hauptschnittes,  so  weit  sie  auf  die  Abplattung  einwirkt 

.        F=  -  4 */>  j  —-i-^-  0,00229  J  y. 

Zur  Vergleichung  sollen  hier  auch  die  Intensitäten  J  der  Anziehung 
der  entfernteren  Thfiile  des  Ringes  auf  den  Schwerpunkt  eines  Haupt- 
schnittes von  32stel  zu  32stel  seiner  Bogentheile  berechnet  werden.  Dabei 
bedeutet  0  wieder  die  Amplitude  des  anziehenden  Querschnitts  /,  die 
Intensität  in  Tausendfachen  ihrer  wirklichen  Werthe  ausgedrückt.  Die 
Formel  ist  also : 

cos& 


J=  cosd  li 


V    4r« 


+   COid> 


J 


.1000. 


2fr 

1- 

n 

1 
1     n 

8~ 

3«    |     ffx 
16    !     7 

i 

5*   • 
1     16 

3* 

8 

In 
16 

n 
2 

J 

,  0,398 

II 

0,400 

0,406 

0,416'i  0,431 

0,451 

0,479 

0,515 

0,563 

2$ 

9«        bn 
16          8 

litt 
16 

3* 
4 

13* 
16 

In 

8 

15« 
16 

Tt 

J 

0,628  [  0,717 

0,845 

1,039 

1,372 

2,041 

4,061 

0,000 

Das  Max.  von  /  6,820  liegt  bei  cosd*=i  (/$—  1),  oder  cos&  =  0,044 

35  7t 
■  cos #     Von  dieser  Stelle  an  nimmt  /  rasch  gegen  Null  ab.     Die  An- 
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ziehung  des  nächsten  Quadranten  ist  ungefähr  3  mal  so  stark  als  die  des 
entfernteren. 

Die  Coraponente  X  der  Anziehung  des  Ringes  auf  einen  Punkt  (x,  y) 
seines  Hauptschnittes,  so  weit  sie  bei  der  Berechnung  der  Abplattung  in 
Betracht  kommt,  weicht  weniger  von  der  eines  hypothetischen  Cy  linders 
ab.  Sie  ist  bis  zu  denselben  Grenzen  der  Genauigkeit  auf  ähnliche  Art  zu 
berechnen.  Die  gesuchte  Compouente  hat  für  einen  unendlichen  elliptischen 
Cylinder  den  Werth 


X=—  4nfg 


Vl  +  * 


1  +  j/l  +  A8 

Bei  dem  Ringe  ist  eine  kleine  Correction  anzubringen,  die  man  erhält, 
wenn  man  in  geeigneter  Weise  den  Ueberschuss  der  Anziehung  des  Ringes 
über  die  des  Cylinders  zu  ermitteln  sucht.  Die  Massenanziehung  A{  des  Ringes 
auf  den  vom  äussern  und  inuern  Aequator  am  weitesten  entfernten  Punkt 
(0,  6),  also  auf  den  Pol  des  Hauptschnitts  ist,  gerechnet  bis  zur  Amplitude  & 
d  d 

-  T         abds  ,        C  abruft  (  3a2      \ 

Jt=-2nfQaJ  {^Cos*  +  a*)r-47lfQaJ  SrW^1  ~  8>c^)' 
0  0 

3  a2 

worin  der  Ausdruck  — s innerhalb  der  Klammer  vernachlässigt  wer- 

Sr*cos  #2 

den  darf.    Zur  deutlichen  Einsicht  berechnen  wir,  jedoch  mit  Berücksich- 

7  1t  15  JE 

tigung  der  genauen  Formel  bei  —  und   — - 


.  __   a2 


J 

cosd* 


1000. 


20    1     0 

n 
15 

3« 
16 

n 
T 

0,252 

+ 
0,130 

bn 
1(5 

3* 

8 

In 
1(5 

* 
7 

f„    ||o,l09 

+ 
4    II  0,147 

0,202 

+ 
0,140 

0,211 

+ 
0,135 

0,227 

+ 
0,132 

0,290  '  0,347  I  0,431 

+    i     +    |     + 
0,133  ,0,137  ,0,143 

0,563 

+ 
0,152 

2»    |    ^ 


0,781 

+ 
0,167 


bn 
8 


1,164 

+ 
0,189 


11* 
16 


1,904 

+ 
0,224 


3« 

13« 

7« 

\bn 

4 

16 

8 

16 

3,540 

8,159 

25,970 

187,31 

+ 

+ 

+ 

+ 

0,250 

0,363 

0,482 

0,Q5 

0,000 


Es  folgt  nun  auf  den  ersten  Blick  aus  den  Differenzen  J=iü  —  *i» 
ferner  daraus,  dass  die  Resultante  der  absoluten  Massenanziehung  in  allen 
Punkten  der  Oberfläche  eines  elliptischen  Cylinders  constant*)  ist,  der  Satz: 

*)  Vergl.  meine:  Neue  Untersuchungen  über  frei  rotirende  Flüssigkeiten.    Kiel 
1859.  pag.  37. 


70  Ueber  Systeme  kosmischer  Ringe  etc. 


Die  Componente  Ax  seitens  der  Anziehung  des  Ringes  ist  grösser  als 
die  Componente  Aü  sciten  der  Anziehung  des  Cy  linders  und  zwar  wird  der 
Unterschied  Ax  —  Av  sehr  nahe  ausgedrückt  durch  das  Integral 


n  in 

s=sr  TT 

r  ab  ds       M  _  C  ai 


bd& 


lcosd* 


oder  nahezu  —  Anfoa     .log tan  — -    • 

'*     |j6r*    *         32  J 

Für  den  Fall,  dass  rl :  a*=  lOOrc  ist,  nimmt  der  eingeklammerte  Ausdruck 
den  Werth  0,00040  an.  Demgemäss  ist  die  Componente  X  der  Anziehung 
auf  irgend  einen  Punkt  [xy  y)  in  der  Richtung  der  x-  Axe  gleich 


X—  —  litfol     ^---ü.    +  0,00046  }. 


In  den  beiden  Componenten  AT  und  Z  ist  die  Anziehung  des  innern  Rin: 
ges  noch  nicht  berücksichtigt.  Da  dieselben  aber  dazu  dienen  können,  die 
Bedingungen  des  Gleichgewichts  solitärer  Ringe  von  grosser  Oeffnung  zu 
berechnen,  so  wollen  wir  hierbei  noch  kurz  verweilen.  Man  erhält  die 
Differenzialgleichung  der  Peripherie  des  Querschnittes,  wenn  man  die  An- 
ziehungen in  die  Elemente  ihrer  Richtungen  multiplicirt,  die  Summe  durch 
2nfQ  dividirt  und  gleich  Null  setzt,  also: 


\ %    —  —0,00458—  V\ydy+  \    *'  |JL_^  +  0,00092)  xdx  =  0. 

fl+j/l  +  A»  )  li+yi  +  i*  ) 

Da  nun  die  Differentialgleichung   der  Ellipse   einen  ähnlichen  Ausdruck 
hat,  nämlich 

ydy  +  (1+A*)a:rftf  =  0, 

so  ergiebt  sich  hieraus,   dass  die  Gleichgewichtsbedingungen  freier  Ringe 
mit  grosser  Oeffnung  sind 

V  =  —  log  nat  — .  , 
4r*     y        e.a* 

2/iTÄs  ,  a*  15« 
—  .  +  Tr-Jog  nat—- 
\+V\+V     ***  32  

64r«  —  l  +  k%' 


2 2!VJüY-— ;         64r* 

1+j/f+X*      2r*  \  Zn)       4r*  °9  "*  Ja1' 


Die  erste  Gleichung  bestimmt  die  Umwälzungszeit  des  Ringes ,  die  zweite 
seine  Abplattung,  welche  immer  sehr  gering  ist,  s*o  dass  mau  in  den  eben 
aufgestellten  Formeln  a*  an  die  Stelle  von  ab  setzen  darf.  Für  unsem 
speciellen  Fall  ist 
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V=  0,0071, 

2l/l  +A« 
r        =.  +  0,00092 


—  0,00458  —  0,0071 


1+j/l  +  A« 


Setzt  man  p  an  die  Stelle  vonj/l  +  #*,  so  erhält  man  die  Gleichung 

0,01168p8    -  1,98832p2  +  2,00092p  +  0,00092  =  0 , 
deren  kleinster  Wurzel  werth  p  =  b:a  —  1,0132  ist.     Die  Abplattung  würde 

also   —  betragen. 

Für    den  Erdball   beträgt   V  =  0,0022997  und  r  :  a  =  33,23*).      Die 
Gleichung,  durch  welche  die  Abplattung  bestimmt  wird,  würde  lauten: 

0,0036p8  —  1,9964  p2  +  2,00026p  +  0,00026  =  0. 
Hieraus  findet  man  p  =  b  :a  =  1,0039.  Stellen  wir  die  Resultate  tabellarisch 
zusammen,  so  ergiebt  sich : 

V  =  0,0071 ,  a :  b  :  r  =  1 : 1,0132  :    17,725 

V  =  0,0023  ,  a  :  b  :  r  =  1 :  1,0039  :   33,23 

V  =  0,0001 ,  a  :  b  :  r  =  1  :.1,0001  :  198,0 

Für  sehr  kleine  Werthe  von  V  oder  für  grosse  Oeffnungeu  ist  nahe  zu 

V  =  —  =  — -  log  nat  — ;■ . 
2        4H    y  a* 

in  dieser  Eigenschaft  nähert  sich  der  freie  Ring  dem  Jacobi'schen  Ellip- 

soide,   indem  unter,  denselben  Verhältnissen  die  Bewegungsgleichung  die 

analoge  Form 

annimmt  (vergl.  Zeitschr.  Bd.  VI  pag.  72). 

Wir  kehren  zur  frühern  Aufgabe  zurück,  und  untersuchen,  wie  nun 
die  Componenten  X  und  Y  durch  die  Einwirkung  des  innern  Ringes  modi- 
ticirt  werden.  Die  Aenderung  der  Anziehung  des  innern  Ringes  auf  den 
äussern  vom  Centrum  zum  Aequator  hin  wird  gefunden,  wenn  man  Ru  nach 
r  differenzirt  und  den  Differenzialquotienten  mit  b  multiplicirt.  Man  findet 
nun  durch  Näherung 

2b 


vzy- 


—  r,  cos  q> 

Bezeichnen  wir  die  Componenten  der  Anziehung  des  innern  Ringes  auf  die 
Punkte  (6,0)  und  (0,a)  bezüglich  mit  Bm  und  Am,  so  erhält  man  #„,,  indem 

( —— j  b  mit  Än  multiplicirt,  also 


man 


*)  Vergl   Neue  Untersuchungen  etc.  Kiel  185U  pag.  73;  und:    Zeitschrift,  Jahr- 
gang VI.  1861  pag.  68. 
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n 

/rtdq> 
(r'-^rTtCOSv  +  rtf 
0 
n 

0 

=  4 t*/>  ,  q\  r>  .  -  2,9878 b  =  Info  .  0,000467  6. 
(r  +  ^i  J 

Die  Cotnponente  Am  kann  annähernd  aus  der  ßu  gefunden  werden.      Man 

nehme  die  Anziehung  eines  in  der  Entfernung  rn  befindlichen  Querschnittes 

auf  den  Punkt  (#,  y)  und  inultiplicire  sie  mit  dem  Elemente  ihrer  Richtung 

d  /Ou+sO'  +  a*  also 

*' >«+*?+*■    ' 

und  wenn  man  nach  ausgeführter  Differenzirung  sehr  kleine  Grössen  ver- 
nachlässigt 

,   fSd.y       2ydy     xdxl 

Da  nun  die  beiden  letzten  Ausdrücke  Functionen  der  Coordinate  des  Haupt- 
schnittes sind,  so  geht  hieraus  hervor,  dass  für  irgend  einen  Puukt  (xt*y)  die 
Componenten  der  Anziehung   Seiten  des  innern  Ringes  in  der  Proportion 

*ii.:  *m  =  ;r:(--2;/) 
stehen,  dass  also  sein  wird 

*,„  =  —  ^ui^  =  —  Bm  jj  =  —  **/>  •  0,00023  .  x 

Die  vollständige  Differentialgleichung  der  Peripherie  des  Hauptschnitts  von 
dem  äusseren  Ringe  ist  also 

)  "-=--  —  0,00458  —0,00047  —  V  \  y dy 

h+j/i  +  l'  ( 

+  {  — r-  pL=-  +  0,00092  +  0,00023  )  xdx  =  0 
ll+j/l  +  X*  ) 

und  weil  V  für  das  Doppelsystem  den  Werth  0,0080 

0,01305p3  —  1 ,98695p*  +  2,001 15p  +  0,001 15  =  0. 

Hieraus  ergiebt  sich 

p  oder  f/ 1  -H*2  =  1,0147,  also  Abplattung =  —  . 

Durch  einen  concentrischen  innern  Ring  wird  also  die  Abplattung  vergrössert. 
Die  Berechnung  der  Abplattung  des  innern  Ringes  geschieht  auf  ähn- 
liche Art.     Dabei  ist  zu  berücksichtigen,  dass  a,2 :  r1,  =  9  :  490k  und 

b  Zb(rcos<p  —  rt) 


\  drt  / 


r  cos  q>  —  rt        (r* + r t  2  —  2  rrt  cos  <p) 
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Mit  Zuziehung  von  Rm  und  wegen  sing>  =  sin2d-  =  2  sin  ftcos  &  erhält  man 

2  2  J 

C d& br%        f*  (sind*  — sind4)  d&I 

J    (1  — f»Wii0*)l       {r+rtfj        (I—  fsto&fi~[' 
0  0  ] 

welche  Integrale  wegen  sin  &*  = , leicht  auf  elliptische  re- 

ducirt  werden  können.  Inders  kann  man  versichert  sein ,  dass  der  Werth 
von  ßm  sehr  klein  ausfallen  wird,  also  vernachlässigt  werden  darf.  Die 
Compooente  Am  ist  aber  bedeutender,  nämlich 

7E 
2 

ar         [*        dfr  ar  1  /*    \ 

0 
Fuhrt  man  die  Werthe  in  Zahlen  ein,  so  wird  Jm  —  —  4*/*^  .  0,00129.  a. 

Die  vollständige  Differentialgleichung  der  Peripherie  des  Hauptschnittes 
von  dem  innern  Ringe  ist  also 

| ?—; —0,00843—  V}ydy+  l-^~ -  , —  +0,00169  +  0,00129)*  rfa:=0, 

|l+j/l  +  A»  J  ri+j/i  +  x2  ) 

welches  in  p  ausgedrückt,  folgende  Gleichung  für  die  Abplattung  ergiebt 

0,01643j&8  —  1,98357  p2  +  2,00298p  +  0,00298  =0. 

Die  Wurzel  dieser  Gleichung  ist 

p  =  j/T+tf  =  1,0227 ,  also  Abplattung  -^?  =  -. 

Ohne  den  Einfiuss  des  äusssern  Ringes  müsstc  zum  Bestehen  des  Gleich- 
gewichts die  Umlaufszeit  kürzer,  nämlich  V  =  0,0121  und  die  Abplattung 
grösser  sein.     Man  findet  unter  dieser  Annahme  p  =  j/l+Jl*  =  1,0234,  also 

die  Abplattung  gleich  — — .    Zugleich  geht  aus  der  Berechnung  hervor,  dass 

der  innere  Ring  eine  grössere  Abplattung  als  der  äussere  besitzt.  Sollte 
man c hieraus  nicht  den  Schlusss  ziehen  dürfen,  dass  auch  bei  einfachen 
Ringen  der  innere  Rand  schärfer  ist  wie  der  äussere  ? 
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L    Notiz  über  die  Convergenz  und  Divergenz  unendlicher  Reihen. 

Die  gewöhnliche  Convergenzregel,  dass  die  aus  positiven  Gliedern  be- 
stehende Reihe 

"o  +  wi  +  Mt  +  Ws+ 

couvergirt  oder  divergirt,  je  nachdem  Lim  — ^ — weniger  oder  mehr  als 

die  Einheit  beträgt ,  liefert  bekanntlich  in  dem  Falle  keine  Entscheidung, 
wo  jener  Grenzwerth  gleich  der  Einheit  ist;  man  benutzt  dann  das  weitere 
Criterium,  dass  die  Reihe  convergirt  oder  divergirt,  je  nachdem 


H"('-\+')l 


mehr  oder  weniger  als  die  Einheit  ausmacht.  Anch  dieser  Satz  verliert 
seine  Anwendbarkeit,  sobald  der  vorliegende  Grenzwerth  die  Einheit  er- 
reicht; man  hat  dann  zu  untersuchen,  ob  der  Ausdruck 


Lim  \nln  —  Ü5±I  („  +  i) /(„  +  i)j 


positiv  oder  negativ  ist;  im  ersten  Falle  convergirt  die  Reihe,  im  zweiten 
divergirt  sie.*)  Da  es  ohne  Zweifel  eine  gewisse  Unbequemlichkeit  hat, 
eventualiter  drei  verschiedene  Convergenzregeln  anwenden  zu  müssen, 
so  ist  vielleicht  der  Nach  weiss  nicht  überflüssig,  dass  man  dieselben  zu 
einem,  für  die  meisten  praktischen  Fälle  ausreichendenSatze  zusammen- 
ziehen kann. 

Es  gelingt  nämlich  sehr  häufig,  den  Quotienten      n  +  1  in   eine  Reihe 

«n 

zu  verwandeln,  welche  nach  absteigenden  Potenzen  von  n  fortschreitet  und 
bei  hinreichend  grossen  n  convergirt;  man  hat  dann  eine  Gleichung  von 
der  Form 


*)  Die  Convergenzregeln  findet  man  vollständig  in  des  Verfassers  „Handbuch 
der  algebraischen  Analysis",  3.  Aufl.  SS.  109 — 1 13. 


oder  kürzer 
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«.  »  ^  «• r  «• r  •    • 


1)  JÜ^L=a_±  + 


ML=a_i  +  £ 


wo  £  eine  endliche  Grösse  bezeichnet,  auf  deren  Betrag  es  nicht  weiter  an- 
kommt.    Aus  der  vorstehenden  Gleichung  folgt  zunächst 


««+i 


Lim —  =  ck  , 

also  convergirt  die  Reihe  w0  +  Mi+  etc-  ^ür  *<  l  nn^  divergirt  für  a  >1. 
Im  Falle  a  =  1  giebt  die  Gleichung  1) 

es  entscheidet  demnach  ß>  1  die  Con^vergenz,  0<  1  die  Divergenz.     Für 
a  =  1  und  j5  =  1  ergiebt  sich  aus  No.  1) 

Lim  Lln  —  -^tL  (n+1)  l  {n  + 1)| 

=i,„ }.,._  „c.+  d  +"(,_., 'J£ü±i>  +,  '-^+-'>  j 

mithin  divergirt  die  Reihe.     Das  Bisherige  führt  zu  dem  Satze: 
Wenn  der  Quotient  w«+i :  un  aufdie  Form 

un  n        n* 

gebracht  werden  kann,  so  convergirt  oder  divergirt  die 
Reihe  t/0  +  w,  +  wt  +  e  t  c. ,  je  nachdem  a  <  1  oder«  >1  ist, 
und   im  Falle   a  —  \    convergirt   sie    nur    unter   der  Be- 
dingung ß>  l. 
Hierin   ist  u.  A.    die  bekannte  Gauss'sche    Convergenzregel    begriffen, 
welche  unter  der  Voraussetzung  gilt,  dass  der  Quotient  un+\  :  w*  folgende 
Form  habe : 

"^  nk  +  A  n^-1  +  Bn*-*+~. 

.+£+5+.... 


n       rr 


Die  Entwickelung  nach  Potenzen  von  —  giebt  nämlich: 

— —      —  i  —        -f- . .  •  •  . , 
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also  convergirtdie  Reihe  wenn  A  —  Ä  >  1  ist,  und  divergirt  für  A  —  Ä  5?  1. 
Der  obige  Satz  passt  aber  allgemeiner  auf  viele  Fälle,  in  denen  die 
Gauss1  sehe  Kegel  keine  Anwendung  findet,  namentlich  empfiehlt  er  sich 
durch  den  bequemen  Umstand,  dass  man  nur  die  beiden  ersten  Glieder  der 
Eutwickelung  von  Wti+i :  w«  zu  berechnen  braucht.     Für  die  Reihe  z.  B. 

ist,  wenn  uQ  =  0,  w,  =  1,  w2  =  e~x  etc«  gesetzt  wird, 

u»  n 

also  divergirt  die  Reihe.  —  Für  die  ähnliche  Reihe  dagegen 

^  l    -♦  ,    l    -<*+*>      i    -(*+*+*> 
l+ye       +-e  +Je  +... 

hat  man 

-JL  _-L 

«iH-i  _     n  n l__       " 

-(.-i+...)(.-i+...)--4+ 

mithin  ist  hier  Convergenz  vorhanden.  —  Schlömilch.     • 


IL   lieber  zwei  bestimmte  Integrale. 

Obschon  bereits  seit  langer  Zeit  die  beiden  Integralformeln 

/»°°  /-    -  ^  V 

I   e-«8'2  cos  20*  dt  =  Vj^e     Ka,  «  >  0 


o  2« 


re-«**sin2ßtdl  =  Le-(ly    C^di,  «  >0 

0  0 

bekannt  sind,  so  hat  doch,  wie  es  scheint,  Niemand  den  Versuch  gemacht, 
die  analogen  Integrale  » 

fer  *P*  cos  (a2  f)  dl  und     fer  2?  <  sin  (a*  f«)  dt 

0  0 

zu  entwickeln.  Vielleicht  ist  daher  die  Bemerkung  nicht  überflüssig,  dass  die 
Werthe  aller  vier  Integrale  aus  einer  und  derselben  Quelle  hergeleitet 
werden  können ,  nämlich  aus  der  Gleichung 

a  ab  b 

JF  (x  +  ib)  dx  —JF(x)  dx  =  iJF(a  +  iy)  dy  —  ijF(iy)  dy , 
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welche  gilt,  wenn  die  Function  F  (a+iy)  endlich,  stetig  und  eindeutig 
bleibt  für  alle  Punkte  xy,  welche  das  aus  den  Seiten  a  und  b  construirte 
Rechteck  nicht  tiberschreiten. 

Nimmt  man  F{z)  =  er*  ,  vergleicht  beiderseits  die  reellen  und  ima- 
ginären Theile  und  lässt  schliesslich  a  unendlich  werden,  so  erhält  man  die 
Gleichungen 

00  /oo 

e **  /  er**  cos  2bx  dx=    I  e—**  dx  =  —  j/ä 
0  0 

b 


n  > 


J30 
9$      ' 


'*  /  er**  sin2bx  dx  =  /  ev*  dtj , 


e* 

0  0 

aus  welchen  die  anfangs  erwähnten  Formeln    mittelst  der  Substitutionen 

o 

*=<**,  b  =   —folgen. 

Nimmt  man  zweitens  F(z)  =  e'*2,  so  findet  man  durch  Vergleichung 
der  reellen  und  imaginären  Partien 

a  ab 

§  e~"2bx  cos  (x* — b%)  dx-=  f  cos  (.r*)  dx  —  /  sin  (y*)dy 
0  0  0 

h 

+  j  er***  8intf  —  tfi)dy, 

0 
a  ab 

I  em"7bx  sin  (x* —  b*)  dx  =  /  sin  (a-f)  dx  —   /  cos  (y*)  dy 


0 
b 


+  /  e~7nycos(y%  —  a*)dy. 


0 

Wie  leicht  zu  sehen  ist,  verschwinden  für  a  ■=.  oo  die  letzten  Integrale 
rechter  Hand;  es  bleiben  daher  folgende  Gleichungen 

/o  oo  b 

e—2bxcos  (a-*— 6*)  dx  =   /  cos  (a*)  da:  —  /  sin  (y*)  dy  , 
0  0  0 

*  Oft  f»  0 


/  er2b*  sin  (x* —  b*)  dx  =   /  siw  (x')  dx  —   I  cos  (y2)  tfy, 


0  0 

woflir  man  wegen  des  bekannten  Wertlies 
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0 
kürzer  schreiben  kann 


/  cos  (x*)  dx=  f  sin(x*)  dx  ~—T/  '■ 


j  e~ 2b*  cos  (*«-&*)  dx  =  jsin  (y*)  dy, 
0  b 

00  jX 

/  e-2'*  sin  (x*  —  b*)  dx r  =:   Aos  (y*)  d y. 
0  0 

Hieraas  leitet  man  ohne  Mühe  die  folgenden  Formeln  ab 

/OD  OD  op 

<r-2'*  cos  (ic«)  da:  =  cos  (ö*)    /  sin  (y*)  dy  —  sm  (&*)  /  cos  (y8)  dy  , 
0  b  b 

I  e-2bx  sin  (x*)  dx  =  sin  (b*)  j  sin  (ya)  dy  +  cos  (b%)    icos  (y8)  dy , 
0  b  b 

welche  für  x  =  af,  ft  =  —in  die  nachstehenden  übergehn 

ie-2ß<cos(a*P)dt 
0 

= i  j  c°s  ($-)  j  ™  <*■) d*  -  **»  ® /c°*  v>  dA> 

OD 

/V2/3' sin  («**•)  d* 
0 

/»°°  .OD 

=  -J  I  ^n  \^\  J  sin  (y8)  dy  +  ™s(^JJ  «>*  (y*)  <ty  j . 

a  a 

Die  gesuchten  Integrale  sind  hiermit  reducirt  auf  die  beiden  Trans- 
cendenten 

00  00 

/  sin  (y8)  dy  und  /  cos  (y8)  dy  , 

V  n  % 

welche  sich  nach  bekannten  Methoden  leicht  berechnen  lassen. 

Will  man  die  Theorie  der  Functionen  complexer  Variabelen  nicht  als 
bekannt  voraussetzen,  so  kann  man  auch  das  Verfahren  anwenden,  mittelst 
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dessen  La  place  in  der  Theorie  des  probabililes  die  anfangs  erwähnten  In- 
tegrale entwickelt  hat.     Es  »ei  nämlich 


,  _    §  e-2*u+iut  du,  #^0, 


y 

0 
so  giebt  die  Differentiation  nach  a:,  welche  hier  erlaubt  ist, 
dj 

0 

und  hieraus  folgt,   wenn   rechter  Hand  die   theil weise  Integration  vorge- 
nommen wird, 

dy 
dt 


~  =  —    le-**«  e<u*2udu 


Ix        i         i  J  •  t 


oder 

y —  2ixy  +  1  =  0. 
Diese  Differentialgleichung  ist  ein  specieller  Fall  der  folgenden 

y'+Xy  +  XQ=0 
nnd  daher  leicht  zn  integriren ;  man  findet 

y  =  eix%  {  C  —  i  je-***  dx  J 

oder,  was  auf  Dasselbe  hinauskommt, 

x 

y  =  e«*1  iA+iB  —  i  ier1*  dx  j  . 
0 
Vergleicht  man  jetzt  die  reellen  und  imaginären  Bestandteile  der  beiden 
Formen  von  y,  so  gelangt  man  zu  den  beiden  Gleichungen 

/  e~2*u  cos  (u*)  du 
0 

X  X 

=  cos  (x9)  I  A  —  / sin  (x*)  dx    —  sin  (a^)  1.2?  —  / cos  (x*)  da?    , 
0  0 

je-2* "sin  (u*)du 


0 

x 


=  sin  (x*)  \A  —  /  sin  (x*)  dx    +  cos  (x*)    B  —   /  cos  (aa)  dx  I . 
0  0 

Die  Constanten  A  und  B  bestimmen  sich  durch  die  Specialisirung  x  =  0 
nämlich 
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OD  OD 

f  cos  (w*)  du=zA  oder  A  =  /  sin  (w2)  du  , 
0  0 

I  «Vi  (w*)  rfM=  B  oder  2?=  I  cos  («*)  rfw; 
0  0 

schreibt  man  nach  Substitution  der  letzteren  Werthe  b  für  ar,  so  erhält  man 
die  Formeln 

00  OD  qo 

le-ibu  cos  ^  du  _  co%9  ^*)    lw-w  ^»)  dx  —  sin  (b*)  jcos  (x*)  cia-, 
0  b  h 

,OD  »  00 

/  e-2busin  (u*)  du  =  sin  (b*)  I  sw{pcf)  dz+cos(b*)  f  cos  (**)  dx, 

0  6  b 

welche  mit  den  früheren  übereinstimmen. 

Schlömilch. 


m.  üeber  eine  allgemeine  Darstellung  des  Trägheitsmoments  ebener 
Figuren  durch  Zeichnung. 

Nehmen  wir  in  einer  Ebene  zwei  feste  Punkte  0  und  I  (Taf.  I  Fig.  3) 
nud  nennen  wir  zwei  Punkte  der  Ebene  A  und  Ä  entsprechende  Punkte, 
wenn  zwischen  den  Strecken  OA  und  OA  die  Gleichung  OÄ.QI—OA 
oder,  wenn  01-=  1  gesetzt  wird,  0Al=0A?  und  zwischen  den  Winkeln 
^4'OJ  und  ^0/  die  Gleichung  Ä0I—2A0I  stattfindet,  bezeichnen  wir 
ferner  zwei  einander  in  dieser  Weise  entsprechende  Figuren  durch  S  und  S', 
so  entspricht  jeder  geraden  Linie  in  S  eine  Parabel  in  £\  deren  Brenn- 
punkt in  0  liegt  (ich  habe  daher  die  durch  diese  Bezeichnung  ausgedrückte 
Verwandtschaft  a.  a.  O.  die  parabolische  genannt,  vergl.  Cr  eile's  Journal 
Bd.  55,  und  bemerke  beiläufig  noch,  dass  jeder  geraden  Linie  in  S* 
eine  gleichseitige  Hyperbel  in*  S  entspricht).  Diese  Verwandtschaft  hat 
aber  ti.  A.  noch  folgende  bemerkenswerthe  Eigenschaft:  Ist  S  eine  be- 
liebige geschlossene  Figur,  so  ist  der  Flächeninhalt  der  ihr 
entsprechenden  Figur  &  gleich  dem  doppelten  Trägheits- 
moment von  S,  sofern  man  als  Drehaxe  die  durch  0  gehende 
Normale  zur  Ebene  nimmt. 

Sei  nämlich  ABC  ein  Elementardreieck  in  S  und  Ä '  B* ' C  das  entspre- 
chende Dreieck  in  &}  so  ist  zunächst  das  Dreieck 

Od Ä  =  \0Ä .  OC .  «>i  Ä  OC , 
folglich  nach  Obigem   und  da  die  sinus  unendlich  kleiner  Winkel  sich  wie 
die  Winkel  selbst  erhalten  und  somit  sin  Ä  OC  <=  2  sin  AOC 
0CA'  =  0A2.  0V.sinA0C=20A.0C.  OCA. 
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Setzt  man  hier  die  unendlich  wenig  differirenden  Strecken  (XA  und 
OC=r,  so  hat  man 

0CJ=2r*.0CA. 
Ebenso 

OA' ti—2r*.0AB 
OtiC—I^.OtiC. 
Da  nun 

ABC—OCA    +OAB  +  OBC 
ÄtiC=OC Ä +  OÄ  B'  +  OtiÜ, 
so  folgt  aus  der  vorhergehenden  Gleichung,  dass 

Sti(f=*r*.ABC. 
Hieraus  geht  aber  der  obige  Satz  unmittelbar  hervor. 

L  i  e  g  n  i  t  z.  Dir.  Dr.  Siebeok. 


IV.  Bestimmung  der  Wellenlängen  der  Fraunhof er 'sehen  Linien 
das  Sonnenspectrums.    Von  Dr.  L.  Ditscheiner.  (Wiener  Akad.) 

Bezeichnen  b  +  c  die  Entfernung  der  Mittelpunkte  je  zweier  Spalten 
eines  Beugungsgitters,  dessen  Spalten  ebenfalls  gleich  breit  sind,  y  den 
Winkel,  welchen  der  aus  dem  Gitter  austretende  directe  Strahl  mit  der 
Gitternormale  bildet,  ör  und  öi  die  Deviationen  der  nach  rechts  und  links 
gebeugten  Strahlen  der  nlen  Spectra  vom  directen  Strahle ,  und  ist  endlich  X 
die  Wellenlänge  der  diesen  Deviationen  entsprechenden  Linien ,  .  so  be- 
stehen folgende  Gleichungen: 

— - —  =  sin  (y  +  öi)  —  stn  y 
b  -f-  c 

=  sin  y  —  sin  (y  —  6r) , 

welche  zur  Wellenlängenbestimmung  geeignet ,  sobald  b  +  c  bekannt  und 

y  und  Ör  oder  di  gemessen  worden  sind.    Es  ist  hierbei  angenommen ,   dass 

die  Stellung  des  Gitters  eine  solche  ist,   dass  seine  Normale  rechts  vom 

directen  Strahle  zu  liegen  kommt. 

Ist  die  Gitterfläche  senkrecht  auf  dem  austretenden  Strahle,  so  wird 

y  =  0,  und 

wobei  A  die  entsprechende  Deviation  bedeutet.  In  diesem  Falle  sind  be- 
kanntlich die  Spectra  symmetrisch  um  den  directen  Strahl  vertheilt,  wäh- 
rend sie  bei  jeder  andern  Gitterstellung  asymmetrisch  angeordnet  sind. 

Ist  das  Gitter  auf  einer  vollkommen  planparallelen  Platte ,  so  ist  der 
Austrittswinkel  y  des  directen  Strahles  dem  Einfallswinkel  or  desselben 
vollkommen  gleich.  Ist  aber  das  Gitter  auf  einem  Prisma  gearbeitet ,  so 
ist  siny  =  (isin(A  —  ß)  und  p  sinß=sina,  wobei  p  der  Berechnungs- 

Zcilbchrift  f.  Mathematik  u.  Physik.  X,  1.  Ö 


52  Kleinere   Mitteilungen. 


quotient,  der  Wellenlänge  k  entsprechend,  und  A  der  brechende  Winkel 
des  Prismas. 

Der  Winkel  y  lässt  sich  entweder  direct  am  Instrumente,  oder  auch 
indirect  aus  den  gemessenen  rechten  und  linken  Deviationen  einer  und 
derselben  Linien  der  zwei  entsprechenden  Spectra  bestimmen.  Es  dient 
hierzu  die  Gleichung 

dl  —  ör 


sin 

/  ÜB  —  «I-\ 

tang 


;(,+*7±). 


n     .    Öl      .     dr 

2  sin  —  sm  — 
2  2 

Wenn  man  das  Gitter  nahezu  senkrecht  auf  den  austretenden  directen 
Strahl  seilt,  so  hat  eine  bestimmte  Linie  in  einem  der  rechten  Spectra  eine 
gewisse  Deviation.  Denkt  man  sich  nun  das  Gitter  so  gedreht,  dass  dessen 
linker  Theil  sich  dem  Collimator  des  Instrumentes  nähert,  oder  was  dasselbe 
isty  sich  vom  Beobachter  entfernt,  so  wird  die  Deviation  dieser  Linie 
immer  kleiner  und  kleiner,  sie  nähert  sich  also  immer  mehr  dem  directen 
Strahle ,  bis  sie  endlich  bei  einer  bestimmten  Gitterstellnng  ein  Minimum 
erreicht  hat.  Bei  fortgesetztem  Drehen  des  Gitters  wachsen  dann  die 
Deviationen  wieder  fort  und  fort.  Die  links  vom  directen  Strahle  liegen- 
den Linien  entfernen  sich  schon  bei  beginnender  Drehung ,  sie  erreichen 
also  bei  dieser  Drehung  nie  eine  geringere  Deviation  als  bei  senkrechter 
Incidenz.  Bei  einer  Drehung  des  Gitters  im  umgekehrten  Sinne  vertau- 
schen auch  die  rechten  und  linken  Spectra  ihre  Rollen ,  das  Minimum  tritt 
dann  auf  der  linken  Seite  ein. 

Die   obigen  Gleichungen  geben   auch   vollkommen    die  Stellung  des 

Gitters,  bei  welcher  das  Minimum  einer  bestimmten  Linie  eintritt.   Aus  der 

Gleichung: 

sin  y  —  sin  (y  —  ö  r)  =  sin  J 

folgt  nämlich  das  Minimum  von  ör  für 

sin  A 
sin  y  = 

r  2 

und  die  Minimum-Deviation  <5,  selbst  ist  der  doppelte  Werth  von  y.  Diese 
Miniinumstellung  lässt  sich  sehr  gut  bei  Wellenlängenbestimmungen  ver- 
wenden und  ist  besonders  dann  von  praktischer  Bedeutung,  wenn  das 
Gitter  auf  einem  Prisma  oder  einer  nicht  vollkommen  planparallelen  Platte 
angebracht  ist,  weil  in  diesen  Fällen  die  Brechungsquotienten  aus  der 
Rechnung  fallen.    Zur  Bestimmung  von  k  benutzt  man  dann  die  Gleichung 

b+c      .6, 
k  =  2-        .  sm  —  • 
n  2 

Wird  das  Gitter  in  dem  oben  angegebenen  Sinne  gedreht,  so  erreichen 
bei  Anwendung  von  •  weissem  Lichte  die  violetten  Strahlen  früher  ihr 
Minimum  als  die  rothen  desselben  Spectrums,  sowie  die  näher  am  directen 
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Strahle  liegenden  Spectra  auch  bei  geringerer  Drehung  des  Gitters  in  die 
Minimumstellung  kommen  als  die  entfernteren. 

Von  dem  zur  Bestimmung  der  Wellenlängen  benutzten  Gitter  konnte 
leider  die  Spaltenbreite  nicht  direct  bestimmt  werden.  Es  wurde  zur  in- 
directen  Bestimmung  die  von  Fraunhofer  für  die  eine  mit  1006  8  von 
Kirchhoff  bezeichnete  D  Linie  gefundene  Wellenlänge  von588*80  Milliontel 
des  Millimeters  benutzt.  Es  ergab  sich  aus  einer  Keilie  von  Bestimmungen 
für  dieses  Gitter  der  Werth 

mm 

b  +  c  =  0*00462294. 

Um  die  Intensität  der  Beugungsspectra,  die  wegen  der  geringen  Spal- 
tenbreite keine  sehr  bedeutende  war,  zu  erhöhen,  wurden  die' vom  Helio- 
staten  kommenden  Strahlen  durch  eine  Sammellinse  concentrirt,  so  dass 
sie  sich  unmittelbar  vor  der  Spalte  des  Collimators  vereinigten.  Die  An- 
wendung von  rothen  und  violetten  Gläsern  vor  der  Spalte  des  Collimators 
bei  Beobachtung  der  rothen  und  violetten  Theile  des  Spectrums  erleich- 
tert ebenfalls  die  Beobachtung. 

Von  den  erhaltenen  Werthen  für  etwa  J30  verschiedene  Fraun- 
hofer'sche  Linien  sind  hier  die  wichtigeren  angeführt.  Die  erste  Colonne 
enthält  die  Kirchhoff  sehen  Zeichen,  die  zweite  die  Wellenlängen  in 
Milliontel  des  Millimeters. 


B 

593. 

687*06 

E   1523-5 

526-86 

2467-4 

455  21 

C 

694. 

655'95 

1577  5 

522  52 

2489*4 

453  23 

860 

616*82 

1634 

■518-16 

2566  3 

447*97 

877 

613  57 

b   1648-8 

51713 

2(300 

445  51 

Db 

1002  8 

589  44 

1655  6 

516-58 

2670 

441-40 

Da 

1006-8 

588-80 

1750*4 

509  74 

2686-6 

440-39 

1135 

570  88 

1834 

504-00 

27216 

438  27 

1207  5 

561*36 

1885-8 

50052 

2775  6 

435-19 

1280 

552  66 

1961 

495  61 

2797 

433  86 

1324  8 

547  53 

2005 

491-78 

2822-8 

432  34 

13513 

544*48 

20414 

489-00 

G 

2854  7 

430  88 

1389*6 

54032 

2067 

487  01 

H 

396-68 

14216 

53693 

F  2080-1 

485  97 

E 

r 

393*32 

1463 

532  70 

2309 

406-56 

V.  Ueber  die  Natur  des  unpolarisirten  Lichtes  und  die  Doppelbre- 
chung des  (taaraes  in  der  Sichtung  der  optischen  Azc.  Von  Prof.  Stefan. 
(Wiener  Akad.) 

Während  die  Natnr  der  Lichtschwingungen  in  einem  polarisirten 
Strahle  durch  dessen  Definition  als  eines  gradlinig,  elliptisch  oder  circular 
polarisirten  Strahles  bestimmt  ist,  ist  dies  nicht  der  Fall  mit  den  Schwin- 
gungen in  einem  unpolarisirten  Strahle.     Diese  können  lineare  oder  ellip- 

6* 
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tische  sein ,  ans  dem  Verhalten  des  unpolarisirten  Lichtes  können  wir  nur 
schliessen,  dass  in  dem  einen  Fall  die  Richtungen  der  Schwingungsgeraden, 
im  andern  Falle  die  Richtungen  der  Axen  der  Schwingungsellipsen  sehr 
rasch  hinter  einander  sich  ändern.  Es  können  aber  in  einem  solchen 
Strahle  auch  lineare  Schwingungen  mit  elliptischen  und  circularen  ab- 
wechseln. Welcher  von  diesen  Fällen  statthabe,  lässt  sich  durch  folgendes 
Experiment  entscheiden:  Man  theile  ein  Bündel  unpolarisirten  homogenen 
Lichtes  in  zwei,  drehe  in  dem  einen  der  Bündel  die  Schwingungen  um 
einen  rechten  Winkel  und  bringe  denselben  einen  Gangunterschied  von 
einer  ungeraden  Anzahl  halber  Wellenlängen  bei.  Wenn  die  beiden  Bün- 
del nun  zur. Interferenz  gebracht,  kein  schwächeres  Licht  geben  als  vor- 
her, so  enthalten  sie  geradlinige  Schwingungen,  schwächen  sich  die  beiden 
Bündel,  so  enthalten  sie  elliptische,  löschen  sie  sich  aus,  so  enthalten  sie 
kreisförmige  Schwingungen. 

Dieser  Versuch  wurde  auf  folgende  Weise  ausgeführt.  In  einem  vier 
Prismen  enthaltenden  Spectralapparate  wurde  jene  Hälfte  des  Objectives 
des  Collimators  oder  des  Beobachtungsfernrohres,  welche  gegen  die  Kanten 
der  Prismen  gerichtet  ist,  mit  einer  senkrecht  zur  Axe  geschnittenen 
Quarzplatte  bedeckt,  und  die  Interferenz  des  durch  diese  Platte  und  des 
frei  gehenden  Lichtes  im  Spectrum  beobachtet.  Eine  5  Millimeter  dicke 
Platte  gab  zwischen  den  Fraunhofer 'sehen  Linien  B  und  H  3200  Inter- 
ferenzstreifen. Als  die  Platte  senkrecht  gegen  die  einfallenden  Strahlen 
gestellt  wurde,  verschwanden  die,  Streifen  in  der  Nähe  der  Linie  C,  vor 
und  hinter  C  erschienen  sie  grau  und  wurden  gegen  den  blauen  Theil  des 
Spectrums  hin  immer  schwärzer.  Diese  Platte  dreht  die  Schwingungen 
der  Strahlen  von  der  Linie  C  um  einen  rechten  Winkel;  da  hier  die  Inter- 
ferenzstreifen  fehlen,  so  sind  die  interferirenden  Schwingungen 
geradlinige. 

Es  treten  aber  dunkle  Streifen  auch  bei  der  Linie  C  wieder  auf,  so- 
bald die  Platte  etwas  gedreht,  oder  elliptisch  polarisirtes  Licht  in  den 
Apparat  geschickt  wird.  Circular  polarisirtes  giebt  vollständig  schwarze 
Streifen.  Geht  man  von  links  zu  rechts  circular  polarisirtem  Licht  über, 
so  verschieben  sich  die  Interferenzstreifen  so,  dass  daraus  folgt:  in  einer 
links  drehenden  Platte  pflanzt  sich  links  circulares  Licht 
schneller  fort  als  rechts  circulares.  Die  beobachtete  Grösse  der 
Verschiebung  stimmt  mit  der  aus  FresneTs  Theorie  der  Drehung  der 
Polarisationsebene  im  Quarz  berechneten  überein. 

Um  grössere  Verschiebungen  zu  erhalten ,  wurde  noch  die  eine  Hälfte 
des  Objectivs  mit  einer  links  drehenden,  die  andere  Hälfte  mit  einer  rechts 
drehenden  Platte  bedeckt,  und  auchdurch  diesen  Versuch  die  F  r  e  s n  e  1 '  sehe 
Theorie  bestätigt  gefunden. 

Solche  Interferenzversuche  wurden  mit  Platten  bis  zu  elf  Millimeter 
Dicke  gemacht.      Die  Anzahl  der  Interferenzstreifen,  welche  eine  solche 
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Platte  liefert,  ist  bei  7000.  Den  letzten  entspricht  ein  Gangunterschied 
von  15000  Wellenlängen.  Da  die  Interferenzlinien  immer  schwarz  er- 
schienen, so  folgt  daraus,  dass  die  Schwingungen  in  einem  nnpolarisirten 
Strahle  über  lange  Strecken  hin  einerlei  Richtung  bewahren.  Es  besteht 
also  ein  u  npol  arisirter  Strahl  aus  auf  einander  folgenden 
linear  polarisirten  Stücken  von  wechselnder  Polarisations- 
richtung. Solche  Stücke,  welche  Schwingungen  von  einer- 
lei Richtung  enthalten,  betragen  nachweisbar  viele  Tau- 
send von  Wellenlängen,  können  auch  meilenlang  sein. 


VI.  Heber  Nebenringe  am  Newton' sehen  Farbenglase.  Von 
Prof.  Stkpan.   (Wiener  Akaci.) 

Sieht  man  schief  gegen  das  Newton'sche  Farbenglas,  so  ist  das  in's 
Auge  kommende  Licht  immer  theil weise  polarisirt.  Betrachtet  man  das- 
selbe durch  eine  Turmalinplatte  oder  ein  Nicol'sches  Prisma,  stellt  dieses 
so ,  dass  das  Farbenglas  dunkel  erscheint  und  bringt  dann  zwischen 
Farbenglas  und  Nicol  eine  parallel  zur  Axe  geschliffene  Quarzplatte  so, 
dass  die  optische  Axe  der  Platte  gegen  den  Hauptschnitt  des  Nicol's 
unter  45°  geneigt  ist ,  so  sieht  man  am  Farbenglase  eine  Reihe  von  Neben- 
ringen, die  zu  demselben  Centrum  gehören,  wie  die  New  ton 'scheu,  von 
diesen  aber  um  so  entfernter  sind,  je  dicker  die  eingeschobene  Quarzplatte 
ist.  Dieses  Ringsystem  besteht  aus  einem  mittleren  schwarzen  Ringe,  an 
den  sich  auf  beiden  Seiten  farbige  auschliessen. 

Jeder  der  Strahlen,  die  von  der  Vorder-  oder  Hinterfläche  der  im 
Farbenglase  eingeschlossenen  Luftschicht  kommen,  wird  in  der  Quarz- 
platte in  zwei  Theile  zerlegt,  den  ordentlichen  und  ausserordentlichen. 
Letzterer  wird  in  der  Quarzplatte  gegen  ersteren  verzögert.  Dadurch  wird 
der  durch  die  Luftschicht  entstandene  Gangunterschied  zwischen  dem 
ordentlichen  Theile  des  von  der  Hinterfläche  und  dem  ausserordentlichen 
Theile  des  von  der  Vorderfläche  der  Luftschicht  kommenden  Strahles  ver- 
ringert. Diese  Theile  der  Strahlen  geben  die  seeundäre  Interferenzerschei- 
nung ,  welche ,  weil  durch  Strahlen  von  geringem  Gangunterschied  erzeugt, 
so  dem  freien  Auge  sichtbar  wird. 

.  f  Eine  solche  Herabminderung  des  Gangunterschiedes  der  vom  Farben- 
glase reflectirten  Strahlen  durch  ein  die  Pupille  zum  Theil  verdeckendes 
Glimmerblatt  ist  auch  die  Ursache  der  seeundären  Halbkreise,  welche  bei 
dieser  Beobachtungsweise  am  New  ton 'sehen  Glase  gesehen  werden  und 
die  Gegenstand  eines  früheren  Berichtes  waren. 
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VII.  Bio  zweökmästigste  Form  der  Zinkeisensäule.  Von  Dr. 
F.  Dellmann. 

Unter  dieser  Ueberschrift  habe  ich  im  6.  Jahrgang,  S.  287  ff.  einen 
kleinen  Aufsatz  mitgetheilt,  zu  welchem  folgende  zwei  Bemerkungen 
zweckdienlich  sein  mögen. 

Seit  jener  Mittheilung  habe  ich  in  dem  beschriebenen  Apparate  statt 
der  verdünnten  Schwefelsäure  die  verdünnte  Salzsäure  anzuwenden  ver- 
sucht und  mit  dem  besten  Erfolg,  da  man  bei  demselben  Grade  der  Ver- 
dünnung einen  noch"  stärkeren  Strom  erhält.  Mit  etwas  stärkerer  Salzsäure 
habe  ich  das  in  jener  Mittheilung  beschriebene  Element  sogar  ein  paar  Mal 
bis  zur  Erzeugung  eines  Stromes  gebracht ,  welcher  an  der  auch  bei  jenen 
Versuchen  gebrauchten  Weher'schen  Tangentenboussole  einen  Ausschlag 
von  78  Grad  gab,  welcher  also  mehr  als  2,7  Mal  so  stark  war  als  jener  mit 
der  verdünnten  Schwefelsäure;  jedoch  war  es  mir  nicht  möglich,  ihn  auf 
dieser  für  den  kleinen  Apparat  sehr  bedeutenden  Höhe  länger  als  einige 
Minuten  zu  erhalten;  ein  Strom  aber,  der  fast  die  doppelte  Stärke  hat,  wie 
jener  mit  verdünnter  Schwefelsäure  erzeugte,  ist  mit  verdünnter  Salzsäure 
leicht  zu  erzielen  und  auch  auf  dieser  Höhe  leicht  geraume  Zeit  fest- 
zuhalten, wenn  man  nur  von  Zeit  zu  Zeit  ein  paar  Tropfen  Salzsäure 
nachgiesst. 

Jene  Mittheilung  über  die  Zinkeisensäule  ist  auch  in  technische 
Journale  und  in  technische  Schriften,  z.  B.  über  Galvanoplastik,  über- 
gegangen. Derjenige  Herausgeber  einer  technischen  Zeitschrift,  welcher 
sie  zuerst  aufgenommen  hat,  ist  nicht  aufrichtig  gewesen,  da  er  hinter  das 
von  mir  gesetzte  Wort  „Papier"  das  Wort  „Pergamentpapier41  einklam- 
merte. Wäre  das  nothig  gewesen ,  so  hätte  ich  es  selbst  gethan.  Ich  habe 
in  der  That  beim  Niederschreiben  des  Wortes  an  das  Pergamentpapier  gar 
nicht  gedacht,  sonst  würde  ich  etwa  eingeklammert  haben :  „aber  nicht 
Pergamentpapiex".  Also  man  nehme  jedes  beliebige  Papier,  geleimtes  oder 
ungeleimtes,  am  besten  dünnes.  Es  kommt  nur  darauf  an,  das  amalgamirte 
Zink  mit  dem  Eisen  nicht  in  leitende  Verbindung  kommen  zu  lassen,  wes- 
halb ich  auch  auf  den  Boden  des  gusseisernen  Bechers  gewöhnlich  ein 
Stück  Glas  lege. 

Nebenbei  sei  es  mir  erlaubt,  Herrn  Fau  und  Herrn  Thiele,  den 
Bearbeitern  der  Walk  er 'sehen  Galvanoplastik,  den  Rath  zugeben,  bei 
einer  etwaigen  neuen  Auflage  ihres  Buches  die  Beschreibung  der  vor- 
trefflichen Methode  von  Berjot,  die  Zinkcylinder  zu  amalgamiren,  nicht 
auszulassen.  Sie  finden  dieselbe  in  Comp t.  Ken d.  XL VII,  S.  273  ff.;  in 
Ding.  Journal  CXLIX,  S.  370;  in  den  Fortschritten  der  Physik 
Bd.  XIV,  S.  441.  Es  wäre  nur  etwa  noch  hinzuzufügen,  das  Eintauchen 
in  die  Quecksilbersalzlösung  ein  paar  Mal  zu  wiederholen  und  den  Cylinder 
nach  jedem  Eintauchen  im  Wasser  abzuspülen  und  etwas  abzureiben. 
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VIII.  Preisfragen  der  physikalisch -mathematischen  Glasse  der 
kftnigl.  preussischen  Akademie  der  Wissenschaften  ftr  die  Jahre  1866 
and  1867.  Bekannt  gemacht  in  der  öffentlichen  Sitzung  am  Leibnitz'schen 
Jahrestage,  den  7.  Juli  1864. 

I.  (Ans  dem  Stein  er 'sehen  Legate.)  In  einer  in  den  Monats- 
berichten der  Akademie  vom  Januar  1856,  sowie  in  dem  53.  Bande  des 
Crelle'schen  Journals  veröffentlichten  Abhandlung  hat  Steiner  eine 
Reihe  von  Fundamentaleigenschaften  der  Flächen  dritten  Grades  mitge- 
theilt  und  dadurch  den  Grund  zu  einer  rein  geometrischen  Theorie  der- 
selben gelegt.  Die  Akademie  wünscht,  dass  diese  ausgezeichnete  Arbeit 
des  grossen  Geometers  nach  synthetischer  Methode  weiter  ausgeführt  und 
in  einigen  wesentlichen  Punkten  vervollständigt  werde.  Dazu  würde  es 
zunächst  nothwendig  sein ,  die  grösstenteils  nur  angedeuteten  oder  ganz 
fehlenden  Beweise  der  aufgestellten  Hauptsätze  zu  geben;  dann  aber 
mü88te  die  Untersuchung  auch  auf  die  von  Steiner  nicht  berücksichtigten 
Fälle,  in  denen  die  zur  geometrischen  Construction  der  in  Rede  stehenden 
Flächen  dienenden  Elemente  zum  Tbeil  imaginär  sind,  ausgedehnt  werden. 
Ausserdem  ist  eine  genaue  Charakterisirung  der  verschiedenen  Gattungen 
von  Raumcurven,  in  welchen  zwei  solche  Flächen  sich  schneiden  können, 
zwar  nicht  unumgänglich  erforderlich,  würde  aber  von  der  Akademie  als 
eine  wichtige  Ergänzung  der  Stein  er 'sehen  Theorie  betrachtet  werden. 

Die  aus8chliessende  Frist  für  die  Einsendung  der  dieser  Aufgabe  ge- 
widmeten Schriften,  welche  nach  der  Wahl  der  Bewerber  in  deutscher, 
lateinischer  oder  französischer  Sprache  abgefasst  sein  können,  .ist  der 
1.  März  1866.  Jede  Bewerbungaschrift  ist  mit  einem  Motto  zu  versehen  und 
dieses  auf  dem  Aeussern  des  versiegelten  Zettels,  welcher  den  Namen  des 
Verfassers  enthält,  zu  wiederholen.  Die  Ertheilung  des  Preises  von  600 
Thalern  geschieht  in  der  öffentlichen  Sitzung  am  Leibnitz'schen  Jahrestage 
im  Monat  Juli  des  Jahres  1806. 

II.  Die  Theorie  der  elliptischen  und  Abel'schen  Functionen,  welche 
schon  jetzt  fast  in  allen  Theilen  der  Mathematik  die  Lösung  von  Aufgaben 
möglich  gemacht  hat,  für  welche  die  früher  der  Analysis  zu  Gebote  stehen- 
den Hülfsmittel  nicht  ausreichten ,  ist  ohne  Zweifel  noch  zahlreicher  wei- 
terer Anwendungen  fähig,  und  es  stellt  daher  die  Akademie  folgende 
Preisfrage : 

„Es  soll  irgend  ein  bedeutendes  Problem,  dessen  Gegenstand  der 
Algebra,  Zahlentheorie,  Integralrechnung,  Geometrie,  Mechanik  und 
mathematischen  Physik  angehören  kann,  mit  Hülfe  der  elliptischen  oder 
der  A hellsehen  Transcendenten  vollständig  gelöst  werden.'1 

Die  abschliessende  Frist  für  die  Einsendung  der  dieser  Aufgabe 
gewidmeten  Schriften,  welche  nach  der  Wahl  der  Bewerber  in  deutscher, 
lateinischer  oder  französischer  Sprache  abgefasst  sein  können,  ist  der 
1.  März  1867.     Jede  Bewerbungsschrift  ist  mit  einem  Motto  zu  versehen 
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und  dieses  auf  dem  Aeussern  des  versiegelten  Zettels,  welcher  den  Namen 
des  Verfassers  enthält,  zu  wiederholen.  Die  Ertheilung  des  Preises  von 
100  Ducaten  geschieht  in  der  öffentlichen  Sitzung  am  Leibnitz'scheu  Jahres- 
tage im  Monat  Juli  des  Jahres  1867. 


IX.  Beseitigung  det  Getöns  der  Telegraphenleitungen.  Von  Prof. 
Dr.  Listing  in  Göttingen  (aus  den  Mittheilungen  des  hannoverschen 
Gewerbvereins  1864.  S.  31). 

Als  der  Draht,  durch  welchen  die  Sternwarte  in  Göttingen  mit  der 
Telegraphenstation  auf  dem  Bahnhofe  in  Verbindung  steht,  bei  dem  con- 
stanten  Winde  im  Januar  1864  namentlich  Nachts  durch  seine  Aoolstöne 
sehr  anhaltend  belästigte,  steuerte  Prof.  Dr.  Listing  diesem  Unwesen 
mit  bestem  Erfolg  dadurch,  dass  er  zwischen  der  Sternwarte  und  dem  näch- 
sten Anknüpfungspunkte  des  Drahtes  in  eine  Entfernung  von  T^  der 
Drahtlänge  von  einem  der  Endpunkte  ein  Gewicht  von  circa  2  Pfd.  an- 
bringen Hess,  wodurch  die  harmonischen  Obertöne  des  Grundtones  1  bis 
mit  dem  Oberton  99  ausgeschlossen  werden  sollten.  Der  Uebelstand  war 
nach  Anheftung  der  genannten  Masse  verschwunden  und  es  blieb  nur  noch 
ein  sehr  leiser  Ton  übrig,  von  dem  a.  a.  Orte  berichtet  wird,  dass  er  durch 
die  Tonleitung  des  Drahtes  von  grösserer  Entfernung  her  zur  Wahrneh- 
mung gebracht  worden  sei.  Dr.  Kahl. 


lieber  einige  Aufgaben,  welche  die  Theorie  des  logarith- 
mischen Potentials   und  den  Durchgang  eines   constanten 
elektrischen  Stroms  durch  eine  Ebene  betreffen. 

Von  Dr.  E.  Jochmann  in  Berlin. 


IL 

8.  Für  die  Theorie  der  Ladung  der  Flaschendrähte,  so  wie  für  die 
Theorie  des  Inductoriums  ist  es  von  Interesse,  die  statische  Vertheilung 
der  Elektricität  auf  zwei  parallelen  unbegrenzten  cylindrischen  Drähten 
oder  auf  einem  cylindrischen  Draht  zu  bestimmen,  welcher  von  einer  con- 
centrischen  oder  excentrischen  cylindrischen  Hülle  umschlossen  wird,  wo- 
bei vorausgesetzt  wird,  dass  der  Draht  seiner  ganzen  Länge  nach  mit  gleich- 
förmiger Dichtigkeit  geladen  sei,  so  dass  die  Dichtigkeit  und  das  Potential 
der  elektrischen  Vertheilung  nur  von  den  Coordinaten  des  Querschnitts  ab- 
hängen. Das  Potential  muss  dann  auf  jeder  von  beiden  Cylinderflächen 
einen  constanten  Werth  besitzen  und  in  dem  von  beiden  Flächen  begrenzten 
Räume  der  Laplace 'sehen  Gleichung  genügen,  welche  sich,  da  das 
Potential  von  der  Längencoordinate  des  Drahtes  unabhängig  ist,  auf  die 
Gleichung  l)  reducirt.  Dieser  Umstand  ist,  wie  bekannt,  einer  beson- 
deren Deutung  fähig,  indem  die  Anziehung,  welche  eine  unbegrenzte  und 
ihrer  ganzen  Länge  nach  mit  Masse  von  gleichförmiger  Dichte  s  belegte 
Gerade  auf  einen  äussern  Punkt  ausübt,  durch  die  Anziehung  einer  Masse 
2*  ersetzt  werden  kann,  welche  in  dem  Fusspunkt  des  von  dem  angezo- 
genen Punkt  auf  die  Gerade  gefällten  Perpendikels  concentrirt  gedacht 
wird,  welche  aber  nicht  nach  dem  umgekehrten  Verhältniss  des  Quadrats 
der  Entfernung,  sondern  der  ersten  Potenz  der  Entfernung  anziehend 
wirkt.  Es  wird  dadurch  das  Problem  der  elektrischen  Vertheilung  auf  zwei 
parallelen  Cylindern  auf  das  den  im  ersten  Abschnitt  behandelten  Aufgaben 
entsprechende  Problem  zurückgeführt,  die  Vertheilung  zweier  solcher 
nach  dem  umgekehrten  Verhältniss   der  Entfernungen   wirkender  Fluida 
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nach  den  Peripherien  zweier  in  der  Ebene  gegebener  Kreise  zu  finden, 
von  welchen  angenommen  werden  soll,  dass  sie  keine  reellen  Durchschnitts- 
punkte haben,  dass  also  entweder  einer  vom  andern  umschlossen  wird, 
oder  beide  ausser  einander  liegen. 

9.  Der  von  zwei  nicht  concentrischen  Kreisen  begrenzte  Theil  einer 
Ebene  kann  mittelst  des  von  C.  Neu  mann*)  angegebenen  „di  polaren" 
Coordinatensy stems  auf  der  Fläche  eines  Rechtecks  in  den  kleinsten  Thei- 
len  ähnlich  abgebildet  werden.  Die  Entwickelungen  des  ersten  Abschnitts 
können  daher  mit  geringen  Modifikationen  auf  einen  solchen  Kaum  über- 
tragen werden.  Es  seien  Px  und  P%  diejenigen  Punkte,  in  welchen  die 
Centrale  der  beiden  gegebenen  Kreise  von  der  Peripherie  eines  dritten, 
beide  orthogonal  schneidenden  Kreises  getroffen  wird,  so  beruht  das  Neu- 
m au n 'sehe  Coordinatensystem  bekanntlich  auf  der  Eintheilung  der  Ebene 
durch  zwei  orthogonale  Kreisschaaren ,  von  welchen  die  eine  durch  die 
festen  „Pole*4  Pt  und  Pt  geht,  während  die  Kreise  der  anderen  Schaar  die 
geometrischen  Oerter  der  Punkte  bilden,  deren  Entfernungen  von  Pt  und  Pt 
in  einem  constanten  Verhältnisse  stehen.  Als  Parameter  für  die  erste 
Schaar  wird  der  für  jeden  derselben  angehörigen  durch  die  Pole  Pt  und 
Pt  (Taf.  II  Fig.  1)  begrenzten  Kreisbogen  constante  Werth  des  Peripherie- 
winkels PiAP^z^a  gewählt,  welcher  bei  einem  Umlauf  um  einen  oder  den 
andern  der  beiden  Pole  um  2it  wächst.  Als  Parameter  der  andern  Kreis- 
schaar  dient  der  Logarithmus  des  constanten  Verhältnisses  der  radii  vectores 

log-±=ß,  welcher  von  — oo  bis  +  oo     variiren  kann.      Zwischen   den 

rt 
rechtwinkligen  Parallelcoordinaten  x,  y    und  den  Coordinaten  a,  ß  finden 
dann  folgende  Beziehungen  statt,    wenn  2h  =  PlPf  die  Entfernung   der 
Pole  bezeichnet: 

iP_V_(g-*),+y>         ,  2Ay 

"  r,*  ~  (x  +  h)*  +  y*  tmg  a-a*  +  y*-h* 


C*r~ 


\eß —  er~ß  2h  sin  a 

x  =  — -  h  —  —  -  t/  =^=  • — - — 

RR  4Ä* 

ib  =  eP  +  e—  p  —  2cosa=. — 

dx*  +  dy*^4-£(d«>  +  dß>) 

(*  — x')2  +  (y  —  y')*=  — ,  \eß~P'  +  eß'-P  —  2cos(a—  a)\ 


d  x 


*)  C.  Neumann:  Allgemeine  Lösung  des  Problems  über  den  stationären  Tem- 
peraturzustand  eines  homogenen  Körpers,  welcher  von  zwei  nichtconccntrischen  Kugel- 
dächen    begrenzt  wird.    Halle  1862.  —  Auszugsweise  in  Bor  char  dt 's  Journal  LX1I. 
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10.  Es  seien  ß  =  ßl}  /3=/3,  die  Gleichungen  der  gegebenen  Kreise 
and  zwar  soll  immer 

A  >  ßt 
vorausgesetzt  werden.     Das  Potential  muss  dann  für  jeden  Werth  von  ß, 
welcher  zwischen  ßi  nnd  ßt  liegt ,  der  Gleichung 

PV       FZ—o 

•    dx*  +  dß1  ~ 

genügen;  dasselbe  muss  eine  periodische  Function  von  a  sein,  welche 
wieder  denselben  Werth  annimmt,  so  oft  a  um  2n  wächst;  dasselbe  muss 
für  ß  =  ßx ,  ß  =  ßt  die  gegebenen  Grenzbedingungen  erfüllen.  Haben  /?, 
und  ßt  gleiche  Vorzeichen ,  so  wird  einer  der  beiden  gegebenen  Kreise  vom 
andern  umschlossen,  haben  sie  entgegengesetzte  Vorzeichen,  so  liegen 
beide  Kreise  ausser  einander.  Da  im  letzteren  Fall  der  betrachtete  Raum, 
für  welchen  das  logarithmische  Potential  bestimmt  werden  soll,  sich  ins 
Unendliche  erstreckt,  indem  den  Coordinaten  a  =  0,  ß  =0  der  unendlich 
entfernte  Punkt  entspricht,  so  muss  das  Verhalten  des  Potentials  in  unend- 
licher Entfernung  besonders  berücksichtigt  werden,  und  es  sollen  einige 
auf  dasselbe  bezügliche  Sätze  vorausgeschickt  werden,  von  welchen  wir  im 
Folgenden  Gebrauch  zu  machen  haben. 

1.  Wenn  die  Summen  aller  in  der  Ebene  vertheilten  Massen  gleich 
Null  ist,  verschwindet  V  im  Unendlichen;  ist  hingegen  jene  Summe  M  von 
Null  verschieden,  so  wird  F  logarithmisch  unendlich  wie  MlogR,  wenn  R 
den  über  jede  Grenze  wachsenden  Entfernung  des  angezogenen  Punktes 
von  einem  beliebig  in  der  Ebene  gewählten  festen  Punkte  bezeichnet. 
Der  erste  Fall  entspricht  dem  elektro-dynamiscken  Problem ,  bei  welchem 
die  Summe  aller  in  die  Ebene  einströmenden  Elektricitätsmengen  gleich 
Null  ist.  Im  letzteren  Falle  bezeichne  q  die  Entfernung  eines  beliebigen 
Punktes  der  Ebene  von  dem  Punkt  p,  in  welehem  sich  die  Masse  m  befindet, 
r,  und  r,  seine  Entfernungen  von  den  Polen  PA  und  Pt,  so  nähert  sich  die 
Differenz 

mlogQ  —  m  log  }/  r,  rt 
der  Grenze  Null,  wenn  q  ins  Unbegrenzte  wächst.     Es  muss  sich  also  Vy 
wenn  c  und  ß  sich  der  Grenze  Null  nähern,  auf  (£m)  .  logy  rxrt  oder  auf 

2Ä 

Mlogy^ 

oder  endlich  auf 

M  log  2k  —  Mlog  }/cf  +  p 
reduciren. 

2.  Aus  dem  Vorhergehenden  folgt  als  Corollar,  dass  sich  das  Potential 
V  im  Unendlichen  weder  auf  eine  von  Null  verschiedene  Constante  C\  noch 
auf  einen  Ausdruck  von  der  Form  C  +  M  log  R  reduciren  kann. 

7* 
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3.  Wenn  das  Potential  auf  einer  geschlossenen  Curve,  ausserhalb 
welcher  keine  Massen  vorhanden  sind,  einen  constanten  von  Null  verschie- 
denen Werth  hat,*80  kann  dasselbe  im  Unendlichen  nicht  verschwinden.  Die 
Wirkung  der  innerhalb  des  von  der  Curve  S  umschlossenen  Raumes  vorhan- 
denen Massen  auf  äussere  Punkte  kann  nämlich  jederzeit  auf  eine  Weise 
durch  eine  Randbelegung  dieser  Curve  ersetzt  werden.  Bildet  man  diese 
Randbelegung!  so  muss  ihr  Potential  nach  Voraussetzung  in  Beziehung  auf 
alle  Punkte  der  Curve  S  und  in  Folge  dessen  auch  innerhalb  des  ganzen  von 
der  Curve  umschlossenen  Raumes  einen  constanten  von  Null  verschiedenen 

dV 
Werth  haben.     Bezeichnet  daher  — ■,  den  nach  der  nach  dem  äussern  Raum 

o  N 

1    dV 
gezogenen  Normale  gewonnenen  Differentialquotienten,  so  stellt  - —  r—  die 

Dichtigkeit  der  Randbelegung  in  irgend  einem  Punkte  der  Curve  und  das 

ober  die  ganze  geschlossene  Curve  ausgedehnte  Integral  —   /  — -  ds  die 

2t£q/     V  i» 

Gesammtmasse  der  Randbelegung  dar.    Da  aber  die  Curve  nach  Voraus 

dV 
setzung  eine  Niveaulinie  ist,  so  hat—-  längs  der  ganzen  Curve   dasselbe 

Vorzeichen  oder  die  Summe  der  Massen  ist  von  Null  verschieden;  ihr 
Potential  kann  also  im  Unendlichen  nicht  verschwinden.  Es  ist  ersichtlich, 
dass  der  Satz  auch  dann  noch  gültig  bleibt,  wenn  die  Curve  S  aus  zwei 
oder  mehreren  getrennten  Theilen  besteht,  ausserhalb  deren  sich  keine 
weiteren  Massen  befinden  und  aufweichen  das  Potential  demselben  con- 
stanten Werth  besitzt.    Man  denke  sich  nämlich  das  System  der  Niveau- 

curven  construirt,  so  ändert  sich  das  Integral  —    /  — y  dsy    welches     die 

Summe  der  von  der  Niveaucurve  umschlossenen  Massen  ausdrückt,  nicht 

d  V 
von  einer  Niveaucurve  zur  andern  und  da  —  längs  der  ganzen  Niveau- 
curve dasselbe  Vorzeichen  besitzt,  so  muss  dieses  für  alle  Niveaucurven, 
welche  dasselbe  Massensystem  umschliessen,  dasselbe  sein,  d.  h.  das 
Potential  muss  von  Innen  nach  Aussen  entweder  fortwährend  wachsen, 
oder  fortwährend  abnehmen,  je  nachdem  die  Summe  der  umschlossenen 
Massen  positiv  oder  negativ  ist.  Es  ist  aber  auch  nicht  möglich,  dass  für 
die  das  eine  System  von  Massen  umschliessenden  Niveaucurven  ein  Ab- 
nehmen, für  die  das  andere  umschliessenden  ein  Wachsen  des  Potentials 
von  Innen  nach  Aussen  stattfinde,  indem  sonst  irgendwo  zwischen  beiden 
Massensystemen  eine  Unstetigkeit  stattfinden  müsste,  was  nicht  möglich  ist. 
Es  müssen  also  die  Werthe  des  Integrals  für  beide  Niveaucurven  gleiches 
Vorzeichen  besitzen  oder  die  Summe  der  Massen  muss  von  Null  verschieden 
sein.  —  Da  sich  keine  Niveaucurve,  welche  einem  endlichen  von  Null 
verschiedenen  Werth  von  V  entspricht,  ins  Unendliche  erstrecken  kann,  so 
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überzeugt  man  sich  leicht  durch  eine  ähnliche  Betrachtuug ,  dass  der  Satz 
auch  dann  noch  richtig  bleibt,  wenn  das  Potential  auf  den  gegebenen  ge- 
trennten Curven,  ausserhalb  deren  keine  Massen  liegen  dürfen ,  nicht  gleiche 
Werthe,  sondern  nur  constante  Werthe  von  gleichem  Vorzeichen  besitzt. 

11.  Es  soll  die  Vertheilung  nach  dem  umgekehrten  Ver~ 
hältniss  der  Entfernungen  wirkender  Massen  auf  der  Peri- 
pherie beider  Kreise  angegeben  werden,  für  welche  das 
Potential  auf  der  Peripherie  des  einen  Kreises  den  ge- 
gebenen constanten  Werth  Vi9  auf  der  Peripherie  des  andern 
Kreises  den  constanten  Werth  Ft  besitzt.  — Es  ist  zunächst  er- 
sichtlich, dass  die  Gleichung  l)  durch  eine  Function  von  der  Form 

V=pß  +  q 
erfüllt  werden  kann,  oder  indem  die  Constanten  />,  q  den  gegebenen  Grenz, 
werthen  gemäss  bestimmt  werden,  durch 

ß»—ßi       A— ft 

Die  Niveaulinien  des  Potentials  bilden  dann  das  durch  den  Parameter  a, 
ihre  Orthogonalen  das  durch  den  Parameter  ß  charakterisirte  Kreissystem. 
In  der  That  ist  diese  Lösung  immer  ausreichend  für  den  Fall,  dass 
gleich  grosse,  aber  dem  Vorzeichen  nach  entgegengesetzte 
Mengen  der  beiden  Fluida  vorhanden  sind,  oder  dass  Tim 
Unendlichen  verschwindet.   Ist  nämlich  erstens 

ft>0>ft, 
so  hat  innerhalb  des  von  der  Kreislinie  ß  =  ßt  umschlossenen  Raumes  das 
Potential  den  constanten  Werth  Vty  innerhalb  der  Kreislinie  ß=ßi  den 
constanten  Werth  Vx.  Damit  V  im  Unendlichen  verschwinde,  müssen  die 
gegebenen  Werthe  Vt  und  Vt  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben  und  die 
Bedingung  erfüllen: 

^1-^  =  0, 
so  dass  in  dem  zwischen  beiden  Kreisen  gelegenen  Räume 

ß     ßi     ß* 

ist.  Die  Dichtigkeit  «,  auf  der  Kreislinie  ßt  bestimmt  sich  durch  die  Glei- 
chung 

2«.  =££"—♦•  IT-*«  L 

1      ZN~2h'  dß      2h    ß,  ' 
für  den  Kreis  ßt  hingegen  bat  man 

*      dN~      2h  dß~      2h    ft' 
indem  ß  in  der  Richtung  der  nach  dem  Innern  des  von  beiden  Kreisen  be- 
grenzten Raumes  gezogenen  Normale  für  den  Kreis  ß,  wächst,   für  den 
Kreis  ßt  hingegen  abnimmt.    Die  Gesamnitmenge  des  auf  jeder  Kreislinie 
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vorhandenen  Fluidums  ergiebt  sich  durch  Integration  über  die  ganze  Kreis- 
peripherie 


1   C 


*.r4ar-r'-r'- 


2A     ß  ßt         ßi 

Ist  zweitens 

so  mu8S,  da  das  Potential  nach  Voraussetzung  im  Unendlichen  verschwin- 
den soll ,  nach  §.  10.  3  auf  der  Peripherie  des  äusseren  Kreises 

sein.    Der  Werth  von  V  für  den  zwischen  beiden  Kreisen  liegenden  ring- 
förmigen Räume  wird  daher 

ß-ßt 


Innerhalb  des  Kreises  ß%  ist 

und  man  erhält 

2n$i  = 


fpt-ft 

V=Vt=const. 

Vi      Vi      _  »i 
1h  ßt  —  ßt       1h 

r  "~^ 

V, 


9„.   _  **         V*       —  **      m. 


m\  —  —  mt  =—  o  o 

ßt  —  ßi 

12.  Ist  die  Summe 

M  =  mt  +  mt 
von  Null  verschieden,  oder  sind  die  Bedingungen,  welche  zum  Ver- 
schwinden des  Potentials  im  Unendlichen  erforderlich  sind,  durch  die  ge- 
gebenen Werthe  Vt  und  Vt  nicht  erfüllt,  so  soll  zuerst  der  Fall  betrachtet 
werden,  dass 

A>ft*>0 
ist.    Bezeichnet  dann 

~  €ßi—e-ßi 
den  Halbmesser  des  äussern  Kreises  ßt  und  ist  o  der  Abstand   eines  be- 
liebigen,  ausserhalb  dieses  Kreises  gelegenen  Punktes  vom  Mittelpunkt 
desselben ,   so  muss  sich  V  im  äusseren  Räume  auf  Mlog  q  reduciren  und 
für  q  —  R  den  constanten  Werth  Vx  annehmen.   Es  folgt  daraus 

Vi=MlogR, 
wodurch  bei  gegebenem  Werth  von  Vt  die  Summe  der  Massen  M  bestimmt 
ist  und  umgekehrt.  Um  die  Vertheilung  der  Massen  auf  beiden  Kreislinien 
zu  finden ,  denke  man  sich  die  auf  der  Peripherie  des  äusseren  Kreises 
vorhandene  Masse  mi  in  die  beiden  Theile  —  mt  und  M  zerlegt.  Vertheilt 
man  letztere  mit  gleichförmiger  Dichte  auf  der  Peripherie  von  ßt ,  so  hat 
ihr  Potential  innerhalb  dieses  Kreises  den  constanten  Werth  Vt  =  MlogJR, 
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während  die  Massen  —  mt  und  +  mt  auf  den  Peripherien  des  äusseren 
und  inneren  Kreises  nach  §.  11  in  der  Weise  vertheilt  werden  können,  dass 
ihr  Potential  auf  der  Peripherie  des  äusseren  Kreises  den  constanten 
Werth  0,  auf  der  Peripherie  des  inneren  Kreises  den  constanten  Werth 
—  mt(ßt  —  ßt)  besitzt.  Demnach  ergiebt  sich  das  gesammte  Potential  auf 
der  Peripherie  des  äusseren  Kreises  : 

Vt  =  MlogRy 
das  gesammte  Potential  auf  der  Peripherie  des  inneren  Kreises . 

Vt  =  MlogR  —  mt  (ßt  —  ßt). 
In  dem  zwischen  beiden  Kreisen  gelegenem  Räume  wird 

V=MlogR  — m%(ß  —  ft). 
Für  die  Dichtigkeit  erhält  man  die  Ausdrücke: 

,—  R       2Ä^       RlogR^2h'  ßt  —  ßt 
2ntt--mt-—t 2Ä-^ZTft 


1       logR       ßn-ßt 

ßt  —  ßi 

13.  Es  bleibt  noch  der  Fall  zu  betrachten ,  dass 

ft>0>ft 
ist    Dann  besitzt  das  Potential  innerhalb  des  Kreises  j5,  den  constanten 
Werth  Vt ,  innerhalb  des  Kreises  ßt  den  constanten  Werth  Vt.    Für  o  =  0, 
ß=0  muss  Funendlich  werden,  indem  es  sich  auf  den  Werth  (§.  10.  1) 

MlogQ  =  Mlog2k  —  Mlogj/af+ßl 
reducirt.    Die  Summe  der  Massen  M  ist  offenbar  nicht  willkürlich,  sondern 
durch  die  gegebenen  Potentialwerthe  Pt  und  Vt  in  einer  Weise  bestimmt, 
welche  sich  unten  ergeben  wird.  —  Es  sei 

»  _  ßt  —  ßi 
a>  In     ' 

so  reducirt  sich  die  Function 

/ j»     a  +  ßi— 2fti\        /»  g—ßj+2ßti\ 
TT      ._        f\2*'  2  /     8\2*  2  / 


8.fe"4*>-(r,^) 


für  0=ft  auf  Null, 

für  ß—ßt  Auf  den  constanten  Werth  ßv 

Für  «=0,  ß  =  0  wird  U  unendlich,   indem  es  für  verschwindend  kleine 
Werthe  von  et  und  ß  den  Werth 

.    ^-••«■(£')]-<°«(f^>) 
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annimmt.  Ausserdem  bleibt  die  Function  U  innerhalb  des  ganzen  von 
beiden  Kreisen  begrenzten  Theiles  der  Ebene  endlich  und  stetig,  genügt 
der  Gleichung  1)  und  besitzt  in  Beziehung  auf  a  die  Periode  2re. 

Es  ist  demnach  mit  Hülfe  der  Function  U  leicht  eine  Potentialfunction 
zu  bilden ,  welche  alle  Bedingungen  der  Aufgabe  erfüllt.    Die  Function 

r-  5=5-  ß  +  ™=£*  -  oft  6=1 +  eu 

.  ft  ßi  Pt-Pl  Pt  — Pi 

erhält  für  ß  =  ßl}  ß~ß%  die  vorgeschriebenen  Werthe  Vi  und  Ft.  •  Im 
Unendlichen  reducirt  sich  dieselbe  auf 

Damit  dieser  Werth  mit  dem  obigen 

M  log  2h—Mlog}/c?  +  ß* 
identisch  werde,   muss  zunächst  wegen  des  über  jede  Grenze  wachsenden 
Werth  es  des  letzten  Gliedes 

M  =  C 
sein,  worauf  sich  durch  Gleichsetzung  der  übrigen  Theile  zur  Bestimmung 
von  M  die  Gleichung  ergiebt: 

oder: 

M=    Vißt-Vtß*  

Um  die  auf  den  beiden  einzelnen  Kreisen  vorhandenen  Massen  und  Dich- 
tigkeiten zu  finden,  hat  man  zunächst  den  Werth  von  (jtt;)  ^r  ß—ßt  u"d 

ß=ßt  zu  bilden.    Die  Differentiation  ergiebt: 

!       /<oa  +  ßi—2ßti\  /g>  a^ßi  +  2ßit\ 

8\2rc  2  /  *\2n  2  / 

e»  U^       r     y    *■  \2ü      r^- ; 
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Bemerkt  man,  dass  sowohl  die  Function -~-^(  als  das  Product  X(iv(z)  mit 

8,  (z) 

dem  Argument  z  ihr  Zeichen  wechseln,  so  erhält  man: 


( IE\      ~  _  ?i 


©, 


Man  hat  femer : 


o>  /J|i* — 2/3t»       o»/}, « 


4» 


+         /   . 
€9  f 


4rai 


27t  2 

e'.fr  +  co'Q 

Mit  Rücksicht  darauf  ergiebt  sich: 


'"  *CÄ0  *(39-*(d 


Mit  Benutzung  dieser  Wert  he  wird: 


2A 


F,-rt 
A*-A 


f* 


A 


■M— 
In 


2h\dßjß=ßt 
cot]       \  4n  )   , 


XflV 


c&o 


A-A      ..J^     ,(fH'fö)! 

2,,,=_^(J^=ft 


"2Ä 


P.-K, 


Af 


A 


A—A       A— A 


■M 


ut 


K^h    ""-OSO 


"K^)  »CgM^ 


Um  durch  Integration  über  die  Kreisperipherien  die  auf  beiden  Kreisen 
vorhandenen  Massen  an  finden,  bemerke  man,  dass  man  hat: 


2« 


&,(vi)  ,  2*»» 


S,(vi) 


In  diesem  Ausdruck    ist    der  aus   der  Vieldeutigkeit   des  Integrals   her- 
rührende ganzzahlige  Coefficient  s  der  Bedingung  gemäss  zu  bestimmen, 
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dass  z  auf  dem  reellen  Integrationswege  von  0  bis  ^co  wachsen  soll.  Die 
von  den  in  den  geschwungenen  Klammern  stehenden  Ausdrücken  her- 
rührenden Theile  der  über  die  Kreisperipherien  auszudehnenden  Integrale 
reduciren  sich  demnach  auf  —  sx  M,  beziehungsweise  +  stM\xnd  man  erhält: 

m*  ä T~  +  Mä ä~ —  **M* 

Pt-— Pi  Pt  — Pi 

mf=  —  — - M  - — ^-r-  +  stM. 

Pt  —  Pi  ft  —  ft 

14.  Zur  Bestimmung  der  Werthe  von  st  und'  st  dient  am  leichtesten 
die  Betrachtung  des  besonderen  Falles ,  dass  beide  Kreise  gleichen  Halb- 
messer haben,  oder  dass 

ft  =  —  /?,  =  *  ^ 

09 

ist.  Da  nämlich  vi  rein  imaginär  ist,  so  ist  ersichtlich,  dass  eine  Unstetig  - 
keit  des  auf  dem  reellen  Integrationswege  zunehmenden  Integrals  und  eine 
sprungweise  Aenderung  des  Werthes  von  s  nur  für  diejenigen  Werthe  von 
v  eintreten  kann ,  für  welche  A(vi)  gleich  Null  oder  unendlich  wird,  d.  i.  für 

v  —  Q  o<ler  v=Aa>'.    Da  nun  der  Werth  — —  immer  zwischen  den  Grenzen 


-l 


4* 


0  und  £co'  und— —  immer  zwischen  0  und  — \m  liegt,  so  kann  also  zur 
Bestimmung  von  st  und  st 

oder 

4*        *  4w  * 

gesetzt  werden.   In  diesem  besonderen  Fall  wird  aber: 

=^_l%[4.1(£^)i(Ä^)] 

'  2A|      2/J0      T      4*    A  \4*       *       yf 

2ft      T      4*1  \4»T*       /) 
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»A 


+ 


m,=  — 


2ft 
Es  ist  aber 


o 

2n    4nJ     l   \4*       *       / 


=/?(s+^')*~y¥ 


(z)  dzc=  (2s +  1)  ni. 


0  i«'i 

Zur  Bestimmung  des  dem  reellen  Integrationsweg  für  et  entsprechenden 

Werthes  von  s  bemerke  man ,  dass  die  Integration  in  Beziehung  auf  z  auf 

dem  Wege  AB  (Taf.  II  Fig.  2)  auszuführen  ist.    Dieser  Weg  kann  aber, 

da  eine  Unstetigkeit  nur  an  den  Verzweigungspunkten  0,  — ,  — , 

4b  it  iß 

stattfindet,  durch  den  Weg  ACDEFB  ersetzt  w&den.   Da 

y  (*  +  !•)  =  y  tot 

so  heben  die  von  den  in  entgegengesetzter  Richtung  durchlaufenen  Strecken 
AC  und  FB  herrührenden  Theile  des  Integrals  einander  auf.  In  Betreff 
der  Strecke  DE  bemerke  man,  dass 

ist,  dass  also  die  von  dem  in  gleicher  Richtung  durchlaufenen  Strecken 
DG  und  GJ£ herrührenden  Theile  des  Integrals  ebenfalls  gleiche  und  dem 
Vorzeichen  nach  entgegengesetzte  Werthe  besitzen.  Es  bleiben  also  nur 
noch  die  Theile  zu  betrachten,  welche  von  den  mit  dem  beliebig  kleinen 
Halbmesser  r  um  die  Unstetigkeitspunkte  beschriebenen  Kreisquadranten 
CD  und  EF herrühren.  Um  diese  Theile  zu  ermitteln,  sei  für  den  Qua- 
dranten CD 

dz 

z 
wo  also  q>  den  von  Cbis  D  von  \n  bis  0  abnehmenden  Winkel  bezeichnet. 
Da  für  sehr  kleine  Werthe  von  z 

k  A  '       z 

gesetzt  werden  darf,  so  hat  man 
D 


I  ^r-{*)dz=  I  idq>—  —  J»i. 
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Ebenso  hat  man  für  den  Quadranten  EF 

z —  £a> 

wo  ty  den  von  E  bis  F  von  0  auf  \it  wachsenden  Winkel  bezeichnet.  Für 
Wertlie  von  z,  welche  sehr  nahe  an  ^co  liegen,  ist  aber 

tWs=i(z-W=_1 
mithin 

Man  erhält  also  schliesslich 

B 

Durch  Einsetzung  dieses  Werthes  in  die  Formeln  für  m,  und  »if  er- 
giebt  sich : 

Die  Summe  der  beiden  Massen  ist,  wie  es  sein  muss,  gleich  M*).  Der 
oben  im  allgemeinen  Fall  gefundene  Ausdruck  für  M  vereinfacht  sich  eben- 
falls für  den  besonderen  Fall  zweier  gleichen  Kreise ,  indem  man  erhält : 

Yt+Vx 


M  = 


huj/k 


mithin : 


Vt—Vx     l       Vt+Vt  1 


ßo  *  ,     hu>\Tk 


2it 


m.  =  — 


rt-rt    i  ■   vt  +  vx 


ßo            2           Äf     hml/k 
2  log f- — 


In 

Diese  Formeln  dienen  zur  Berechnung  der  Massen,  welche  erforderlich 
sind ,  um  die  gegebenen  Potentialwerthe  auf  beiden  Kreisen  zu  erzeugen. 
Umgekehrt  hat  man  zur  Berechnung  der  Potentialwerthe,  welche  durch 
die  gegebenen  Massen  m,  und  mt  erzeugt  werden,  die  Formeln: 


*)  Diese  Bedingung  hätte  natürlich  viel  schneller  zur  Bestimmung  des  Werthes 
von  s  geführt,  doch  ist  absichtlich  der  Verificirung  wegen  der  Weg  der  wirklichen 
Integration  vorgezogen  worden. 
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^=  +  ift>  K-%)+(».+«i)b»^ 

Alt 

15.  Kehren  wir  nach  dieser  Excarsion  zur  Betrachtang  des  altge- 
meinen Falls  zweier  ungleichen  Kreise  zurück,  so  sieht  man,  dass  zur 
Uebereinstimmung  der  oben  (§.  13)  gefundenen  Werthe  für  m,  und  .w2  mit 
denen,   welche  für  den  Fall   zweier  gleicher  Kreise  gelten,  erforderlich 

ist,  dass 

st=l         ,         *,  =  — 1 

gesetzt  werde  y  so  dass  man  erhält 

'__      r.-rt  +  w._..ßt 


ft— Pl  ft~ ft 

m*~~  ft-A^ft^Ä 

oder,  wenn  der  Kürze  halber 

»-A  +  fcf^(=4!)]_-Ä+w[-Hr'*(=g0] 

gesetzt  wird : 

»-_    F»-F'  i    ft   -    v<ß*-v>ßi 

ft-P.ft— ft  ftft-JV(ft-ft) 

_  =    ^.— r.      ft       ^,ft-^ft 

ft-ft     ft-ft 'ftft-tf(ft-ftr 

woraus  die  Relation  folgt: 

Durch  Auflösung  dieser  Gleichungen  in  Beziehung  auf  F,  und  Ft  erhalt 
man  die  Potential  werthe,  welche  durch  die  gegebenen  Massen  mt  und  mt 
erzeugt  werden  ,  nämlich : 

V\—  mißi  —  MN 
Vt=  —  mtßt  —  MN. 
16.  Die  Vertheilung  der  Fluida  würde  keine  Anwenduug  erfahren, 
wenn  man  sich  die  Ebene  durch  einen  Kreis  begrenzt  dächte,  dessen 
Halbmesser  R  gegen  die  Dimensionen  der  beiden  gegebenen  Kreise  sehr 
gross  ist  und  wenn  man  auf  der  Peripherie  dieses  Kreises  eine  Masse  — M 
mit  gleichförmiger  Dichte  vertheilte.  Es  erhielte  dadurch  das  Potential 
auf  dem  Grenzkreis  und  im  ganzen  äusseren  Räume  den  constanten  Werth 
Null.  Innerhalb  des  Begrenznngskreises  erführe  dasselbe  einen  überall 
constanten  Zuwachs 

—  Mlog  R,' 
sodass  in  diesem  Fall 

Vt=      mtßt  —  M(N+logS) 
Vi  =  —mlß1^IH(N+logR) 
würde,  oder  um  gegebene  Potential  werthe  zu  erzeugen,  die  Massen 
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m  =     Üj^Tl  .  _A rift-r.ft 

A~A        A~A  '  AA-(A~A)  (*+***) 


m9  = 


Vz—Vi  A  Vxßt-Vtßx 


A-A      A-A    AA-(A-A)(*+*vÄ) 

-M  = ^A-^.A 

AA -(A— A)(*+%*) 

auf  den  Peripherien  der  beiden  Kreise  A  i  A  un(*  des  Begrenzungskreises 
vertheilt  werden  mtissten. 

17.  Die  Green'sche  Function  für  den  von  zwei  nichtcon- 
centrischen  Kreisen  begrenzten  Raum*).  In  einem  zwischen  den 
beiden  Kreisen  ß  =  ßiy  ß=ß2  gelegenen  Punkte/?  sei  die  Masse  +1  Con- 
centrin. Es  soll  eine  Massenvertheilung  auf  beiden  Kreisen  angegeben 
werden,  welche  so  beschaffen  ist,  dass  ihr  Potential  zusammen  mit  dem  der 
im  Punkte  p  concentrirten  Masse  +  1  in  jedem  Punkte  beider  Kreisperi- 
pherien die  Summe  Null  giebt.  Bezeichnet  G^  das  Potential  der  gesuchten 
Massenvertheilung,  so  muss 

auf  jeder  Kreisperipherie  verschwinden,  oder  es  muss  für  ß=ßu  °der  ß=  ßt 

Gto)  =  —  1o9Q(p) 
werden.  * 

Es  sei  erstens 

A>A><>, 
so  verschwindet  V  auf  der  Peripherie  des  äusseren  Kreises ,  also  auch  im 
ganzen  äusseren  Räume.  Die  Summe  der  auf  beiden  Kreisperipherien 
vcrtheilten  Massen  muss  also  —  1  sein.  Im  Punkte  p  oder  füra=o,(J  =  A 
muss  Funendlich  werden  wie  togq^  G{V)  hingegen  einen  endlichen  Werth 
behalten.  —  Die  Function 

*\2n  2  /     *\2n  2  / 

reducirt  sich 

für     ß=ßt     auf  Null, 

für     ß=ßt     auf—  (&  —  ft). 
Für  «  =  «,  j3  =  6  wird  [/unendlich,   während   die  Differenz  U  —  logg  in 
diesem  Punkte  stetig  bleibt  und  den  Werth 

iwtyiP) 


"W^o 


*)  Vcrgl.  die  schon  früher  oitirte  Ahhandlung  von  C.  Neu  mann  in  Borchnr dt's 
Journal  LIX  S.  360. 
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erhält.    Die  Function 

Pt  —  Pi 

erfüllt  daher  sämmtliche  Bedingungen  der  Aufgabe  und  die  Function 

ist  die  gesuchte  Green 'sehe  Function  für  den  von  zwei  nicht  concen- 
tri sehen  Kreisen  begrenzten  ringförmigen  Raum.  Um  die  Dichtigkeit  «W 
der  dem  Centrum  p  entsprechenden  Randbelegung  zu  finden ,  hat  man  nur 

den  Ausdruck  (tt-tA  für  beide  Kreise  zu  bilden  und  erhält: 


1  2h 


h^s 


»-A 


Aj^_     «y  1     '\       4*      /     •  r    V        4*        )  I 


A— A  A  — A 

mi'\-mt  = — 1. 
Mit  Hülfe  der  gefundenen  Raudbelegung  kann  die  Aufgabe  gelöst  werden, 
eine  Potentialfunction  <ß  zu  finden,  welche  innerhalb  des  von  beiden 
Kreisen  begrenzten  ringförmigen  Raumes  stetig  und  endlich  bleibt  und  sich 
für  ß  =  ßi  und  ß=ßt  auf  gegebene  Functionen  von  a  ,  &t  und  Ot  reducirt. 
Es  ist  nämlich  die  gesuchte  Function 

0{p)  =  —   fe  ,<F)  <&,  dst  —  A.W  <&,  dst. 
Wäre  z.  B.  _  _      •     / 

d>j  =  F,  =  am**.  d>,  =  T,  =  cows/. 

gegeben,  so  würde 

A— A  A  — A 

was  mit  dem  oben  (§.  12)  gefundenen  Werth  übereinstimmt. 
18.  Ist  zweitens 

ft>0>ftf 
so  ist  zu  beachten ,  dass  sich  Vx  als  Potentialfunction  im  Unendlichen  nicht 
auf  eine  von  Null  verschiedene  Constante  reduciren  kann ,  sondern  gleich 
M  log  R  oder 

Mlog'Zk  —  Mlogj/^+ß1 
werden  muss ,  wenn  M  die  Summe  der  im  Punkte  p  und  auf  den  beiden 
Kreisen  vertheilten  Massen  bezeichnet.    Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  diese 
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Summe  von  Null  verschieden  sein  muss.  Die  in  (§.  17)  mit  V  bezeichnete 
Function  genügt  nämlich  den  auf  den  Funkt  p  und  auf  die  Grerizkreise 
bezüglichen  Bedingungen  auch  noch  in  diesem  Falle,  reducirt  sich  aber 
für  <x=0,  ß=0  auf  einen  constanten  von  Null  verschiedenen  Werth  V0. 
Die  Function  V —  F0  verschwindet  im  Unendlichen,  wird  im  Punkte  p 
unendlich  wie  log  0{P)y  erhält  aber  auf  den  Grenzkreisen  den  Werth  —  V0. 
Sollte  es  nun  eine  Potential function  geben ,  welche  im  Punkte  (p)  un- 
endlich wird  wie  logQ(p)  und  sich  sowohl  auf  den  Grenzkreisen  als  auch  im 
Unendlichen  auf  Null  reducirt,  so  müsste  dieselbe  von  der  Function 
V —  V0  um  eine  Potential  function  verschieden  sein ,  welche  im  Unendlichen 
verschwindet,  anf  den  Grenzkreisen  den  constanten  Werth  +  VQ  erhält  und 
sonst  überall  stetig  und  endlich  ist,  was  nach  §.10.  3  nicht  möglich  ist. 
Die  .Summe  der  auf  den  Kreisen  vertheilten  Massen  ist  also  in  diesem 
Falle  von  —  1  verschieden.    Die  Function 

e   /»   a  —  a  +  (ß  —  b)t\  ^  /•   g—a  —  (ß— b) t\ 

Z  =  l  loa - \2* 2 / 

*       S   (*   aX-a  +  tfr-2h+b)i\ß  (m  a  —  a  —  {ß-2ßi  +  b)i\ 
'V**  2  /     9\2n  2  ) 

reducirt  sich 

für  ß  =  ßt  auf  0 
für  ß  —  ßt  auf—  {b  —  ßt) 
für  a  =  a,  ß  —  b  wird  Ü unendlich  wie  log  Q(P) 

für  «.=0,  p=0  wird  Z0=  i  log 


öa  [  «  «+(*ft»-*)^  e>  f  *>  a-(2ft-6)A 


Die  Function 


/  co  q+(2/?tT-6)i\        /  «  < 

Hs      2 — ;ö,w 

/wcf+|3A         /w  er  —  fft\ 


/«_  «  +  /»-2fti\   @j  /«-Pt  +  2ftt\ 

hingegen  wird 

für  0  =  0,  gleich  0 

für  0  =  ft  gleich  +  0,. 
Für  «  =  0  ß=0  wird 

Mit  Hülfe  der  beiden  Functionen  ü  und  W  ist  es  daher  leicht  eine  Poten- 
tialfunction  zusammenzusetzen,  welche  allen  Bedingungen  der  Aufgabe 
genügt.     Die  Function 


oder 
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)05 


•-ß-ß< 


(b  +  Cßt)+Z-{l  +  C).W 


ßt-ßi 

besitzt  die  verlangten  Eigenschaften.  Dieselbe  verschwindet  für  ß  =  ßu 
und  für  ß  =  ßt-  V — log  q{p)  behält  im  Funkte  p  einen  endlichen  Werth;  für 
«  =  0,  0  =  0  wird 

ßs 


+  Zt+(\+C)log 


\%<t)] 


+  {l+C)logR. 


Die  Constante  C  stellt  offenbar  die  Summe  der  auf  beiden  Kreisen  ver- 
teilten Massen  dar.  Dieselbe  bestimmt  sich  durch  die  Bedingung,  dass 
in  dem  Ausdrucke  für  V0  sämmtliche  Glieder  mit  Ausnahme  des  letzten 
einander  aufheben  müssen,  so  dass  man,  wenn  der  Kürze  halber,  wie  oben, 

*-*+*.[Hr,*(^0]-T*+-[-'nl*(^)] 

gesetzt  wird,  erhält 

,.c_  ft(A-»)+^(ft-ft> 
"•"        ßtßt-ifißt-ßt) 

Für  die  Dichtigkeit  der  dem  Funkte  p  entsprechenden  Belegungen  er- 
giebt  sich: 


2ntiiP)dsi  —  dat 


h  +  Cßt 


Ol 

"2j 


K"-^X    »'(!*£*) 


0-s-.;4 


+  {l  +  C)\ 


ßt-ßi      2 n  \     /m(b-ß,)iyxt Mb-ß,)i\     M«-«)\ 


2nttWdst=- — dctt 


-ß*)t 


ßt-ßx       ** 


') 


+0  +  0 


e(o>(b—ßt)iK     ^Mg-ftfo     A,/«»(«  — q)\ 

Pt  —  Pi 

Die  gefundene,  dem  Punkte  j?  entsprechende  Bandbelegung  kann,  wie  oben, 
dazu  dienen,  die  Fotentialfunction  4>(P)  zu  finden,  welche  im  ganzen  ausser- 
halb der  Kreise  gelegenen  Kaum  stetig  und  endlich  bleibt,  im  Unendlichen 

Ztitschriftf.  Mathematik  u.  Physik.  X,  2.  8 
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logarithmisch  anendlich  wird  und  sich  für  ß—ßt  oder  0  =  /3,  auf  gegebene 
Functionen  von  a  reducirt.     Ist  z.  B. 

Ox  =  Vt  =  const    <Dt  =  Vt  =  const 
gegeben ,  so  erhält  man 

oder  mit  Rücksicht  auf  den  für  C  gefundenen  Werth : 

*       ^,-r,       rt/?,-r,ft        r.A-r.A     \ß    »-A   _z( 
*w—fiT-~K+     A-A     +ÄA-*(A-A)r,A-P.       T 

Die  Identität  dieses  Ausdrucks  mit  dem  oben  §.  13  gefundenen 

A-A    +     A-A    +,AA-*(A-A)rA-A  +     I 

erhellt  sofort,  wenn  man  bemerkt,  dass  in  §.  13 

0  f  «  +  6,'~2<3t,vQf »  a~ bi  +  2P*f) 

8\2«       2     /      '  \2ji;       2      / 
war,  dass  mithin 

e    /  j»  q  +  fri  —  2fti\  e   /»  g  —  bi+2ßtt\ 

*•  (,n  — 5 — ^  "•  is  — i — ;  ■ 

ist,  woraus  die  Identität  folgt 

ßt  —  P\  Pi  —  ßi 

19.  Es  sollen  schliesslich  die  Folgerungen  zusammengestellt  werden, 
welche  sich  aus  dem  Vorstehenden  für  die  elektrische  Ladung  eines  von 
einer  cylindrischen  Hülle  umgebenen  Drahtes  oder  zweier  parallelen  cy- 
lindrischen  Drähte  ergeben.  Die  Anziehung  einer  unbegrenzten  Graden, 
welche  ihrer  ganzen  Länge  nach  mit  Masse  von  gleichförmiger  Dichtigkeit 
X  belegt  ist,  auf  einen  äusseren  Punkt  wird,  wie  in  §.  8  bemerkt,  durch  die 
einer  Masse  2X  ersetzt,  welche  in  dem  Fusspunkt  des  von  dem  angezo- 
genen Punkt  auf  die  Grade  gefällten  Perpendikels  concentrirt  ist  und  nach 
dem  umgekehrten  Verhältniss  der  Entfernungen  anzieht.  Demnach  braucht 
man,  die  gefundenen  Werthe  der  Massen,  welche  erforderlich  sind ,  um  auf 
den  beiden  Kreisperipherien  die  Potentialwerthe  Vt  und  Vt  zu  erzeugen, 
nur  durch  2  zu  dividiren,  um  die  Elektricitätsmengen  m,  und  ma  zu  finden, 
welche  erforderlich  sind,  um  die  Längeneinheit  der  beiden  Cylinder  zu  den 
gegebenen  Potentialwerthen  Vi  und  V%  zu  laden.  Man  erhält  daher  fol- 
gende Werthe : 
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1.  Im  Fall  eines  von  einer  concentrischen  cylindrischen 
Hülle  umgebenen  Drahtes,  wenn  Ä,  den  Halbmesser  des  äusseren, 
Bt  den  des  innern  Cylinders  bezeichnet: 

Setzt  man  das  Potential  auf  der  äusseren  Belegung  F,=o,  so  erhält  man 
die  bekannte  von  Thomson  [Phil.  Mag.  (4.  ser.)  IX.  531]  aufgestellte 
Formel  für  die  elektrostatische  Capacität  eines  Flaschendrahtes. 

2.  Für  denFall  eines  cylindrischen  Drathes,  welcher  von 
einer  excentri sehen  cylindrischen  Hülle  umgeben  ist,  (§.12): 

Sind  R,  und  Ä,  die  Halbmesser  des  äussern  und  innern  Cylinders ,  A  der 
Abstand  ihrer  Mittelpunkte,  also 

R,  =  — r  Rt  = 


—  «-A  eßt—e-p, 

eft       eßt' 
ird: 


V(Rt  +  *._+  A)  XRX+Rt-A)  +j/jR,  -  H,+Ä)  (R,  -Rt-A) 
9  /"(*•"+  ti+A)  (R;+R^J)  -j/^-R.+A)  (ä,  -Rt-A) ' 

3.  F  ü  r  z  w  e  i  parallele  c  y  1  i  n  d  r  i  s  c  ii  e  \)  r  a  h  t  e  (§.15)  wird ,  wenn 

©'  _  ft  --  ßx 

-fcK£<I')]=-*W(-£<i£)] 

gesetzt  wird: 

,-     '  A^Ä"1"  A~A'AA-*(A-A) 

ffl ,  y«- r,     ,    A  r,ßt-rtßt 

1     '      A-A       A-A'AA-*(A-A) 

"«i  A + mt  A = — ^ — 

4.  Wenn  die  beiden  Drähte  von  einer  weiten  cylindrischen  Hülle  vom 
Halbmesser  R  umgeben  sind ,  werden  die  Elektricitätstnengen  M,  m, ,  m, 
welche  erforderlich  sind ,  um  die  Längeneinheit  der  Hülle  und  der  beiden 
Drähte  zu  den  Polentialwerthen  0,  V,,  Vt  zu  laden  (§.  16): 

8" 
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iß,ßt~(ßt-ßl)^+logR) 

_     ,  v*~v>  ,  ,     ßt v>ßt-r*ß, 

'"'    -       *  0,-fc  +  *  ft-ft  *  ßtßt  -(ft-ft)  (*  +  log  Ä) 

m  _     .  ^»-  *'■     i     ft r,ß.-r,ß, 

*A-A      JA-A'ftA-(ft-A)l*  +  %Ä)' 

20.  Der  Nenner  des  in  §.  19.  2.  aufgestellten  Ausdruck«  für  m2  drückt 
bekanntlich,  mit  einem  constanten  Factor  multiplicirt,  den  Leitungswider- 
stand  des  zwischen  den  excentrischen  Cylinderflächen  enthaltenen  Raumes 
aus ,  wenn  man  sich  diesen  Raum  mit  homogener  leitender  Substanz  erfüllt 
denkt.  Gaugain  hat  in  einer  experimentellen  Arbeit  (Ann.  d.  chim.  et  de 
phys.  (3.  ser.)  Bd.  LX1V,  174)  die  Analogie  nachzuweisen  gesucht,  welche 
zwischen  den  Erscheinungen  der  Ladung  und  der  Stromleitung  besteht. 
Derselbe  geht  dabei  von  dem  von  Faraday  aufgestellten  Gesichtspunkt 
aus  (Exp.  Res.  no.  1320)  „that  insulation  and  conduction  are  only  ex- 
treme degrees  of  one  common  condilion  or  effecl,  and  in  any  sufficient  mathe- 
matical  theory  of  electricüy  musl  be  taken  as  cases  oflhe  same  kind".  Gaugain 
hat  insbesondere  die  Erscheinungen  der  Ladung  und  Leitung  zwischen  zwei 
nichtconcentrischen  Cylindern  untersucht,  und  beide  Klassen  von  Erschei- 
nungen unter  einander  und  mit  der  aus  der  Kirchhof  fischen  Theorie 
der  Stromverbrcitung  abgeleiteten  Formel  (welche  von  Gaugain  §.199 
seiner  Abhandlung  in  unwesentlich  verschiedener  Form  angeführt  wird) 
in  völliger  Uebereinstimmung  gefunden*).  Wenn  man  darin  einerseits  eine 
schöne  Bestätigung  der  theoretischen  Ergebnisse  sehen  kann ,  so  wird  man 
sich  andererseits  nicht  mit  den  Folgerungen  einverstanden  erklären  können, 
welche  Gaugain  aus  diesem  Resultat  zu  Gunsten  der  Far  ad  ay' sehen 
Theorie  der  „Induction  in  krummen  Linien"  zu  ziehen  geneigt  ist.  Gaugain 
hältdenFall  der  concentrischencylindrischenCondensatoren  nicht  fürgeeignet, 
zwischen  der  „alten  Theorie**  und  der  „Theorie  von  Faraday**  zu  ent- 
scheiden. „Es  giebt  sogar  einen  Grund**,  sagt  derselbe,  „zu  glauben,  dass 
„in  diesem  Falle  beide  Theorien  zu  derselben  Formel  führen.  In  der 
„That  ist  es  eines  der  Merkmale,  welche  am  schärfsten  die  Theorie  von 
„Faraday  von  der  alten  Theorie  unterscheiden,  dass  nach  der  ersten 
„die  Influenz  sich  im  Allgemeinen  in  krummen  Linien  fortpflanzt,  nach  der 
„zweiten  hingegen  immer  in  geraden  Linien.  Aus  der  Symmetrie  der  Ge- 
stalt folgt,  dass  dieser  Unterschied  im  besonderen  Falle  concentrischer 
„  Cylinder  verschwindet.  Es  scheint  demnach  einige  Wahrscheinlichkeit  für 
„sich  zu  haben,  dass  beide  Theorien  zu  denselben  Resultaten  führen. 
„  Diese  Uebereinstimmuug  ist  hingegen  sehr  unwahrscheinlich  im  Fall  ex- 
„  centrischer  cylindrischerCondensatoren ,  bei  welchen  der  bei  weitem  grössere 


*)  Vergl.  auch  die  Untersuchungen    von  Siemens  Pogg.  Anm.  CII  p.  lOOff. 
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,Theil  der  Influenz  sich  nach  der  Theorie  von  Faraday  in  kiummer 
„Linie  fortpflanzt,  während  dieselbe  nach  der  alten  Theorie  ausschliesslich  in 
„gerader  Linie  erfolgt.  Die  oxperimentelle  Untersuchung  der  excentrischen 
„cylindrischen  Condensatoren  scheint  deshalb  geeignet,  zur  Controle  der 
„Theorien  zu  dienen ".  Gaugain  hat  es  nicht  unternommen,  die  Con- 
seqnenzen  aus  der  Coulomb-Poisson'  sehen  Theorie  für  den  Fall  excen  • 
trischer  Condensatoren  zu  ziehen.  Er  glaubt,  dass  dies  noch  nirgends 
geschehen  und  möglicherweise  mit  erheblichen  analytischen  Schwierigkeiten 
verknüpft  sei;  er  begnügt  sich  mit  der  Yermuthung,  dass  diese  Theorie 
wohl  zu  andern  Resultaten  führen  werde,  um  sich  für  die  Induction  in  kr  uin- 
neu  Linien  zu  entscheiden.  Diese  Vermuthung  ist  eine  irrthümliche.  In 
der  That  ist  die  Uebereinstimmung  beider  Klassen  von  Erscheinungen  auch 
in  der  Potentialtheorie  begründet  und  es  muss  demnach  der  Beurtheilung 
jedes  Einzelnen  überlassen  bleiben,  ob  er  eine  grössere  Klarheit  darin  findet, 
die  Erscheinungen  der  Influenz  und  der  Stromleitung  mit  Farad ay  als 
ihrem  Wesen  nach  identisch  aufzufassen,  oder  beide  in  der  Vorstellung  von 
einander  zu  trennen  und  die  durch  Theorie  und  Versuch  nachgewiesene  Ana- 
logie zwischen  beiden  lediglich  als  eine  analytisch  nothwendige  Consequenz 
der  Potentialtheorie  zu  betrachten. 
Berlin  im  Dezember  18C4. 


VI. 

Entwickelung  eines  Satzes  der  mechanischen  Wärmetheorie 

für  beliebige  Prozesse,  in  welchem  der  Clausius'sche  Satz 

der  Aeqnivalenz  der  Verwandlungen  für  Kreisprozesse  als 

besonderer  Fall  enthalten  ist. 

Von  J.  Bauschinger, 

Lehrer  an  der  kpnigl.  Gewerb-  und  Handelsschule  in  Fürth. 


In  seiner  letzten  Abhandlung*)  dehnt  Herr  Claus iu 8  seinen  Satz 
von  der  Aeqnivalenz  der  Verwandlungen,  den  er  ursprünglich  nur  für 
umkehrbare  und  nicht  umkehrbare  Kreisprozesse  entwickelt  hat**),  auch 
auf  andere  Prozesse,  für  welche  die  Aenderung  der  innern  Wärme  und 


*)  Poggend.  Ann  Bd  CXVI.  S.  73. 
**)  Poggend.  Ann.  Bd.  XC11L  S.  481. 
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Arbeit  nicht  gleich  Null  ist,  aus.  Er  nimmt  dabei  eine  neu  eingeführte 
Grösse,  die  er  Disgregation  nennt,  und  die  Hypothese  zu  Hülfe,  „dass 
die  mechanische  Arbeit,  welche  die  Wärme  bei  irgend  einer  Anordnungs- 
änderung eines  Körpers  thun  kann ,  der  absoluten  Temperatur ,  bei  welcher 
die  Abänderung  geschieht,  proportional  ist14. 

Nun  lässt  sich  ganz  ohne  die  letzteren  oder  ähnliche  Hülf 8 mittel  auf 
rein  mathematischem  Wege  aus  den  Grundprincipien  der  mechanischen 
Wärmetheorie  für  den  Ausdruck 

Cdq 


J\ 


wo  q  die  der  Gewichtseinheit  eines  Körpers  behufs  irgend  einer  Zustands- 
änderung  zuzuführende  (oder  zu  entziehende)  Wärme,  t  die  Temperatur 
des  Körpers  vom  Eispunkt  an  gerechnet  und  a  den  reeiproken  Werth  des 
Ausdehnungscoefficienten  der  Gase  (273  für  die  Celsius  'sehe  Scala)  be- 
deutet, ein  Werth  berechnen,  der  für  jeden  Prozess  gültig  ist,  und  ans 
dem  der  Clausius'sche  Satz  von  der  Aequivalenz  der  Verwandlungen  für 
umkehrbare  und  nicht  umkehrbare  Kreisprozesse  als  specieller  Fall  her- 
vorgeht. 

Die  Entwickelung  dieses  allgemeinen  Satzes  ist  der  Zweck  der  nach- 
folgenden Arbeit.  Wenn  ich  dabei  etwas  weiter  aushole,  so  halte  ich  dies 
deshalb  für  noth wendig,  weil  ich  'einige  bisher  schon  bekannte  Sätze  der 
mechanischen  Wärmetheorie  in  allgemeinerer  Form ,  als  es  bisher  geschehen 
ist,  aufstellen  und  in  dieser  Form  zu  dem  angegebenen  Zwecke  benutzen 
möchte. 

§.  1.  Der  Zustand  eines  Körpers  ist  vom  physikalischen  Standpunkte 
aus  durch  die  drei  Grössen  p,  »,  f,  d.  h.  durch  seinen  Druck,  sein  speci- 
fisches  Volum  (Volumen  der  Gewichtseinheit)  und  seine  Temperatur  im 
Allgemeinen  vollkommen  und  in  der  Weise  bestimmt,  dass  jede  dieser  drei 
Grössen  als  Function  der  beiden  andern  unabhängig  Veränderlichen  an- 
gesehen werden  kann.  Der  grösseren  Allgemeinheit  wegen  wollen  wir 
nach  dem  Vorgänge  Kirchhoff 's*)  die  beiden  Grössen  p  und  v  als 
Functionen  zweier  unabhängig  Veränderlicher  betrachten,  von  denen  die 
eine  die  Temperatur  t  (in  Graden  des  hunderttheiligen  Luftthermometers 
vom  Eispunkt  an  gezählt),  die  andere  eine,  noch  spätem  Verfügungen 
vorbehaltene ,  einstweilen  mit  x  bezeichnete  Grösse  sei. 

Die  beiden  Gleichungen 

l)  p=p(x,i)    ;    v—v(x,  /) 

durch  welche  Abhängigkeit  zwischen  den  4  Grössen  p,  v}  t,  x  ausgedrückt 
ist,  wollen  wir  kurz  „  Zustand  sgleichungen"  des  Körpers  nennen. 

§.  2.  Bezeichnet  g  die  Wärmemenge,  welche  der1  Gewichtseinheit 
eines  Körpers  behufs  irgend  einer  Zustandsänderung  desselben  zugeführt 


*)  PoR-froud.  Ann.  Bd.  CHI.  S.  177. 
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(iin  Falle  q  positiv)  oder  entzogen  (im  Falle  q  negativ  ist)  werden  inuss, 
so  ist  bekanntlich  das  Hauptpriucip  der  mechanischen  Wärnietheorie  in 
der  Gleichung  ausgedrückt: 

2)  dq  =  du+Apdv. 

Hierin  bezeichnet  u  eine  gewisse  Function  der  beiden  unabhängig  Ver- 
änderlichen x  und  f,  die  wir  mit  Kirchhoff  die  Wirkungsfunctionen 
der  Gewichtseinheit  des  Körpers  nennen  wollen.*)  Der  reciproke  Werth 
von   A  ist  das  sogenannte    mechanische   Aequivalent  der  Wärme  (nach 

Joule  im  Mittel  —  =  424  Kilogramm  -  Meter. 

In  der  Gleichung  2)  sind  du  und  dv  vollständige  Differentiale  der 
Functionen  u  und  v  zweier  unabhängig  Veränderlicher  xt  U  Bezeichnet 
man  daher  mit  d  partielle  Differentiale,  so  kann  die  Gleichung  2)  auch  so 
geschrieben  werde  a: 

§.  3.  Die  drei  einfachsten  Fälle  der  Zustandsänderung  eines  Körpers 
sind  die,  wo  a)  der  Druck,  b)  das  Volumen,  c)  die  Temperatur  con- 
stant  bleibt. 

a)  Bezeichnet  c  die  specifische  Wärme  des  Körpers  bei  constantem 
Druck,  so  ist  die  Wärmemenge  dg,  welche  noth wendig  ist,  um  die  Tem- 
peratur des  Körpers  bei  constantem  Drucke  um  dl  zu  erhöhen: 

dq  =  cdt, 
wo  c  Function  der  unabhängig  Veränderlichen  x  und  /  ist.   Ferner  hat  man 
für  diesen  Fall 

Mittelst  der  letzten  beiden  Gleichungen  folgt  aus  der  3) : 

ap_a«ap_aKap        rdv  djß_dv  dp\ 
*'  c  dx~ di  dx     dx  dt  +  p\di  dx    dx'dtj 

b)  Bezeichnet  ct  die  specifische  Wärme  des  Körpers  bei  constantem 
Volumen,  so  ist  die  Wärmemenge  dq,  welche  notwendig  ist,  um  die 
Temperatur  des  Körpers  bei  constantem  Volumen  um  dl  zu  erhöhen: 

dq=ctdlj 
wo  c,  wieder  Function  der  unabhängig  Veränderlichen  x  und  t  ist.     Für 
den  gegenwärtigen  Fall  ist  ferner: 

dv  ,     ,   dv  _ 
dv=£-dx  +  3r-dt  =  0 
dx  dt 


*)  Eigentlich  benennt  Äircbhoff  (Poggend.  Ann.  Bd.  CHI.  S.  179)  den  Aus- 


druck   so. 

A 
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und   mittelst  dieser   beiden   letzten   Gleichungen  findet  man  wieder   aas 
der  3) : 

dv_du  dv_du^m 
'  Cidx~~dl  dx      dxdt' 

c)  Wenn  endlich  bei  constanter  Temperatur  da»  Volumen  eines 
Körpers  um  die  Volumeinheit  vergrössert  wird ,  so  nennen  wir  die  zuge- 
führte Wärmemenge  die  speeifische  Wärme  des  Körpers  bei  constanter 
Temperatur  und  bezeichnen  sie  mit  ct.  Sie  ist  gleichfalls  im  Allgemeinen 
Function  der  unabhängig  Veränderlichen  x  und  *.  Die  Wärmemenge  dq, 
welche  einem  Körper  zuzuführen  ist,  um  sein  Volumen  bei  constanter 
Temperatur  um  dv  zu  vergrößern,  ist  folglich: 

dq  =  ctdv 
und  aus  dieser  Gleichung  folgt  im  Verein   mit  der  3)  unter  Berücksich- 
tigung, dass  dt  =  0 

ox      ex  ex 

§.  4.  Aus  den  drei  Gleichungen  4)  bis  6)  kann  die  Wirkungsfunction  w, 
ausgedrückt  durch  die  Wärmecapacitäten  c ,  c,  und  c2 ,  gefunden  werden ; 
ausserdem  liefern  diese  Gleichungen  noch  zwei  kelationen  zwischen  c,  ct 
und  ct  selbst,  die  es  gestatten,  zwei  von  diesen  Grössen  durch  die  dritte 
auszudrücken.    Diese  letzteren  mögen  zuerst  aufgeführt  werden. 

Aus  Gleichung  6)  folgt  zunächst: 

Setzt  man  dies  in  die  Gleichung  5)  ein,  so  kommt: 

Beide  Werthe  7)  und  8)  endlich,  in  die  Gleichung  4)  substituirt,  ergeben: 


qn  dp dp  (dvdp       dvdp\ 

}  cdx^~Cxd~x  +  Ct\di  VxTxdt) 


als  erste  Relation  zwischen  den  Wärmecapacitäten.    Die  zweite  ergiebt  sich 
aus  den  Gleichungen  7)  und  8)  mittelst  des  bekannten  Differentialsatzes : 


dt\dx)      dx\dt) 


und  ist: 

}  dt  dx       dxdT~dx±\dxdt       dt  dx) 

Aus  den  beiden  partiellen  Differentialquotienten  von  u  in  Gleichung  7)  und 
8)  folgt  nun  das  vollständige  Differential:  . 

du  =  (et  —  Ap)~dx  +  [ei  +  (et^Jp)^]dt 

und  hieraus ,  wenn  x0 ,  /0,  u0  die  Werthe  von  x,  f,  u  für  irgend  einen  Anfangs- 
zustand des  Körpers  bezeichnen : 
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11)  u-u0=f(ct -  Ap)  &*+/[*  +  (c.  ~  JP)  ff]  dt- 

Hierin  bedeutet  das  rechts  unten  an  den  eingeklammerten  Ausdruck  des 
zweiten  Integrals  angehängte  x0>  dass  überall  für  x  in  diesem  Ausdruck  xQ 
zu  setzen  ist.  Noch  bemerke  ich,  dass  ich  unter  dem  Integralzeichen  dx 
oder  dt  schreibe,  wenn  die  Integration  nur  nach  dem  unmittelbar  in  dem 
zu  integrirenden  Ausdruck  vorkommende  x  oder  i  ausgeführt  werden  soll. 
Enthält  dagegen  der  zu  integrirende  Ausdruck  nur  eine  Veränderliche, 
oder  soll  die  andere  als  Function  dieser  einen  Veränderlichen  betrachtet 
und  nach  allem  x  oder  allem  t  integrirt  werden,  so  schreibe  ich  unter  dem 
Integralzeichen  dx  oder  dt. 

§.  5.  Aus  der  Hauptgleichung  2)  der  mechanischen  Wärmetheorie 
folgt  nun  für  die  Wärmemenge  g,  welche  nothwendig  ist,  um  die  Gewichts- 
einheit eines  Körpers  aus  dem  Zustande  p0,  t>0,  f0,  xQ  in  den  Zustand  p,  0, 

f,  x  überzuführen: 

v 

12)  q=u — UQ+  I  Apdv. 

In  dieser  Gleichung  ist  u  —  u0  aus  11)  zu  substituiren ;  es  ist,  wie  man 
sieht,  und  wie  schon  aus  der  ursprünghehen  Bedeutung  der  Wirkungs- 
funetion  hervorgeht,  nur  von  dem  Anfangs-  und  Endzustande  des  Körpers, 
nicht  aber  von  dem  Wege  abhängig,  auf  welchen  ersterer  in  letzteren  Über- 

V 

geführt  wird.    Das  Integral  I  Apdv  dagegen,  die  sogenannte  äussere  Ar- 

beit,  hängt  aufs  Innigste  mit  der  Art  und  Weise  zusammen,  wie  der 
Anfangszustand  des  Körpers  in  den  Endzustand  übergeht.  Setzen  wir  den 
Weg,  auf  welchem  dieser  Uebergang  stattfindet,  dadurch  fest,  dass  wir 
zwischen  den  ursprünglich  unabhängig  Veränderlichen  x  und  t  die  Relation 

13)  *=*(*) 

gegeben  annehmen,  welche  Relation  wir  in  der  Folge  kurz  mit  dem  Namen 
der  „Ueberführung8gleich>ung"  bezeichnen  wollen.  Man  hat  dann 
in  obigem  Integral  p  und  p,  welche  nach  den  Zustandsgieichungen  1) 
Functionen  von  x  und  t  sind ,  mittelst  der  Ueberführungsgleichung  13)  als 
Functionen  von  x  allein  herzustellen  und  dann  nach  allem  x  zu  integriren. 

So  wird: 

t 


14)  ^fa-Ap^Jx+f^  +  ^Ap^at 

'*  x0 

■JAP\Jidi+^)dx' 


*o  '0  x0 
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wo  unter  dem  letzten  Integralzeichen  />,  r—,  —  mittelst  der  Gleichung  13) 

ox  et 

als  Functionen  von  x  allein  herzustellen  sind  und  —  aus  derselben  Glei- 

dx 

chung  13)  zu  entnehmen  ist. 

Differentiirt  man  die  Gleichung  14)  nun  umgekehrt  nach  allem  x,  so 

erhält  man  nach  leichter  Reduction  als  vollständiges  Differential  von  q: 

»>  *-[*K  +  (\+*#s]'" 

oder  auch: 

dv  (  dv\ 

15«)  dq  =  ct  —  dx  +  {ct  +  ct  —J  dt. 

Für  x  durchweg  v  gesetzt,  geht  diese  letztere  Gleichung  in  die  von  selbst 
verötändliche: 

15ft)  dq=zctdv  +  cxdt 

über. 

§.  6.  Mit  Zuhülfenahme  des  Erfahrungssatzes,  dass  niemals  von  selbst 
Wärme  aus  einem  kälteren  in  einen  wärmeren  Körper  übergehen  kann, 
folgt  aus  den  vorhergehenden  Gleichungen  die 


1An  ,.  dv—j(»±i\(dv  dp       dv  dp\ 

16>  C*dx-=Aa  +  ()(dxd7-  d7dx)> 


wo  a  wieder  den  reeiproken  Werth  des  Ausdehnungscoefficienten  der  Gase 
bedeutet. 

Die  Ableitung  dieser  letzteren  Gleichung  würde  mich  zu  weit  von  dem 
eigentlichen  Ziele  dieses  Aufsatzes  abführen.  Ich  begnüge  mich ,  darauf 
hinzudeuten,  dass  sie  für  x=v'm  die  schon  von  Ca r not,  nur  in  anderer 
Form,  aufgestellte  Gleichung 

16a)  ct  =  A{a  +  t)d^ 

übergeht.   Ihrem  Inhalte  nach  schliesst  sich  die  Gleichung  16)  den  beiden 
Gleichungen  9)  und  10)  an. 

§.  7.  Nach  dieser  vorbereitenden  Einleitung  gehe  ich  nun  zu  dem 
eigentlichen ,  bereits  oben  bezeichneten  Zwecke  dieser  Arbeit  über.  Als 
Ausgangspunkt  für  die  vorzunehmende  Entwickelung  nehme  ich  die  Glei- 
chung 15)  und  setze  in  diese  Gleichung  die  aus  den  Gleichungen  10)  und  16) 
folgenden  Werthe  für  c{  und  ct.    Zu  diesem  Behuf e  bilden  wir: 

0/  dv\ dct      dCf  dv  d*v 

di  v1  +  c*dt)~dZ  +  Ti  dt  +  C,ä7ä^' 

was  nach  Gleichung  10)  übergeht  in : 

dx\i+Ctdt)~dt  v2dx)        \dx  dt     dt  dx)' 
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/)» 
Sub8tituirt  man  in  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  für  ct  —  seinen  Werth 

dx 

aas  der  Gleichung  16),  so  erhält  man  nach  leichter  Reduction: 

woraus,  wenn  x0das  x  eines  Anfangszustandes  bezeichnet: 

i*x         .       dv        „    .  a  d    f(dvdp      dvdp\.     .(     ,      dv\ 

Die  in  dem  letzten  Gliede  rechts  unten  an  die  Klammer  angehängten  Buch- 
staben x0  und  /  bedeuten,  dass  in  dem  eingeklammerten  Ausdruck  für  x 
der  Anfangswerth  x0  zu  setzen,  für  t  aber  der  allgemeine  Werth  beizube- 
halten ist. 

Substituirt  man  die  Werthe  aus  17)  und  16)  in  die  Gleichung  15),  so 
ergiebt  sich : 

18)  .,,_{.(„+,>(ß|f_|f|£) 

Setzt  man  wieder  für  x  durchweg  t>,  so  folgt  aus  letzterer  Gleichung: 

v 

i8«)  rf*=^(«+oi7*+(^(«+oy^ 

»0 

Eine  ähnliche  Gleichung  wie  diese  hat  schon  Rankine  gefunden 
(vergl.  Poggend.  Ann.  Bd.  CXVI.  S.  92);  der  Weg,  auf  welchem  er 
dazu  gelangt  ist,  ist  mir  nicht  bekannt. 

Wenn  K  eine  absolute  Constante  bedeutet  und  das  stehende  d  eine 
Differentiation  nach  allem  x  bezeichnet,  so  ist 
x 

dx 

x 

\dt 


U\dxdt       dt  dx)        T      J       \dxdt       dt  dp) 

^YdtJ  \djc  dt       dt  dx)      Ji 
Vergleicht  man  dies  mit  der  Gleichung  18) ,  so  folgt : 

•')     *-'f+o£[/(B£-JrE)ta+*]" 

,(      ,       dt>\         dt 
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Setzt  man  hierin  das  allgemeine  Integral : 

"»        /(Eif-J?K)— '«** 

so  ist  diese  Function  Fnur  von  den  Zustandsgieichungen  1)  des  Körpers 
abhängig.    Mit  Einführung  dieser  Bezeichnung  wird  nun  die  Gleichung  10) : 

21)  dg=J(a  +  t)±[F(x,t)-F(xt,l)  +  E]dx+(c1+ctj£)^  ;^d*> 

wo  überall  i  als  die  durch  die  Uebefführungsgleichung  13)  vorgeschriebene 
~     Function  von  x  zu  betrachten  ist. 

§.  8.  Denken  wir  uns  nun  einen  Körper  in  dem  ursprünglichen  Zu- 
stande pt ,  vt ,  /,,  xt.  Durch  Zuführung  einer  geeigneten  Wärmemenge  q 
gehe  xt  inar,  über  und  zwar  auf  einem  Wege,  der  durch  die  Ueberführungs- 
gleichung 

22)  *='(*) 

vorgeschrieben  sei.  Der  Kürze  wegen  werden  wir  in  der  Folge  immer,  wo 
es  ohne  Missverständniss  geschehen  kann  / (a:, )  ==  /,  und  t(xt)  =  tt  setzen. 
Die  Zustandsgieichungen  des  Körpers  seien  während  des  in  Rede  stehen- 
den Vorganges: 

23)  p=p(ar,0;         v  =  v(x,t), 

und  wir  werden  wieder  p(xn  tt)  kürzer  mit  p,  und  p(ar2,*,)  mit  p2,  sowie 
entsprechend  v(xt ,  /,)  mit  vt  und  v  (xt,  it)  mit  vt  bezeichnen. 

Die  bei  diesem  Uebergange  von  ar,  in  xt  verwendete  (oder  gewon- 
nene) Wärmemenge  q  kann  durch  Integration  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  21)  zwischen  den  Grenzen  xt  und  xt  erhalten  werden.  Es  ist 
aber,  wie  leicht  ersichtlich,  vortheilhafter ,  die  Gleichung  21)  so  zu 
schreiben : 

(c  +  c  ^) 

24>  aT-ATx l'C *7,{«> *  +  K] dx  +  ~ ^^> 

Nun  kann  q  aus  Gleichung  21)  als  Function  von  x  und  folglich  mittelst 
der  Gleichung  22)  als  Function  von  t  erhalten  werden.  Man  kann  daher 
anf  der  linken  Seite  der  Gleichung  24)  auch  l  als  Function  von  q  betrach- 
ten. Integrirt  man  also  diese  linke  Seite  zwischen  den  Grenzen  q  und  0, 
die  rechte  zwischen  denen  xt  und  xn  so  kommt: 

+  /  2 dU?»<.d±dx 
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:_  <S+c'ä7L 


u 


+f  - — -  r/ "*'*<> 


oder,  da  unter  dem  Integralzeichen  in -p — — -  die  Veränderliche  x 

doch  nur  mittelbar  in  /  vorkommt: 

# 

25)        y^p  =  J\F{x„lt)-F (*,,*,)-  [f  (»■„/,)  -  F(*0,/,)]| 

wo  für  den  Anfangswerth  a\,  auch  a:,  gesetzt  werden  könnte« 

Die  Gleichung  25)  enthält  den  allgemeinen  Satz,  welchen  ich  ableiten 
wollte.  Er  gilt  für  irgend  einen  Prozess,  mit  der  einzigen  Voraussetzung, 
dass  die  Zustandsgieichungen  «23)  des  Körpers  während  des  ganzen  Pro- 
zesses, die  nämliche  Form  behalten.  Aber  wenn  sich  diese  Form  der 
Zustandsgieichungen  auch  ändern  sollte  und  mit  ihr  die  Form  der  Function  F, 
so  ist  nichts  leichter,  als  den  Prozess  in  so  viele  Theile  abzutheilen,  dass 
während  jedes  dieser  Theile  jene  Voraussetzung  erfüllt  ist,  und  hierauf 
auf  jeden  Theil  die  Gleichung  25)  anzuwenden. 

Wenn  x~v  gesetzt,  und  folglich  die  Ueberführungsgleichung 

22«)  t=t(v) 

wird  und  die  beiden  Zustandsgieichungen  in  die  eine 

23«)  P=p(vyt) 

übergehen,  so  erhält  die  Gleichung  25)  die  Form: 

25fl)  Jr+i=A*FM-F{v^ 

0  tt 

wo  nach  Gleichung  20) 

256)  'F^=jyidv 

ist  nnd  für  v0  auch  vx  gesetzt  werden  kann. 

§.  9.     Die  Gleichung  25)   zeigt  eine   merkwürdige   Eigenschaft  des 

Integrals    / — -r— .    Man  sieht  nämlich  aus  der   rechten  Seite  sofort,  dass 

0 
dieses  Integral  nur  von  den  Znstandsgleichungen  des  Körpers  und  von  den 
Anfangs  und  Endwerthen  xt ,  /,  und  x,,  *,  von  x  und  t,  nicht  aber  von  dein 
Wege  abhängig  ist,  auf  welchem  der  Anfangs-  in  den  Endzustand  über- 
geht, d.  h.  von  der  Ueberführungsgleichung  22).  Wenn  wir  uns  daher  vor- 
stellen, dass  sich  x  und  i  willkürlich  und  unabhängig  von  einander  ändern, 
so  ist  der  Werth  jenes  Integrals  doch  stets  derselbe,  wenn  nur  die  Anfangs- 


/    8*\  /     I      &v\ 

)t\a  +  t/       dx\     a+t     / 
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und  Endwerthe  von  x  and  t  dieselben  bleiben.    Dies  ist  nur  möglich,  wenn 

An 

-—ein  vollständiges  Differential  in  Bezug  auf  die  unabhängig  Veränder- 
lichen x  und  t  ist.   Nun  ist  nach  Gleichung  15a) 

dv  .        dv 

a  +  t      a  +  t        '      a  +  t 
und  für  die  Erfüllung  jener  Bedingung  muss  folglich : 

dv\  /      ,       dv\ 

d_ 
dt 

sein.   Entwickelt  man  dies,  so  kommt 

Ctdx~{a+)ldt  dx     dxdt     dxy 

was  nach  Gleichung  10)  Übergeht  in 

Dies  ist  aber  nichts  Anderes  als  die  Carnot'sche  Gleichung  16),  wie  wir 
denn  ja  auch  umgekehrt  aus  dieser  und  der  Gleichung  10),  beide  ange- 
wandt auf  die  Gleichung  15),  die  Gleichung  25)  erhalten  haben. 

§.  10.  Bei  demselben  Körper ,  den  wir  vorhin  (§.  8)  durch  Zuführung 
(oder  Entziehung)  der  Wärmemenge  q  aus  den  ursprünglichen  Zustand 
Pi>  *ii  'n  x\  *n  den  pt,  »t»  ki  xt  brachten,  führen  wir  nun  xf  «wieder  in  xt 
zurück ,  aber  nicht  mehr  auf  demselben  Wege  wie  vorhiu ,  d.  h.  nicht  mehr 
unter  Befolgung  derselben  Ueberführungsgleichung  22),  sondern  einer 
andern,  die  wir  mit 

26)  <=[<(*)] 

bezeichnen;  da  diese  letztere  Gleichung  da  beginnen  soll,  wo  die  andere  22) 
aufhört,  so  setzen  wir  natürlich  voraus,  dass 

27)  !(*,)  =  [<(*,)]=* 

sei.  Wir  nehmen  ferner  an,  dass  m\txi  auch  die  ursprüngliche  Temperatur 
t{  y  somit  der  ganze  ursprüngliche  Zustand  des  Körpers  zurückkehre ,  der- 
selbe also  im  Ganzen  einen  Kreisprozess  durchlaufe.   Dies  bedingt,  dass 

28)  /(*,)  =  [/(*,)]=<!. 

Was  die  Zustandsgieichungen  betrifft,  so  wollen  wir  vorläufig  annehmen, 
dass  sie  bei  dieser  Zurückführung  eine  andere  Form  annehmen,  nämlich  die : 

29)  J>=l>(*i,0]     5     *  =  [*(*i,01- 

Mit  dieser  Aenderung  der  Form  der  Zustandsgieichungen  ist  aber 
eine  Formänderung  der  Functionen  c,  und  ct  von  x  und  t  im  Allgemeinen 
nothwendig- verbunden,  wie  aus  den  Gleichungen  10)  and  16)  hervorgeht. 
Wir  bezeichnen  die  veränderte  Form  dieser  Functionen  mit  [ct]  und  [ct]. 

Endlich  setzen  wir  noch  voraus ,  dass  der  Zustand  des  Körpers  durch 
die  Veränderlichen  x  und  t  eindeutig  bestimmt  sei,  dass  somit  mit  x  und  / 
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auch  der  Druck  p  und  das  specifische  Volum  v  in  ihre  ursprünglichen  Wert  he 
zurückkehren.     Dies  wird  bedingt  durch  die  Bezeichnungen: 

30)  |  P  (*«  <t)  =  [P  (*tt  <t)]  —  Pt 

'  |  !>(«,,/,)  =  [*  {xvit)]  =  vt 

3n  j  P  (*i,'i)  =  [P  (*n*i)j  =Pi 

Bei  der  in  Rede  stehenden  Zurückführung  werde  die  Wärmemenge  9"  ver 
braucht  (oder  erzeugt).     Wir  können^dann  für  diesen  zweiten  Prozess  eine 
Ähnliche  Gleichung  aufstellen  wie  die  25).     Durch  die  Aenderung  der  Zu- 
standsgleichung  wird  die  Function  F  ebenfalls  eine  andere  Form  annehmen ; 
wir  bezeichnen  sie  mit  F'.     Der  aus  den  neuen  Zustandsgieichungen  29) 

folgende  Differentialquotient  —  sei  I  —  I.  Unter  dem  Integralzeichen  links 

wird  /aus  beiden  Ursachen,  wegen  Aenderung  der  Form  der  Zustands- 
gieichungen sowohl,  wie  der  der  UeberfÜhrungsgleichung ,  eine  andere 
Function  von  q  werden  (Gleichung  21)  als  oben;  wir  bezeichnen  sie  mit  [/]. 
Je  nachdem  dann  in  [/]  das  q  von  0  bis  q"  oder  von  q*  bis  q'+q"  gezählt 

rq"d  rq'M" 

wird,  haben  wir  das  Integral  der  linken  Seite  als    /  — ±L-  oder  als    /  — (l— 

oJa  +  [t]  Ja+[t] 

zu  schreiben.  Thun  wir  das  erstere,  und  berücksichtigen  wir  noch,  dass 
im  Allgemeinen  nicht  F*  (xt1  tt)  =  F (xty /,)  und  F4  {xutx)  =F («„*,)  zu  sein 
braucht,  so  erhalten  wir  für  die  ZurückfÜhrung 

+ ß^mu 

tt  <*  +  t 

Wir  addiren  nun  die  Gleichungen  25)  und  32).  Für  die  Summe  der  Integrale 
auf  der  linken  Seite,  können  wir  dann,  wenn  wir  q'  +  q"=sq  nehmen,  das 

r\ 

Integral    /  — —  setzen ;  denn  in  diesem  Integral   muss  ja  ohnedies 

eine  Trennung  eintreten ,  wenn  t  als  Function  von  q  seine  Form  wechselt, 
wie  es  bei  einem  Kreisprozess  immer  der  Fall  ist.  Setzen  wir  endlich  noch 
der  Kürze  wegen  die  allgemeinen  Integrale 

T+l dt=C(x0,t), 


eine 


A 


A 
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so  erhalten  wir  für  irgend  einen  Kreisprozess  die  Formel : 
33)         C—  *   =J     ^(*tA)-^(*iA)-[^(*0A)-^(*o.O]| 

+  C  (*0,  lt)  —  C  (*„  tt)  +  ff  (x0,  /,)  —  ff  (*0, 0- 
Es  ist  leicht,  diese  letzte  Gleichung  allgemeiner  auch  auf  solche  Fälle  aus- 
zudehnen, wo  in  einem  Kreisprozess  die  Formen  der  Zustande  -  und  lieber- 
führungsgleichungen  beliebig  oft  wechselu. 

Wenn  man  x  =  v  setzt  und  zugleich  für  v0  den  Werth  vt  wählt,  so  wird 
die  Gleichung  33) 

-^-  =  A  j  *>„  *,)  -  F(vu  t%)  -  [r  <*tl  tt)  -  F'  (pu  tt)]  j 
o-       ^ 

+  C(*.,0-C(*«,O-  [c (»,,**) -CKO] 

oder  für  Fy  F\  C  und  C  ihre  Werthe  gesetzt: 

Die  Form,  welche  Herr  Clausius  seinem  Satze  von  der  Aequivalenz 
der  Verwandlungen  für  irgend  einen  Kreisprozess  gegeben  hat,  ist: 

dq 


A 


J\ 


-  =  N, 


a  +  t 

wo  N  „die  Summe  der  uncompensirten  Verwandlungen"  bedeutet.  Nach 
unserer  Entwicklung  ist  dieses  N  gleich  der  rechten  Seite  der  Gleichung 
33)  oder  33  a). 

§.  11.  Wenn  in  dem  ganzen  Kreisprozesse,  den  wir  im  vorigen  Para- 
graphen betrachtet  haben ,  die  Zustandsgieichungen  des  Körpers  die  näm- 
liche Form  behalten ,  wenn  also 

P  (*,  0  =  [P  (*,  0]  und  v  (*,  i)  =  [v  Ofc  t\] 
für  j  edes  x  und  l,  wenn  folglich  auch 

*>,/)  =  *"(*,*)  und  C(x0}t)=  C'(x0Jt) 
für  jedes  x  und  /  ist,  so  wird  die  rechte  Seite  der  Gleichungen  33)  oder  33a) 
Null,  und  man  erhält  für  diesen  Fall  die  Gleichung: 

34)  /%=0. 

oJ  a  +  t 

Unter  dem  Integralzeichen  muss  t  als  Function  von  q  seine  Form  we- 
nigstens einmal  ändern,  damit  überhaupt  ein  Kreisprozess  möglich  ist. 
Diese  Formänderung  hat  aber  hier  lediglich  ihren  Grund  in  der  Form- 
änderung der  Ueberführungsgleichung.  Aendert  die  Ueberführungsglei- 
chung,  und  somit  auch  die  Function  ((q)>  ihre  Form  öfter  als  einmal,  so  ist 
nichts  leichter,  als  die  Gleichung  34)  auf  diesen  allgemeinen  Fall  auszudehnen. 
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Die  Gleichung  34)  ist  dieselbe,  wie  die  von  Herrn  Claus  ins  für  die 
von  ihm  sogenannten  „umkehrbaren  Kreisprozesse"  entwickelte.  Nach 
unserer  Ableitung  der  Gleichung  34)  wären  also  umkehrbare  Kreisprozesse 
solche,  bei  welchen  die  Zustandsgieichungen  des  Körpers  durchweg  die- 
selbe Form  behalten. 

§•  12.  Zum  Schlüsse  wollen  wir  die  allgemeine  Gleichung  25)  oder  25a) 
auf  einige  spezielle  Fälle  anwenden. 

I.  Als  ersten  dieser  besonderen  Fälle  nehmen  wir  die  Gewichtseinheit 
von  einem  Gase,  welches  das  Mariotte-Gay-Lussac'sche  Gesetz 

n_R(a  +  t) 

wo  R  eine  bekannte  Constante  bezeichnet,  erfüllt. 
In  der  Gleichung  25a)  wird  dann: 

"fix*—/'*—* 

mit  L  die  natürlichen  Logarithmen  bezeichnet.  Was  das  c,  betrifft,  so 
lässt  sich  aus  den  Principien  der  mechanischen  Wärmetheorie  ableiten,  dass 
es  für  Gase,  die  das  M.  -  G.  -  Gesetz  befolgen ,  Mos  Function  von  t  ist  und 
von  v  unabhängig  sein  muss.     Man  erhält  also  aus  25a) 


J  a  +  t  p,        J  a  +  t    ' 


0  i, 

and  wenn  e,  als  absolut  constant  vorausgesetzt  wird: 

35)  feL-AMh  +  ^Ll+i 

Für  einen  Prozess ,  bei  welchem  dem  Gase  weder  Wärme  znge führt,  noch 
entzogen  wird,  bei  dem  also  dq  =  0  ist,  geht  die  Gleichung  35)  über  in  diese : 

JRlS  —  ^Zg 
oder: 


».    \«  +  *J 


Nun  ist  für  Gase,  die  das  M.-G.- Gesetz  befolgen, 

AR=c — c, 
mite,  wie  oben  schon,  die  specifische  Wärme  bei  constantem  Druck  be- 

zeichnet.    Setzen  wir  überdies  noch  das  Verhältniss  —  der  beiden  Wärme- 
st 

capacitäten  gleich  Ar,  so  erhält  man  aus  obiger  Gleichung  die  bekanute: 

vt       U  +  tJ 
II)  Als  zweiten  besonderen  Fall  nehmen  wir  die  Gewichtseinheit  ge- 
sättigten Wasserdampfes  oder  besser,  die  Gewichtseinheit  eines  Wasser- 

ZciUchrift  f.  Mathematik  u.  Physik.  X,  2.  9 
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und  Dampfgemisches,  welches  aus  x  Gewichtstheilen  Dampf  und  folglich 
1 — x  Gcwichtstheilen  Wasser,  heide  von  der  Temperatur  t  besteht.    Für 
ein  solches  Gemisch  gelten  die  Zustandsgieichungen 
36)  v=mx  +  a     und     p=zp(t). 

Hierin  bezeichnet  v  das  speeifische  Volumen  des  Gemisches,  co  die  Differenz 
* — o  der  speeifischen  Volumen  des  gesättigten  Dampfes  und  des  Wassers 
bei  der  Temperatur  /;  cd,  s  und  a  sind  blos  Functionen  von  t  allein.  Die 
Gleichung p=p(t)  6oll  die  durch  Regnault  und  Magnus  so  genau  be- 
stimmte Abhängigkeit  zwischen  dem  Druck  und  der  Temperatur  des  ge- 
>  sättigten  Wasserdampfes  andeuten ;  p  ist  gleichfalls  nur  Function  von  /. 

Man  erhält  so  in  der  Gleichung  25),  wenn  man  in  derselben  die  oben 
für  x  festgestellte  Bedeutung  beibehält: 

_        C/dvdp       dvdp\.  r  dp.  dp 

F=J  \rxtl-TtTx)dx=J»Ttd*  =  »xJi' 

Nun  ergiebt  sich  aus  den  Sätzen  der  mechanischen  Wärnietheorie  für  co 
der  Werth : 

r 

wo  r  die  Wärmemenge  bezeichnet,  welche  nothwendig  ist,  um  die  Gewichts- 
einheit Wasser  von  der  Temperatur  t  in  gesättigten  Dampf  von  derselben 
Temperatur  zu  verwandeln.    Nach  Regnault  ist  bekanntlich 

r  =  606,5  —  0,695 1  —  0,00002 t*  —.0,0000003  f, 
also  blos  Function  von  U    Es  folgt  hieraus: 

'">  '-Ä 

Für  die  Wärmecapacitäten  in  der  Gleichung  25)  erhält  man  nach  Ent- 
wickelungen,  deren  Ausführung  uns  hier  zu  weit  führen  würde: 

dF  i^dpdo  , 

Cl  =  rXj--A(a  +  t)--  +  y 

dt 

<Pp 

dv  dv         rx  dt2  ,     A,     ,    xdpda 

c«  —  =  x  - rx  — — h  4  (a  +  t)  —  —  , 

*dt  dt       a  +  t  dp^     K  ^  'dt  dt  ' 

7t 

unter  y  die  speeifische  Wärme  des  Wassers  verstanden. 

Aus  den  letzten  Beziehungen  folgt: 

dv         • dr       ' rx     . 

und  daher  • 

•q  *^*L,'('  )  +  _£_. 

'  a  +  t  dt\a  +  tj^a  +  t 


Von  J.  Baurchinger.  123 


Setet  man  nun  die  Werthe  37)  und  38)  in  die  Gleichung  25)  ein,  so  folgt, 
da  r  und  y  blos  von  /  abhängen : 


0 

oder  kürzer 


ß, 


39)  /J^=!i^__!i^l+  CjL-du  • 

o  *t 

unter  rt,  rt  die  den  Temperaturen  t,  und  tt  entsprechenden  Werthe  von  r 
verstanden. 

Für  einen  Prozess,  bei  welchem  dem  Wasser-  und  Dampfgemisch 
weder  Wärme  mitgetheilt,  noch  entzogen  wird,  bei  dem  also  dy  =■  0  ist, 
erhält  man  aas  der  Gleichung  39)  die  bekannte  Relation : 


40)  ±g^l£L+fjL.ä,SB9. 

a  +  tt       a+tt      J  a+l 

Fürth,  im  Januar  1865. 


VIL 

Brechung  und  Reflexion  des  Lichts  durch  eine  Kugel. 

Von  Roeber, 

Professor  an  der  Gewerbeschule  in  Berlin.* 


Schweben  der  Wassertropfen  in  der  Luft. 

Da  man  den  Widerstand  der  Luft  gegen  eine  Kugel  bei  mittlerer 
Geschwindigkeit  gleich  dem  senkrechten  Widerstände  gegen  die  Ebene  des 
grossten  Kreises  und  proportional  der  Dichtigkeit  der  Luft,  sowie  dem 
Quadrate  der  relativen  Geschwindigkeit  setzen  kann,  so  ist  derselbe  in 
Pfunden : 

itr%ctd&% 
wo  r  den  Kugelradius,  a  den  Druck  der  Luft  in  Pfunden  senkrecht  gegen 
die  Flächeneinheit  bei  der  Einheit  der  Dichtigkeit  und  der  Geschwindig- 
keit der  Luft,   d  die  Dichtigkeit  der  Luft  und  v  die  relative  Geschwindig- 
keit derselben  bezeichnet. 

Wirkt  dieser  Widerstand  der  Schwere  entgegengesetzt,  so  wird  das 
Gewicht  der  Kugel  aufgehoben,  wenn 

9* 
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Är,tftf0f=$rcr8p, 
oder 

wo  p  das  Gewicht  der  Kubikeinheit  der  Kugel  ist. 

Nach  den  Erfahrungen  kann  man  den  Druck  der  gewöhnlichen  atmo- 
sphärischen Luft  bei  20  Fuss  Geschwindigkeit  gleich  1  Pfund  auf  den 
Quadratfnss  annehmen.  Darnach  ist,  die  Dichtigkeit  der  gewöhnlichen 
Luft  und  den  prenssischen  Fuss  zu  Einheiten  angenommen,  <*  =  ;£$  Pfund, 
und  man  erhalt  für  eine  Wasserkugel  in  gewöhnlicher  Luft,  da  d  =  1  und 
p  =  6C  Pfund , 


/4r.00 
ö'Z(\Tf 


*OlF 

oder,  wenn  r  in  Linien  gegeben  ist, 


1/4.  — -66 


Ein  mit  dieser  Geschwindigkeit  aufsteigender  Strom  gewöhnlicher 
atmosphärischer  Luft  ist  hinreichend ,  eine  Wasserkugcl  schwebend  zu  er- 
halten. Ist  die  vertikale  Geschwindigkeit  der  Luft  Null,  so  fällt  der  Tropfen 
mit  beschleunigter  Geschwindigkeit,  die  sich  dem  Maximum  v  nähert,  aber 
dasselbe  nicht  erreicht. 

Für  r  gleich  l'";  0'",1;  0'",01;  0'",001  ist  v  respective  15',63;  4',944; 
l',563;0',4944. 

Da  »,  abgesehen  von  der  geringen  Aenderung  der  Schwere,  constant 

bleibt,  wenn  -—constant  ist,  so  gelten  die  vorstehenden  Zahlenwerthe  auch, 

d       t 

wenn  man  z.  B.  die  Dichtigkeit  der  Luft  halb  so  gross  und  für  den  Radius 
den  Durchmesser  annimmt. 

Ein  Wassertropfen  von  l'"  Kadius  wird  also  in  ruhiger  Luft  nicht  mit 
einer  grösseren  Geschwindigkeit  als  15,63  Fuss  fallen  können ,  und  in  einer 
Höhe,  in  welcher  der  Barometerstand  nur  14"  beträgt,  wird  ein  Wasser- 
tropfen von  O'^OOi  Durchmesser  von  einem  aufsteigenden  Luftstrom  von 
\  Fuss  Geschwindigkeit  getragen  werden,  oder  in  ruhiger  Luft  herabfallend, 
nicht  die  Geschwindigkeit  von  \  Fuss  in  der  Sekunde  erreichen. 


Intensität  des    an  der  Grenze  zweier  einfachen  Mittel 
gebrochenen  und  reflektirten  Lichts. 

Es  sei  die  Ebene  der  Zeichnung  (Taf.  II  Fig.  3)  die  Einfallsebene  des 
Strahls  ba\  cd  und  ef,  parallel  mit  oft,  seien  die  Durchschnitte  zweier  auf 
der    Einfallsehenc    senkrechten   Seitenflächen   eines    den   Strahl   ba  am- 
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hüllenden  rechtwinkligen  Lichtprismas  von  so  geringem  (Querschnitt,  dass 
die  Strahlen  desselben  als  parallel  und  der  innerhalb  des  Prismas  befind- 
liche Theil  der  Trennungsfläche,  welcher  die  Einfallsebene  in  ce  schneide, 
als  eben  angesehen  werden  kann.  Der  Einfallswinkel,  gleich  ecs  und  cet, 
werde  durch  a  und  der  Brechungswinkel,  gleich  ecw,  durch  ß  bezeichnet. 

Um  die  Vibrationsintensitäten  der  reflectirten  Strahlen  ag,  cA,  ei  und 
der  gebrochenen  Strahlen  a/r,  c/,  etn  zu  bestimmen,  bedienen  wir  uns  der 
Sätze:  der  Cocxistenz  der  Schwingungen,  der  Erhaltuug  der  lebendigen 
Kräfte  und  der  Gleichheit  der  Bewegungen  in  beiden  Mitteln  an  der  Tren- 
nungsfläche. 

Der  in  der  Richtung  ba  einfallende  Lichtstrahl  kann  betrachtet  wer- 
den als  aus  zwei  Lichtstrahlen  bestehend,  welche  so  polarisirt  sind,  dass 
die  Schwingungen  der  Aethertheilchen  des  einen  senkrecht  gegen  die  Ein- 
fallsebene, und  die  des  anderen  in  der*Einfallsebene  geschehen.  Für  un- 
polarisirtes  Licht  sind  die  Intensitäten  beider  Strahlen  einander  gleich. 
Jeder  derselben  pflanzt  sich  vermöge  -  des  Gesetzes  der  Coexistenz  der 
Schwingungen  unabhängig  vom  anderen  fort  und  die  Erfahrung  lehrt,  dass 
die  Richtung  der  Polarisation  (senkrecht  gegen  die  Einfallsebene,  oder 
in  derselben)  für  jeden  Strahl  durch  Reflexion  oder  Refraction  nicht  ge- 
ändert wird. 

Betrachten  wir  zunächst  das  in  der  Einfallsebene  schwingende  Licht, 
setzen  die  Vibrationsgeschwindigkeit  des  einfallenden,  aJ  gleich  1,  des 
reflectirten,  au  gleich  up,  des  gebrochenen,  av  gleich  vp,  indem  wir  sie  mit 
gleichen  Vorzeichen  behaften,  wenn  ihre  Projectionen  auf  ac  gleich  ge- 
richtet sind ,  so  ergiebt  der  Satz  der  Gleichheit  der  Bewegungen  in  beiden 
Mitteln 

für  die  Bewegung  nach  ac 

1)  (1  +  up)  cos  a-=vp  cos  a> 
und  für  die  Bewegung  senkrecht  gegen  ac 

2)  (l  —  up)  sin  cc=vp  sin  ct. 

Eine  dritte  Gleichung  folgt  aus  dem  Satz  der  Erhaltung  der  leben- 
digen Kräfte. 

Während  das  einfallende  Licht  um  eine  Länge,  gleich  te  fortschreitet, 
pflanzt  sich  das  reflectirte  um  eine  Länge  gleich  et  und  das  gebrochene 
um  eine  Länge  gleich  cm  fort  und  die  Summe  der  lebendigen  Kräfte  der 
Aethertheilchen  in  einem  Theile  des  einfallenden  Lichtprisinas,  dessen 
Länge  *e  proportional  ist,  wird  in  jedem  Zeittheil  übertragen  auf  Theile 
des  reflectirten  und  gebrochenen  Prismas,  deren  Längen  et  und  ctv  propor- 
tional sind.  Da  die  drei1  Prismen  gleiche,  senkrecht  gegen  die  Einfalls- 
ebene gerichtete  Breite  haben,  so  verhalten  sich  die  Rauminhalte  dieser 
Prismentheile  zu  einander  vfloes.se  :  et .  te  :  cw.ew—sinct  cosa  :  sin  a  cos  et 
:  sin  ß  cosß  =  sin  2  a  :  sin  2  a  :  sin  20.  Sind  nun  D  und  D[  die  Dichtigkeiten 
des  Aethers  in  beiden  Mitteln,  so  giebt  die  Bedingung,  dass  die  Summe 
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der  lebendigen  Kräfte  (die  Summe  der  Producte  der  Massen  in  die  Quadrate 
der  Geschwindigkeiten)  des  einfallenden  Lichtes  gleich  der  Summe  der 
übertragenen  lebendigen  Kräfte  ist,  D  sin 2a  =  u*?  D  sin  2«  +  vtp  D%  sin  2ß7 
oder 

3)  Iß  (1  —  u*p)  sm2u  =  D%  v*p  sin2ß. 

Durch  Muhiplication  der  Gleichungen  1)  und  2)  aber  erhält  man 
(1  —  u*p)  sin  2a  =  v*F  sin  2ß , 
woraus,  in  Verbindung  mit  3),  folgt  : 

D—Dx. 

Die  Gleichheit  der  Dichtigkeiten  des  Aethers  in  beiden  Mitteln  ist 
also  eine  Folge  der  vorstehenden  Sätze  und  der  Erfahrung,  und  kann 
nicht,  wie  von  Fresnel  und  Neu  mann  geschehen,  als  Gegenstand  einer 
Voraussetzung  angesehen  werden.  Die  Nichtübereinstimmung  der  drei 
Gleichungen  mit  der  von  Fresnel  angenommenen  Ungleichheit  der  Dich- 
tigkeiten ist  wohl  die  Ursache,  dass  Fresnel  die  Gleichung  2)  nicht 
benutzte. 

Aus  den  Gleichungen  l)  und  2)  folgt: 

sin  a  cos  ß+cosq  sin  ß 

2  —  Vp ; : , 

*  sin  et  cos  a 

also 

sin  2  a 


4) 


v>-sm(a+ßy 
und  ferner 

sin  acosß  —  cos  a  sin  ß 
F        *  sin  a  cos  a 

oder 

sin  (et — ß) 
p        p      sin  2  a 

mithin  durch  Substitution  von  vF 

Für  das  senkrecht  gegen  die  Einfallsebene  schwingende  Licht  ist, 
wenn  l,  uqi  vq  die  Vibrationsgeschwindigkeiten  des  einfallenden  reflectirten 
und  gebrochenen  Lichts  bedeuten,  und  dieselben  mit  gleichen  Vorzeichen 
genommen  werden,  wenn  sie  nach  derselben  Seite  der  Einfallsebene  ge- 
richtet sind  t  vermöge  der  Gleichheit  der  Bewegung  in  beiden  Mitteln , 

6)  \+uq=vq, 

und  vermöge  des  Satzes  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kräfte 

7)  (1  —  tt*7)  5iii  2  a  =  v*q  sin  2  ß. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  durch  Division 

«i\  .  sin2ß 

sin  2  a 
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mithin  durch  Verbindung  von  6)  und  8) 

sin  2a  +  sin  2ß 


2=v. 


oder 

9) 
ferner 

also 


9         sin  2  et 
sin  2  a 


oder 
10) 


r       sin(a  +  ß)cos(a  —  ßY 

sin  2  a  —  sin  2ß 

2  uq  =  vq — L, 

q         ¥  sin  2a 

sin  2  a  —  sin2ß 
9       sin  2a  +  sin2ßy 


_lg(«-ß\ 

*      <9(«  +  ß) 

Vermittelst  dieser  Vibrationsgeschwindigkeit  sind  nun  die  Inten- 
sitäten zu  bestimmen.  Fresnel  und  Neumann  setzen  die  Intensitäten 
in  den  drei  Lichtsystemen  proportional  den  lebendigen  Kräften  in  den  ent- 
sprechenden Theilen  der  Lichtprismen,  also  bei  gleichen  Dichtigkeiten, 
wenn  1,  w,  v  die  Vibrationsgeschwindigkeiten  sind,  proportional 
sin  2a,  u2  sin  2  a ,  v*  sin  2  ß. 

Allerdings  müssen  diese  Ausdrucke  den  Lichtmassen  proportional 
sein,  die  in  gleicher  Zeit  dnreh  die  angleichen  Querschnitte  der  drei 
Prismen  hindurch  gehen.  Beziehen  wir  aber,  wie  in  allen  Fällen  des  ge- 
wöhnlichen Sprachgebrauchs,  die  Intensitäten  auf  die  Lichtmassen,  welche 
durch  gleiche  Querschnitte  gehen ,  oder  mit  anderen  Worten ,  setzen  wir 
die  Intensitäten  proportional  den  Lichtmassen  (Summen  der  lebendigen 
Kräfte)  divjdirt  durch  die  Querschnitte,  so  erhalten  wir,  da  die  Quer 
schnitte  proportional  sind,  cosa,  cosa,  cosß,  für  das  Verhältniss  der  Inten- 
sitäten 

sin  2a    sin  2a  sin  2 3      , 

: •  u* : •  v  \ 

cosa      cosa  cosß 

oder 

sin  a  :  m2  sinaiiP  sin  ß. 

Die  Richtigkeit  dieser  letzteren  Ausdrücke  ersieht  man  z.  B.,  wenn 

das  Licht  aus  dem  zweiten  Mittel  wieder  in  das  erste  Mittel  gebrochen  wird. 

Offenbar  muss  in  einem  und  demselben  Mittel  für  Licht  von  derselben 

Farbe,    da  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  dieselbe  ist,  die  Intensität 

proportional  dem  Quadrate  der  Vibrationsgeschwindigkeit  sein.    Verhält 

sich  nun  bei  der  ersten  Brechung  die  Vibrationsgeschwindigkeit  des  ein- 

fallenden  Lichts  zu  der  des  gebrochenen  wie  1 :  v  und    bei  der  zweiten 

Brechung  wie   l:t>f,   so  verhält  sich  die   Vibrationsgeschwindigkeit  des 

Lichte  im  ersten  Mittel  vor  der  Brechung  zur  Vibrationsgeschwindigkeit 
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nach  der  zweiten  Brechung  wie  l:vviy  und  die  Intensitäten  verhalten  sich 
zu  einander  wie  1  :  rVj.    Nach  unserer  Bestimmung  ist  aber  das  Verhält- 

niss  der  Intensitäten  bei  der  ersten  Brechung  1  :  v*  -7-*-.  und  bei  der  zwei- 

0  stnet 

ten   Brechung,    wenn  a,   der  Einfalls-   und  ßt   der  Brechungswinkel  ist, 

1 :  u*.    .       f  also  das  Verhältniss  der  Intensitäten  vor  der  ersten  und  nach 
sinal 

'         .        ^      .  -  ,  sin ß sind.      .      ,,    sina       sinßt 

der  zweiten  Brechung  l  ;  tr  tr.    .        .       ,  oder  (da  -7— =  -7-^-  =  n,  wenn  n 

stna  stna t  x      smß       smctt 

der  Brechungsexponent  ist)   l:v*vft.     Nach    der  Bestimmungsweise  von 

Fresnel  und  Neu  mann  würde  man  für  dieses  Verhältniss  erhalten 

.  9  $in2ß  sin2ß.  _  ,  cos 3  cos  ß. 

1  :  v*v*t  - — — : — —  =  1  :  vtv\ - ^ , 

sin  2  a  sin  2  ccl  cos  et  cos  et^ 

also  nur  dann  1  :  viv21 ,  wenn  at  =  j5, ,  mithin  /?,  =  «,  oder  wenn  der  zweite 
Einfallswinkel  gleich  dem  ersten  Brechungswinkel  ist,  was  z.  B.  stattfindet, 
wenn  beide  Trennungsflächen  einander  parallel  sind. 


Brennfläche  der  auf  eine  Kugel  parallel  auffallenden 

Strahlen. 

Eine  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  parallel  dem  einfallenden  Licht 
gezogene  Gerade  werde  die  Axe  und  jede  durch  dieselbe  gelegte  Ebene 
eine  Meridianebene  der  Kugef  genannt. 

Ein  Strahl ,  dessen  Einfallswinkel  (Taf.  II  Fig.  4)  et  und  dessen  Bre- 
chungswinkel ß  ist,  trifft  in  der  durch  seine  Riehtung  gehenden  Meridian- 
ebene die  innere  Seite  der  Kugelfläche  immer  unter  dem  Winkel  ß,  und 
wird  unter  demselben  Winkel  reflectirt,  bei  seinem  Austritt  aus  der  Kugel 
aber  unter  dem  Winkel  et  gebrochen.  Der  nach  der  Eintrittsstelle  b  des 
auffallenden  Strahls  ab  gehende  Radius  macht  daher  mit  der  Axe  ex  den 
Winkel  a,  der  Radius  cd  mit  ex  den  Winkel  et  +  «  —  2ß  u.  s.  f.,  bis  nach 
v  Reflexionen  der  nach  der  Austrittsstelle  gezogene  Radius  cf  mit  ex  den 
Winkel 

11)  1>  =  (v+l)(n  —  2ß)  +  * 
und  der  austretende  Strahl  mit  ex  den  Winkel 

12)  <p=y  +  ct 
oder 

13)  9>  =  (v  +  l)(rc— 20)  +  2<* 
macht. 

Da  die  Brennfläche  der  aus  der  Kugel  austretenden  Strahlen  erhalten 
wird ,  wenn  man  um  die  Axe  die  Brennlinie  der  in  einer  Meridianebene 
austretenden  Strahlen  dreht ,  so  handelt  es  sich  nur  darum ,  diese  Brenn- 
linie zu  finden.    Nehmen  wir  c  zum  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  ex  zur 
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Abscissen-  und  cy  zur  Ordinatenaxe ,  so  ist  die  Gleichung  für  die  Ricli- 
tungslinie  des  austretenden  Strahls ,  da  die  Coordinaten  von  f  gleich  r  cos  ty 
und  r  sin  ty  sind , 

14)  y —  r  sinty=ztgq>(x  —  rcosifi), 

und  die  Gleichung  für  den  austretenden  Strahl,  wenn  der  Einfallswinkel 
a  +  da  ist, 

y — r  sinty  +  dy)  =  tg  (<p  +  dq>)  [x — r  cos(y  +  dtj/)]. 

Diejenigen  Werthe  von  x  und  y,  welche  beiden  Gleichungen  genügen, 
sind  die  Coordinaten  des  Brennpunkts  für  den  Strahl,  welcher  unter  dem 
Winkel  a  auffällt. 

Subtrahirt  man  beide  Gleichungen  von  einander,  so  erhält  man 

—  rcosty  dty  =  d[tg.(p(x — rcosif/)]  =  r/y  (psinty  dt//  H ^-  (x  —  r  cosifi), 

also 

x  —  r  costy  —  —  r  (cos  ty  +  lg  q>  sin  ifi)  cos1  tp  .  — 

dtp 

=  —  r  (costy  coscp  +  stn  tp  sinty)  coscp  .  — - 

dtp 

c=  —  r  cos(cp — ff>)  co*9> .  -~ 
dtp 


15)  « — rco*t//= — rcosa.  cos<p  .  — , 

öqp 


oder,  da  a?  — tp=a 
15) 

und  durch  Substitution  in  14) 

dty 

16)  y  —  rcosty  =  —  rcosasintp  .  —-J-,  % 

d  (p 

welche  beiden  Gleichungen  in  Verbindung  mit  11),  13)  und  der  Gleichung 
if/ia  =  n  sinßy  wo  n  der  Brechungsexponent  ist,  die  Gleichungen  der  Brenn- 
linie sind. 

Sucht  man  die  Entfernung  s  des  dem  Strahl  zugehörigen  Brennpunktes 
von  der  Austrittsstelle  /*,  so  ist,  wenn  c  in  der  Richtung  des  Strahls  fg  als 
positiv  angenommen  wird , 

b  =  (x  —  r  cosy)  cos<p  +  (y —  rsiny)  sinq>, 
also 

17)  c  =  —  rcosa.  —  , 

dq> 

oder,  wenn  man  dty  und  d<p  vermittelst  11)  und  13)  durch  da  und  dß 
ausdrückt 

2(v+  i)dß—da 
2(v+  1;  op  —  2a« 
mithin,  da  aus 

sina—nsinß 
folgt, 
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cosa.da=  n  cosß.dß 

oder 

cosa       ,         sin  ß  cos  a     , 

dß=z —  da  =  -r£ •  da 

ncosß  stnct  cosß 

2(v  +  l)  cosasiuß — sin a  cosß 

19;  £  =  —  rcosaAf,  ' r-5 : _*• 

2[{v+l)  cosastnß — stnacosß\ 

Wenn  die  Strahlen  in  der  Axe  auffallen,  so  ist  a— 0,  und  die  Glei- 
chung cosa  .  da —n  cosß .  dß  giebt  da  =  n.dß.  Also  ist  die  Brennweite 
centraler  Strahlen 

und  wenn  die  Strahlen  ohne  Reflexion  durchgehen 

21)  *  =  r-!=^_. 

J  2(n  —  1) 

Um  die  Aenderung  von  e  mit  a  zu  untersuchen,  hat  man  aus  11) 
und  12) 

dq>       dil>  ,  dB 

djS l     cosa 

da       n     cosß 

„  Q        .      —  cosß  sin a  +  cos  a  sin  ß  .  -J- 
_Jj*  _  J_ .    da 

da2       n  cos*ß 

_,    .        ,   cos*  a  sin2  ß 

^     — cosßsina-\ — : £ 

l_  ^ sin a  cosß 

n       .  cos1  ß 

1      —  cos2  ß  sin2  a  +  cos2  a  sin2  ß 

n  sin  a  cos2  ß 

—  __.  i. .  __C______™(«— 0) 

n  sin  a  cos2  ß  ' 


Es  ist  aber 


also 


d»<p_d2ifr_2(y+l)    sin(a  +  ß)sin(a  —  ß) 
da2       da2  n  sin  a  cos2  ß  T 

mithin ,  da  a  nicht  grösser  als  90°,  also  a  +  ß  <  180^  ist, 

22J  do*^1'  da«  >1? 

woraus  folgt,  dass  d<p  und  dt/;  mit  a  immer  zunehmen. 

Nun   ist    für  centrale  Strahlen,   welche   ohne  Reflexion   durchgehen 

dß        \     d<p  2    ,         diu  2    ,  .  ,     .         _ 

v  =  0;-^  =  -;   -y^  = +  2;  --^  = +  1,  also,  wenn  1  <  n  «<  2, 

1  da       n1    da  n  '  d«  n 
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da>  dtb  diu 

wie  es  fast  für  alle  Mittel  der  Fall  ist,  --^  >0,  ~r-  <0,  mithin  -^-  <  0, 

da  da  dq> 

and«(  =  — vcosa  —  J  positiv.  Der  Brennpunkt  liegt  also  in  der  Rich- 
tung der  ausfahrenden  Strahlen  oder  ausserhalb  der  Kugel.  Wächst  et  von 
Null  an,  so  wachsen  vermöge  22)  dty  und  dg),  und  der  Werth  von  dt/;, 
welcher  anfänglich  negativ  ist,  geht  durch  Null  und  wird  positiv,  während 
das  positive  Vorzeichen  von  d<p  ungeändert  bleibt.  So  lange  dtf;<0, 
nimmt  tp,  welches  für  a  =  0  gleich  n  ist,  ab,  und  die  Strahlen,  welche 
anfänglich  in  der  Axe  austraten,  treten  in  einem  sich  erweiternden  Kreise 
aus  der  Kugel.  Wenn  di//  =  0,  also  ^/  ein  Minimum,  wird  dieser  Kreis 
ein  Maximum,  und  nimmt,  wenn  tftf/>>0,  also  ty  wieder  zunimmt,  eine 
rückgängige  Bewegung  an.  Mit  dty  nimmt  zugleich  die  Brennweite  e,  da 
dep  zunimmt,  in  einem  rascheren  Verhältniss  ab,  und  wird  Null,  wenn 
dty  =  0,  um  für  einen  positiven  Werth  von  dty  negativ  zu  werden.  Wenn 
tt  =  90,  also  co«a  =  0,  wird  s  wieder  Null.  Die  Brennfläche  nähert  sich 
also ,  von  einem  Punkte  in  der  Axe  ausgehend ,  dessen  Entfernung  von  der 

2  —  n 

Kugelfläche-   —       ist,    der  Kugel,    schneidet  die  Kugelfläche,    wenn 

rftj;  =  0,  in  der  grössten  Kreislinie,  in  welcher  die  Strahlen  austreten, 
geht  dann  in  die  Kugel,  und  endigt  in  der  Kugelfläche,  wenn  et  =  90°. 
Da  dq>  stets  positiv  ist,  so  nimmt  qp  mit  a  beständig  zu. 

Werden  die  Strahlen  in  der  Kugel  vor  ihrem  Austritt  refleCtirt,   so 
.  Adq>{  2(v  +  l)    t     \        Ädty(  2(v  +  l)   ,      \ 

8lDd^(= n+V  Und^(  = V~  +  V   ne*atlV'    al8° 

d\l> 

—  >  0  und  daher  b  <  0.    Der  Brennpunkt,  oder  das  durch  die  ausfahren- 

u  (p 

den  Strahlen  erzeugte  Bild  des  leuchtenden  Punktes,  liegt  also  auf  der  der 
Richtung  dieser  Strahlen  entgegengesetzten  Seite.  Mit  wachsendem  et  wird 
zuerst  dg>  =  0,  dadurch  «  —  —  oo,  und  das  Bild  des  leuchtenden  Punktes 
wird  in  der  Richtung,  welche  der  Richtung  des  austretenden  Strahls  ent- 
gegengesetzt ist,  unendlich  entfernt,  tritt  dann  bei  fernerem  Wachsthum 
von  «,  indem  e  nach  +  oo  überspringt,  hinter  das  in  der  Richtung  des  aus- 
tretenden Strahls  befindliche  Auge  des  Beobachters ,  von  wo  es  sich  wieder 
der  Kugel  nähert;  wenn  rft/;  =  0,  in  die  Kugelfläche  fällt,  und,  da  nun  dq> 
und  dty  beide  positiv  werden,  also  e  einen  negativen  Werth  annimmt, 
wieder  auf  der  negativen  Seite  des  austretenden  Strahls  erscheint,  und 
endlich ,  wenn  a  =  90^,  wieder  in  der  Kugelfläche  liegt.  Wenn  dty  =  0, 
ist  i/j  ein  Minimum.  Also  schneidet  die  Brennfläche  die  Kugclfläche  allge- 
mein dat  wo  der  Kreis,  in  welchem  die  Strahlen  austreten,  eine  rück- 
gängige Bewegung  annimmt.  Ist  riqp  — 0,  so  sind  die  ausfahrenden  Strahlen, 
weil  das  Bild  unendlich  entfernt  ist,  parallel,  und  es  erscheint  der  Regen- 
bogen. 
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Werden  die  Strahlen  ohne  Brechung  von  der   äusseren  Kugelfläche 

reflectirt,  so  ist  ty  =  a  und  q>  =  2a.    Also  sind  die  Gleichungen  der  Brenn- 

,.   .        ,    dil>        da   •      1 
Imie,  da-— = — —  =  — 
dtp       2da        2' 

23)  x  —  rcosa=: r  cosee  .cos  2a, 

'  2 

24)  y  —  vcosa  = r  cosa  .  sin  2a, 

und  die  Brennweite  ist 

25)  *  =  —  -•  cos  a. 

f* 
Das  Bild  liegt  innerhalb  der  Kugel  um  weniger  als  -—  von  der  Kugel- 

fläche  entfernt,   und  tritt  für  a  =  Wf  in  die  Kugelfläche.    Die  Brennlinie 

ist  die  durch  Wälzung  eines  Kreises  von  dem  Radius  —  auf  der  äusseren 

Seite  eines  dem  Meridian  concentrischen  Kreises  von  dem  Radius  —  er- 

2 

zeugte  Epicycloide. 

Will  man  s  durch  Construction  finden,  so  seien  fg  und  hi  (Taf.  II 
Fig.  5)  die  den  Winkel  q>  und  q>  +  dtp  mit  der  Axe  ex  bildenden  aus- 
fahrenden Strahlen,  also  m  der  Brennpunkt  für  den  Strahl  fg,  c= — ftn, 
gmi  =  dq)y  fh  =  rdty.  Macht  man 

fm  =  bm,     oder     mfb  =  —  , 

so  ist 

fb  diu 

hfb  =  a,  fb  =  fh  .  cosa  =  r  .  dty  .  cosa,  fm  =  3-  =  r  cosa  .  3— , 

dtp  afp 

also 

dty 

6  =  —  rcosa.-?— 

dtp 


Intensität  des  von  einer  Kugel  ausfahrenden  Lichts, 
wenn  die  einfallenden  Strahlen  parallel  sind. 

Es  seien  abdfg  und  at  bldlftgl  (Taf.  II  Fig.  6)  zwei  in  einer  Meridian- 
ebene unter  den  Winkeln  o  und  a  +  da  einfallende  Strahlen,  welche,  in 
den  Richtungen  fg  und  ftgt  ausfahrend,  mit  der  Axe  ex  die  Winkel  q>  und 
<p  +  d q>  bilden.  Dreht  man  die  Meridianebene  um  die  Axe  ex,  so  be- 
grenzen die  von  ab  und  a{bx  beschriebenen  Cylinderflächen  einen  Hohl- 
cylinder,  innerhalb  dessen  die  Strahlen  unter  den  Winkeln  a  bis  a  +  da 
auffallen.     Der  Querschnitt  des  innern  Cylinders  ist  nr%  sinfay  also  der 
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Querschnitt  des  Hohlcylinders ,  oder  derjenigen  Fläche,  welche  von  den 
Strahlen,  deren  Einfallswinkel  a  bis  «  +  da  betragen,  senkrecht  getroffen 
wird, 

26)  d»r*  sin  %a  =  rc'r2  sin2a  .  da. 

Zugleich  treffen  die  zwischen  f  und  fx  unter  den  Winkeln  q>  bis  q>  +  dtp 
mit  der  Axe  ausfahrenden  Strahlen  in  der  Entfernung  e  =  fg  =  ftgt  senk 
recht  auf  diejenige  Umdrehungsfläche,  welche  durch  Umdrehung  des  Kreis- 
bogens gg{ ,  dessen  Mittelpunkt  m  der  Brennpunkt  der  Strahlen,  und  dessen 
Radius  mg  ~fg  —  »i/*=  e  —  «ist,  um  die  Axe  erzeugt  wird.  Der  Inhalt 
einer  Umdrehungsfläche  ist  gleich  der  Länge  der  erzeugenden  Linie  multi- 
plicirt  mit  dem  Umfang  des  Kreises,  welchen  ihr  Schwerpunkt  beschreibt. 
Die  Länge  der  Erzeugenden  ist  ggt=zr(e — e)  dtp,  und  die  Entfernung 
ihres  Schwerpunktes  von  der  Axe  gleich  +e  sinq>,  wenn  e  so  gross  ist, 
dass  man  gegen  e  sintp  die  Entfernung  der  Austrittsstelle  f  von  der  Axe 
oder  überhaupt  die  Dimensionen  der  Kugel  vernachlässigen  kann.  Also 
ist  der  Inhalt  der  Fläche,  auf  welche  die  ausfahrenden  Strahlen  in  hin- 
reichend grosser  Entfernung  e  von  der  Kugel  senkrecht  treffen, 

27)  +  2ne(e  —  t)  sin y  dtp , 

wo  das  Vorzeichen  so  zu  wählen  ist,  dass  der  Ausdruck  positiv  wird. 

Wenn  das  Licht  ungeschwächt  von  der  Kugel  rcflectirt  und  gebrochen 
würde,  so  wäre  das  Verhältniss  der  Intensitäten  des  einfallenden  und  ge- 
brochenen Lichts  gleich  dem  umgekehrten  Verhältniss  der  Flächeninhalte 
26)  und  27),  und  zwar  für  jede  zwischen  zwei  beliebigen  Meridianebenen 
eingeschlossene  Lichtmasse.  Bezeichnen  wir  daher  durch  p  den  von  et  und, 
wenn  polarisirtes  Licht  einfällt,  auch  von  der  Lage  der  Meridianebene 
abhängigen  Theil  des  einfallenden  Lichtes,  welcher  von  der  Kugel  aus- 
fährt, so  ist,  die  Intensität  des  einfallenden  Lichtes  zur  Einheit  ange- 
nommen, die  Intensität  des  ausfahrenden  Lichts 

Ttr*  sin'Zadcc 

t  =   -f-  u,  

—  ^  2ne(e —  e)sinq)dq> 
oder 

Ä~v  .         .  r*sin2ada 

28)  iss  +  p— r — — • 

7  —  n2<?  (e  —  e)  stntpdtp 

Wenn  dtp  nicht  Null,  also  e  nicht  unendlich  ist,  so  kann  man  e  immer 
so  gross  annehmen,  dass  t  gegen  e  verschwindet,  und  der  Ausdruck  redu- 
cirt  sich  auf 

.  r»      sin2ada 

29)  «  =  +  p  -j  •  —  : — • 

—  r&     2sintpdtp 

Die  Intensität  ist  also  für  jede  einzelne  Richtung  in  hinreichend  grosser 
Entfernung  von  der  Kugel  proportional  dem  Quadrat  des  Kugelradius  und 
umgekehrt  proportional  dem  Quadrat  der  Entfernung. 

Um  n  zu  bestimmen,  zerlege  man  das  einfallende  Licht  für  jede 
Meridianebene  in  solches,  welches  in  der  Ebene  und  in  solches,  welches 
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senkrecht  gegen  dieselbe  schwingt.  Da  das  Licht  wieder  in  das  vorige 
Mittel  übergeht,  so  ist  p  für  jede  dieser  beiden  Lichtarten  gleich  dem  Pro- 
duct  der  Intensität  in  den  Quotienten  des  Quadrats  der  Vibrationsge- 
schwindigkeit des  ausfahrenden  Lichtes  dividirt  durch  das  Quadrat  der 
Vibrationsgeschwindigkeit  des  einfallenden  Lichts. 

Schwingt  das  einfallende  Licht  in  einer  Ebene,  welche  mit  einer  festen 
Meridianebene  den  Winkel  6  bildet,  so  verhalten  sich  die  Componenten  der 
Vibrationsgeschwindigkeiten,  parallel  und  senkrecht  in  Bezug  auf  eine 
Meridianebene  genommen,  welche  mit  der  festen  Ebene  den  Winkel  l 
macht,  zu  einander  wie  cos  (k —  d):sin(k —  ö)y  und  das  einfallende  Licht 
zerlegt  sich  in  die  nach  beiden  Richtungen  schwingenden  Lichtarten  von 
den  Intensitäten  vos*  (k —  ö)  und  sin*  (X—  ö). 

Ist  das  einfallende  Licht  nnpolarisirt,  so  kann  dasselbe  für  jede  Meri- 
dianebene betrachtet  werden,  als  zur  Hälfte  parallel  und  zur  Hälfte  senk- 
recht gegen  dieselbe  schwingend. 

Die  Quotienten  der  Quadrate  der  Vibrationsgeschwindigkeiten  erge- 
ben sich  unmittelbar  aus  den  früheren  Formeln. 

Für   das  in   der  Einfallsebene  schwingende  Licht  ist  derselbe  bei  der 

sin*  2a 
ersten  Brechung  nach  4)  —rrr — r-^»  bei  jeder  Reflexion  in  der  Kugel  nach 
7  stn*  («  +  ß) 

5),    da  der   Einfallswinkel  ß  und   der  entsprechende  Ausfallswinkel  et  ist, 

—  y         j=— _ ) Li  bei  der  letzten  Brechung  aus  der  Kugel   nach  4) 

sin*  (a  +  ß)       sin*  (a  +  ß)  6  b  ' 

— —, — ^r.     Also  ist  u  bei  v  Reflexionen 
sttr  (a  +  ß) 

»/,       *\        sin*  2a        /sm(a—ß)\^    sin*  2ß 

30)  nP=cos* (i— a).— 2 ;     .„.(  . ;  .;,;).  .,,  iaV 

'     rF  '   stn*  (a  +  ß)   \stn(a  +  ß)J    stn*(a  +  ß) 

Für  das  senkrecht  gegen  die  Einfallsebene  schwingende  Licht  ist  der 

Quotient  bei  der  ersten  Brechung  nach  9)  -7-1-7 — —r 5-7 -rr,  bei  joder 

^  °  J  sin*  (a  +  ß)  cos*  (a  —  ß)  J 

Reflexion  nach  10)  — =-? — r-^  und  bei  der  letzten  Brechung  nach  9) 
'tg*  (a  +  ß) 

sin**ß .  ftl90 

sin*  {a  +  ß)  cos*  (a  —  0)1 

31)  *=«•  li-fi——^—. (I^gj) 

sin*  2ß 
'sin*  (a+ß)  cos*  (a  —  ß)' 
Wenn  das  einfallende  Licht,  wie  direktes  Sonnenlicht,  unpolarisirt  ist, 
so  ist  nach  der  obigen  Bemerkung  cos*  (k —  d)  =  sin*  (k —  S)  =  £.  Wäh- 
len wir  diesen  Fall,  und  setzen  nach  einander  für  pp  und  p9  die  so  eben 
gefundenen  Werthe,  und  für  <p  den  Werth  (13)  in  der  Formel  (29),  so  er- 
giebt  sich  die  Intensität  des  ausfahrenden  in  der  Meridianebene  schwin- 
genden Lichtes  gleich 
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.  _  ,   1         sin*  2a       (i(n(a  —  ß)\v      sin*  2ß 
t*~±  2  'sin*   (a+ß)\sin  (a  +  ß)'    sin*  (a  +  ß) 
sin  2a. da  r* 


#4*m[(r  +  ])2/J  —  2cr].[(v  +  l)  dß— da]' e*' 
und  die  Intensität  des  aasfahrenden   senkrecht    gegen   die  Meridianebene 
schwingenden  Lichts  gleich 
1  sin2  2a 


*=  + 


\tg(a+ß))'  sin*  (a+ß)  cos*  (a-} 


—  2  sin*(a  +  ß) cos*(a  —  ß)    \tg(a+ß)J  '  sin*(a+ß) cos*(a -0) 
sin  2a.  da  r* 

*  4sin[(v+l)2ß— 2a]  [(v+l)</0— <tej  "  71 

(//?         C05  er  5!«  0 

oder,  wenn  wir  berücksichtigen,  dass— =-7— ^, 

•       °  rf«       w»  « cos  jS 


r' 


32)  *=±y 

st>iB  2  a  sin*  2  ß  sin*  v  (a  —  ß)  sin  a  cos  ß 
Ssin4  (a+ß)  sin*v(a  +  ß)  sin2  [(v  +  l)ß  —  a]  [v  +  1)  cos  a  sin  ß  —  sin  a  cos  ß\ ' 

33)  .  *,  =  ±^f 

sin*  2  asin*  2  ß  tg  **  (a  —  ß)  sin  a  cos  ß 

Hsin\a+ß)  cos^a—ßfä^a+ß)  sin2[(v+\)  |5— a]  [v+l) cos a sin ß— sin a cos ß]' 
Wird  das  Licht  gebrochen,  ohne   eine  Reflexion   zu  erleiden,   so   ist 
v  =  0,  also 

.   r2  sin*  2«  sin*  2  ß.sin  a  sin  ß 

34)  *=±;ys-=r 


e*  'S  Sin*  {a  +  ß)  sin  2  (a  —  ß)  sin  (a—ß) 


r*  n  sin*  2  a  sin*  2  ß 


=  + 


e*  16stw4  (a+ß)  sin  2  (a—ß)  sin  (a  —  ß)1 

sin*  2  a  sin*  2  ß.sin 

8  sinA  (a  +  ß)  sin  2  (a  —  ß)  sin  ( 
r*  n  sin?  2  a  sin*  2  ß 


.         . r*    sin*  2  a  sin*  2  ß.sin  a  sin  ß 

35)        ^ijT'grifci  (a  +  ß)  sin  2  (a  —  ß)  sin  (a  —  ß)cos4  (a—ß) 


e*  16  sin*  (a  +  ß)  sin  2  (a—ß)  sin  (a—ß)  cos4  (a—ß)' 
mithin  die  Intensität  des  gesammten  ausfahrenden  Lichts 

36)  V  +  ',  =  ±5.  »<****t*ß 


e*  '  16  sw4  (a  +  ß)  sin  2  (a—ß)  sin  (a—ß) 


1  + 


(«-«/' 


cos4  (a—ß)) 

und  da  ip  :  if  =  1  :  —     -  _Zav  a'so  ,p  ^  '*'  ^er  ^ntheil  desselben  an  un- 
poiarisirtem  Licht 

Q7\  o;   _  j_  ^  n  sin*  2  "  sin*  2  ß 


e*  '8  sin1  (a+ß)  sin  2  (a  —  ß)  sin  (a  —  /?)' 
der  Antheii  an  polarisirtem  Licht,  welches  senkrecht  gegen  die  Meridian- 
ebene schwingt, 
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qq>     ,-  _.•  —  j_  !l  n  yt>|8  2  a  sin*  2  ß 

;      f       p~jL  e>  '8  sin4  («  +  ß)  sin  2  («  —  /»)  *m  («— 0) 

Wenn  das  unpolarisirt  einfallende  Licht  ohne  Brechung  von  der  Ku- 
gel reflectirt  wird,  so  ist  cp  =  2  o  and  für  die  eine  Hälfte,  welche  als  in 
der  Meridianebene  schwingend  angesehen  werden  kann,  der  Quotient  der 

Quadrate  der  Vibrationsgeschwindigkeiten  nach  5)        ; — r-^,  für  die  an- 

stn  (a+ß)     9 

dere  Hälfte,   welche   senkrecht  gegen   die  Meridianebene  schwingt,  nach 

io>  Steg- **> 

tf  («  +  ß) 

.    1    sin1  (a  —  ß)   r*      sin  2  a.d  a    r*      sin1  (a — ß) 

39)     *p—  J'sin*(a  +  ß)'f  *2sin<la.2da~~7'8sin*(a  +  ßy 
•~-l  &  («-ß)  rl     sin  2  a.d  a   ^rl    ig*  (oc—ß) 
}     **~     2'tgt(a  +  ß)'et  *2sin2a.2da      e%  'stg^a+ß)' 
Die  Gesammtintensität  des  ausfahrenden  reflectirten  Lichts  ist  mithin 

1 1;  V  f  «t  -  ggt  ^„t  (a  +  q  -I-  ^.  (o  +  ßj) 

__t*_   sin*  («-/?)  /         £o£_Ca+j8)\ 
~e*  *8««r(o+/3)  V       cos«  (<fi-ß))' 

cos*  (cc  -f*  (5) 

Da  — 5-7- ^(  <C  1»  weil  a  nicht  grösser  als  90°  ist,  so  waltet  das  parallel 

cos*  (a — ß) 

der  Meridianebene  schwingende  Licht  vor,  und  es  ist  der  Antheil  des  Ge- 

sammtlichtes  an  unpolarisirtem  Licht 

der  Antheil  an  polarisirtem,  in  der  Meridianebene  schwingenden  Licht 

4<n  ,-  _,-  —  iL   sinl^-ß)ft        cos*(a-ß)\ 

*»)  lP       <—ae*'sin*(a  +  ß)\         cos*(<*  +  ß))' 


Regenbogen. 


Aus  der  Formel  für  die  Brennweite,  e=—rcostt  .  — ,  folgt,  dass    e 

dtp 

zweimal  sein  Vorzeichen  wechseln  kann,  wenn  dq>,  und  wenn  rft/;  durch 
Null  geht.  Wenn  das  Licht  parallel  einfällt  und  innerhalb  der  Kugel  re- 
flectirt wird,  so  ist  für  a=0  sowohl  d<p  als  dip>  mithin  auch  e  negativ.  Mit 
wachsendem  a  wird  zuerst  dtp  gleich  Null,  und  c  springt  von  —  oo  nach 
+  oo.  Der  entsprechende  Werth  von  a  und  demnach  der  von  q>  ist  für 
verschiedene  Farben  verschieden.  Es  rückt  also,  wenn  das  einfallende 
Licht  mehrfarbig  ist,  für  jede  einzelne  Farbe  das  Bild  in  der  durch  dtp  =  (t 
bestimmten  Richtung  in  unendliche  Entfernung,  die  ausfahrenden  Strahlen 
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werden  dadurch  parallel  nnd  bilden,  mit  grösserer  Intensität  in  das  Auge 
des  Beobachters  fallend,  den  Regenbogen.  Die  unendliche  Entfernung 
des  Regenbogenbildes  ist  der  Grund,  dass  das  Auge  den  Regenbogen  auch 
bei  grosser  Nähe  der  erzeugenden  Wassertropfen  in  möglichste  Entfer- 
nung, an  die  Wolken,  setzt.  Für  dep  =  0  ist  qp  ein  Minimum.  Wächst  a, 
so  geht  <p  durch  die  vorigen  Werthe  zurück,  aber  das  Bild  verschwindet, 
indem  es  hinter  den  Beobachter  tritt,  welcher  nur  das  den  kleineren 
Werthen  von  a  entsprechende  Bild  sieht. 

Bei  fernerem  Wachsen  von  et  wird  dip  Null,  und  s  geht  von  plus  nach 
minus  durch  Null,  während  zugleich  t/>  ein  Minimum  wird.  Die  einer  jeden 
Farbe  zugehörige  Brennfläche  schneidet  dann  die  Kugelfläche,  indem  sie 
in  die  Kugel  hineintritt,  und  zwar  ist  der  Durchschnitt  ein  für  die  ver- 
schiedenen Farben  verschiedenes  Maximum  oder  Minimum  des  Kreises,  in 
welchem  die  Strahlen  austreten. 

Um  den  dty  =  0  entsprechenden  Werth  von  er  zu  berechnen,  hat  man, 
da  <f>  =  —  2(v  +  l)dß  +  da, 

2(y  +  l)dß  =  da, 

cos  et  dct=n  cosßdß, 

2  (v+  1)  cosa=n  cosß, 

4  (v  +  l)2  cos*  a  =  n*  cos*  ft 

sinta=ff$inlß, 


[4  (v  +  l)2  —  1]  cos*  et  +  1  =  n2, 

4  (i{  +  1)*— [4  (v  +  l)2  —  1]  sin*  a  =  n\ 

also 

/      ri*~i 

44)  cos  et  =  1/  — , 

'  V    4jv  +  l)2  — l' 

oder 

i/4(H-l)2— w2 

Für  den  Regenbogen  ist  dep  =  —  2  (v+  1)  dß  +  2rfa=0,  also 
(v+l)rf/J=rfa, 

cos  a .  da=  neos  ß  .dß, 

(v-f- 1) cos a  =  « cosßy 
(v  +  \)tcos*a  —  n*cos*ß, 
sin*et=n*  sinß, 


[(v  +  l)2  —  l]  cos*a  +  1  =  n\ 
(v+  i)«_[(v — i)« — i]  $m2«  =  n2, 

mitbin 

46)  "»«=/(„  ;V-i» 

oder 
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-i/("+0'—  »' 


Die  Intensität   des  Regenbogenlichtes   wird  durch   die  allgemeinere 

n  .        .  r*sin2a.da  .       .       ä    .  .  .         ,  .... 

Formel  28)  t=  +  u — ; r— . —  ,  bestimmt,  in  welcher,  da  s  unendlich 

'         —  ^2e(e—  ej.smy.dq)1 

ist,    nicht    s    gegen    e,    sondern    e    gegen  s  verschwindet.       Setzt   man 

b=  —  rcosa  — ,  so  erhält  man  für  die  Intensität 
dq> 

r1sin2a,da  _   . 

48)  ±f» ^ =+      r^smia^ 

2e(^+rco*a.-—)5inqy.rfqp       —     2e(e .  d  q>-\-r  cosa  .dty)  sinq> 
d(p 

mithin  für  die  Intensität  des  Regenbogenlichtes,  da  dqp=0,  und  <p=^  +  a, 

also  dty  =  d<p  —  e/a  = —  der, 

r*sin2a.da 

+  |4 

—     2er  cos  a  sincp  .da 

oder 

r    **'»« 

49)  +ft..-.-^ — • 

Die  Intensität  des  Regenbogens  ist  also  proportional  dem  Radius  der 
Kugel  und  umgekehrt  proportional  der  Entfernung.  Aus  beiden  Gründen 
werden  Wolken,  wenn  sie  aus  Wassertropfen  bestehen,  für  welche  hei 
ihrer  geringen  Grösse  und  ihrer  grossen  Entfernung  vom  Auge  der  Quo- 

tient  —  nur  sehr  klein  sein   kann,   keinen  sichtbaren  Regenbogen  bilden 

können.  Die  Nichtsichtbarkeit  eines  Regenbogens  bei  Wolken  würde 
demnach  nicht  als  Beweis  für  ihre  Zusammensetzung  aus  Bläschen  ange- 
sehen werden  können. 

Setzt  man  für  fi  und  q>  die  früher  gefundenen  Werthe  ein,  so  ergiebt 
sich  für  den  vten  Regenbogen  die  Intensität  des  in  der  Meridianebene 
schwingenden  Lichts 

.  _       2.   ü   sin* 2  a sin* 2  ß    /sin  («  —  ß)\2v sina 

50)  tp~ ±  2  .-  •  sin4^a  +  ß)  -\fa&+ß)J  •  Sin2[(v  +  i)ß—a]' 

die  Intensität  des  senkrecht  gegen  die  Meridianebene  schwingenden  Lichts 

•  —4-1    L      sin2 2 «.sin* 2 ß    /tg(a—ß)\**  sina 

}         '*  ~  ±  2  '  e  '  sin\a+ß)  cos4  2ß  \tg  (a+ß)J  '  sin  2  [(v+1)  ß~a\ 


also  die  Intensität  des  gesammten  Regenbogenlichtes 

...  ,    l_    r_     sin*  2  a  sifi*  2  ßsin**  (a — ß)  sin  a 

52)  v+  'i  —  ±  2  •  7  •  sin (2,+4)  {a+ß)  sin 2  [(v+l) ßZS\ 

/  cos*»(a  +  ß)     \ 

\  cos2"+*  (a  —  ß)r 

Berechnet  man  nach  diesen  Formeln  für  die  ersten  Regenbogen,  indem 
man  nach  einander  v  gleich  1,  2,  3  setzt,  die  Intensitäten  des  Lichts,  dessen 
Brechungsexponent  £  ist,  so  erhält  man 
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1.  Regenbogen 

2.  Regenbogen 

3.  Regenbogen 

a 

59°  23'  28" 

71°  46'  55" 

76°  50'  16" 

ß 

40°  12'  11" 

42°  26'  52" 

46°  54'  41" 

9> 

2n— 42°1/18" 

Zit— 128°  58' 22" 

4w—  221°  36' 56" 

•p 

0,05637.— 
e 

0,02148.— 
e 

0,01251.— 
e 

*1 

0,02206.- 
c 

0,00229.  - 
e 

0,00131.— 
e 

ip+iq 

0,07843.- 

e 

0,02377.- 
e 

0,01382.- 

2i, 

0,04412.— 
e 

0,00457.- 
e 

0,00202.— 
e 

ip—iq 

0,03431.— 
e 

0,01917.- 
e 

0,01120.- 
0 

Die  Intensitäten  des  gesammten  Regenbogenlichts  verhalten  sich  da- 

4 
her  für  den  Brechungsexponenten  —  zu  einander  wie 

3 

0,07843 .  —  :  0,0377  .  —  :  0,01382 .  — , 
t  e  e 

und  das  parallel  der  Meridianebene  polarisirte  ist  das  tiberwiegende. 

Wir  erlauben  uns  die  Bemerkung,  dass  zur  Veranschaulichung  der  im 
Eingange  dieses  Abschnitts  erörterten  Beziehungen  eine  mit  Wasser  ge- 
füllte Glaskugel,  z.  B.  eine  möglichst  grosse,,  dünne  und  regelmässige 
Schusterkugel,  geeignet  ist,  auf  welche  man  directes  Sonnenlicht  oder  den 
angenäherten  Lichtcylinder  einfallen  läs6t,  welchen  man  erhält,  wenn  man 
hinter  eine  zweite  Kugel  oder  eine  grosse  Glaslinse  in  passender  Entfer- 
nung eine  hell  brennende  Lampe  stellt.  Auch  möchte  es  Erwähnung  ver- 
dienen, dass  das  durch  einen  solchen  angenäherten  Lichtcylinder  auf 
grosse  Entfernungen  übertragbare  intensive  Licht  sich  zweckmässig  zu 
Beobachtungen,  zur  Ablesung  von  Scale'n,  Beleuchtung  von  Schultafeln, 
Karten  etc.  anwenden  lässt. 


Farbe    des   von   einer  Kugel   gebrochenen    oder   reflectirten 

Sonnenlichtes. 

Wählt  man  in  den  Formeln  32),  33),  39),  40),  für  die  verschiedenen 
Brechnngsexponenten  die  Werthe  von  a  so,  dass  der  Werth  von  q>=(y+l) 
(b  —  2/3)  +  2«  ungeändert  bleibt,  so  erhält  man  die  Quotienten  aus  den  In- 
tensitäten der  in  gleicher,  durch  q>  bestimmten  Richtung  ausfahrenden  ent- 
sprechenden Farbenstrahlen  dividirt  durch  ihre  Intensitäten  im  einfallenden 

10* 
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Licht.  Sind  diese  Intensitätsquotienten  einander  gleich,  so  ist  die  Farbe 
des  ausfahrenden  Lichts  gleich  der  Farbe  des  einfallenden.  In  allen  an- 
deren Fällen  giebt  es  kein  exaetes  Mittel  die  gemischte  Farbe  zu  berech- 
nen, und  wir  müssen  uns  mit  der  Wahrscheinlichkeit  begnügen,  dass  die 
Mischfarbe  sich  um  so  mehr  einer  bestimmten  einfachen  Farbe  nähert,  je 
mehr  die  Iutensität  dieser  Farbe  die  der  anderen  Farben  überwiegt. 

Die  von  Newton  gegebene  empirische  Regel  ist  mir  als  ein  mathe- 
matischer Ausdruck  dieser  Wahrscheinlichkeit  zu  betrachten,  in  Ueberein- 
stimmung  gebracht  mit  den  damaligen  Erfahrungen,  aber  getrübt  durch  die 
Ansicht  Newton's  über  die  Beziehungen  der  Farben  zu  den  Tönen. 
Wenn  angegeben  wird,  dass  diese  Regel  genügende  Resultate  liefere,  so 
können  dieselben  doch  keineswegs  mit  den  Resultaten  exaeter  Formeln 
verglichen  werden,  aber  wohl  dazu  dienen,  der  Vorstellung  gleichsam  ein 
anschauliches  Bild  der  allgemeinen  Ergebnisse  jener  Wahrscheinlichkeit 
darzubieten. 

Indess  ist  zu  bemerken,  dass  die  Regel  einen,  von  Newton  wohl  nur 
zufällig  übersehenen,  innern  Widerspruch  enthalt,  welcher  in  mehrere 
Lehrbücher  der  Physik  mit  übergegangen  ist. 

Nach  Newton  soll  man  den  Umfang  eines  Kreises  entsprechend  den 
7  Farben  so  theilen,  dass  auf  Roth,  Grün  und  Violet  60°  45'  34",  auf  Orange 
und  Indigo  34°  10'  38"  und  auf  Gelb  und  Blau  54°  41'  l"  kommen  (Taf.  II, 
Fig.  7).  In  den  Schwerpunkten  dieser  Bogen  werden  die  Intensitäten  der 
entsprechenden  Farben  (offenbar  die  Quotienten  der  Intensitäten  der  ein- 
zelnen Farben,  dividirt  durch  ihre  Intensitäten  im  weissen  Licht)  als  Ge- 
wichte angebracht.  Fällt  der  Schwerpunkt  sämmtlicher  Gewichte  in  den 
Mittelpunkt  des  Kreises,  so  ist  das  einfallende  Licht  weiss.  Liegt  der  ge- 
meinschaftliche Schwerpunkt  ausserhalb  des  Mittelpunkts,  so  zeigt  der 
durch  den  Schwerpunkt  gehende  Radius  auf  der  Peripherie  die  resultirende 
Farbe  an. 

Bringt  man  nun  aber  in  den  Schwerpunkten  der  einzelnen  Bogen 
gleiche  Intensitätscoefficienten  an,  für  welche  das  resultirende  Licht  weiss 
ist,  so  fällt  der  Schwerpunkt  der  Gewichte  bei  der  Ungleichheit  der  Bogen 
nicht  in  den  Mittelpunkt,  sondern,  wie  man  durch  Rechnung  findet,  um 
0,079  des  Radius  ausserhalb  desselben. 

Die  Regel  wäre  also  dahin  zu  berichtigen,  dass  in  dem  Schwerpunkt 
jedes  einzelnen  Bogens  das  Product  aus  der  Intensität  der  entsprechenden 
Farbe  (für  jede  einzelne  Farbe  ihre  Intensität  im  weissen  Licht  als  Einheit 
angenommen)  in  die  Länge  des  Bogens  als  Gewicht  anzubringen  sei.  Bei 
gleichen  Intensitäten  der  verschiedenen  Farben  sind  dann  die  Gewichte 
pioportional  den  Längen  der  Bogen,  und  der  gemeinschaftliche  Schwer- 
punkt fällt  mit  dein  Schwerpunkt  der  gleichniässig  belasteten  Peripherie, 
also  mit  dem  Mittelpunkt  zusammen. 

Fasst  man  so  die  Ne  wton'sche  Regel,  so  ist  die  Berechnung  folgende. 
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Es  werde  der  Mittelpunkt  des  Kreises  zum  Anfangspunkt  der  Coordi- 
naten,  die  nach  dem  Anfangspunkt  des  Bogens  für  Roth  gebende  Gerade 
zur  Abscissenaxe  und  die  nach  der  Seite  von  Roth  darauf  senkrecht  ste- 
hende Gerade  zur  Ordinatenaxe,  der  Radius  des  Kreises  zur  Einheit  ange- 
nommen.    Die  Entfernung  des  Schwerpunkts   eines  Farbenbogens  w  vom 

.    » 
2  stn  — 
2 
Mittelpunkt  ist .    Wird  der  Winkel,  welchen  der  durch  diesen  Punkt 

gehende  Radius  mit  der  Abscissenaxe  macht,  6  genannt,  so  sind  die  Coor- 

dinaten  desselben  x  =  —  .  sin  — - .  cos  ö  und  y  =  — .  sin  —  sin  d.     Ist  nun 
w  2  w  2 

-  die  Intensität  der  Farbe  t,   so   ist  das  in  dem  Schwerpunkt  anzubringende 

Gewicht  itv,  und  man  erhält   für   die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  aller 

Gewichte 

JE— «in  —  .  cos  ö  .  tw           E  —  sm  —  .  sin  d  .  uo 
w       2 w       2 

oder 

«~.  .    w       »  «  .   .    *>   .    . 

22  t«tn  —  co«  ö  2?2i  «in  -mi 

53)         s  = — zk — 5 * = — it-^ 

und  der  Farbenwinkel  X  ergiebt  sich,  mit  Berücksichtigung  der  Vorzeichen 
von  |  und  17  durch  die  Gleichung 

«  .   .    w   .    • 
Z2tsm  —  sm  0 

M)  *i==l  = L_. 

£2isin  —  cosd 
2 

Setzt  man  in    die  SummenansdrUcke   die  New ton'schen  Wertlie  der 

Bogen  ein,  so  ist,  wenn  t,,  it...i7  die  Intensitäten  der  7  Hauptfarben  sind 

Ei  w=(t\  +  i4  +  i7)arcü(f  45'34"  +  (f8  +  iß)arc»40  10'  38"  +  (r,  + iß)«rc  54°  41' l"; 

2;  2  1  «Vi  ~<?oj  d  =  2  (i,  +  i7)  «in  30^  22'  47"  cos  30?  22'  47"   +  2  (tt  +  i6) 

sin  17°  5'  19"  cos  77°  50'  53"  +2  (1,  +  t7)  «in  27°  20'  30$"  cos  122°  16'  42  J" 

—  t4  «in  30°  22'  47"; 

£  2i  sin  "sin  6  =  2  (»,  —  i7)  «tu  30°  22'  47*  sin  30?  22'  47"  +   2  (tf  —  t6) 

«in  17°  5'  19"  «in  77°  50'  53"  +  2  (i8  —  i5)  sin  27°  20'  30j"  «in  122°  16'  42$". 

Es  liegt  nahe,  nach  diesen  Principien  auch  den  Effect  der  Farbe  zu 
berechnen. 

Betrachtet  man  nämlich  das  gemischte  Licht  als  zusammengesetzt  aus 
weissem  und  einfach  farbigem  Licht,  so  werden  die  Intensitäten  dieser 
beiden  Lichtarten  den  im  Mittelpunkt  und  in  der  Peripherie  angebrachten 
Gewichten  proportional   sein,   in    welche   sich   das   im  gemeinschaftf*c|^r~[ 
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Schwerpunkt  vereinigte  Gewicht  zerlegen  lässt.  Es  wird  sich  daher  das 
gemischte  Licht  zu  dem  in  ihm  enthaltenen  weissen  und  einfach  farbigen 
Licht  verhalten  wie  sin  k  :  sin  k  —  i\  :  r\  =  cos  k  :  cos  k  —  {  :  {.  Der 
Farbenefl'ect ,  als  Quotient  der  Intensität  des  einfachen  Lichts  dividirt 
durch  die  Intensität  des  gemischten  Lichts  betrachtet,  wäre  demnach 

55)  JL  =  JL. 

'  sink       cosk 

Zerlegt  man  das  weisse,  dem  Gewicht — — — Eiw  proportionale,  Licht 
wieder  in  die  7  Farben,  so  ist  die  Intensität  einer  jeden,  und  somit  die  In- 
tensität des  weissen  Lichts  selbst —  . — .   .     Eiw.  und  daher  die  Intensi- 

2  iL       sink 

tat  des  gemischten  Lichts- — Eirv,  die  Intensität  des   einfarbigen   Lichts 

2  n 

— .  -^—.Eiw. 
2  n    stncp 

Wenden  wir  uns  nun  zu  einigen  Anwendungen  für  den  Fall,  dass  das 
ein  fall  ende  Licht  directes  Sonnenlicht  oder  überhaupt  unpolarisirtes,  pa- 
rallel auffallendes,  weisses  Licht  ist. 

Nach  32)  und   33)    ist  die  Intensität  centraler* Strahlen,  indem  a  =  0, 

1  4n4(n  — -1)2V  r* 

für  jede  der  beiden  Polarisationsrichtungen  —  .; — ,-  V,SJJ7 — ; ^--r- 

J  °      2    («  +  l)2V+4(v+l— n)2    e* 

Das  central  ausfahrende  Licht  ist  also  unpolarisirt  und  seine  Intensität 

5(n  *n*{n-ir  r« 

Geht  das  Licht  central  ohne  Reflexion  durch,  so  ist  v  =  0,  also  die 
Intensität 

4n*  r*_ 

(n+i)4(n~i)*'"? 


57)  /.,j_i\4r-^  m«v' 


4  2304    r* 

und  man  erhält  für  n  —  —  den  numerischen  Werth  — — - .  — . 
3  2401    e* 

Sucht  man  nun    die   Intensität   des   in  der  Kugel    reflectirten  Lichts, 

welches  in  derselben  Richtung  ausfährt,  so  ist  zunächst  v=2,  also  die  Intensität 

4n4(/i-i)4         ■         „  4     .   .  36       r*       _,     ,  .       . 

(i,+  A//3_^ji »  WAS  für  n  ~  7  giebt  4'  24ÖP  '  7"*  oet*ägt   also  das  in 

der  Kugel  reflectirte  Licht  bei  der  geringsten  Anzahl  von  Reflexionen, 
welche  nothwendig  sind,  um  mit  dem  ohne  Reflexion  central  durchgehen- 
den Licht  in  derselben  Richtung  auszufahren,  nur  tjjVit*  ^es  letzteren, 
und  man  wird  überhaupt  bei  der  Bestimmung  der  Farbe  des  ausfahrenden 
Lichts  das  in  der  Kugel  reflectirte  unberücksichtigt  lassen  können. 

Um  die  Intensitäten  der  mittleren  Hauptfarben  zu  berechnen,  haben 
wir,  wenn  b}  c,  d  . .  .  die  von  Fraunhofer  für  Wasser  angegebenen 
Brechungsexpouenten  sind,  angenommen  für  die  ungefähren  Brechungsex  • 
pon enten  de? 
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mittleren  Roth  «,  =       b      =  1,330050 
„     Orange  nt  =  — - —  =  1 ,332955 

o 

rf-4-  2e 
„     Gelb      »,  =      \      =  1,335092 
3 

„     Grün      »4  =      /"      =  1,337803 

„     Blau       «5  =f+*g  =  1,340110 
3 

„     Indigo    »6==^±^=  1,342241 
„     Violet     »,  =  4A~g  =  1,345103. 

3 

Diese  Werthe  für  /i  in  57)  eingesetzt  ergeben  sich  die  Intensitäten  der 
einzelnen  Farben  in  dem  central  ohne  Reflexion  durchgehenden  Licht  (die 
Intensität  jeder  Farbe  im  einfallenden  weissen  Licht  als  Einheit  vorausge- 
setzt) gleich 

r*    .  r*  r*  r2  r8 

i,  =  3,882.-^5 f,  =  3,845.-;  i3  =  3,807. -^j  f4  =  3,700 .  p  ;  iß  =  3,719.  -^ 

r2  r2 

i6=  3,683.  p;i7==  3,635.-,. 

Wie  sich  auch  allgemein  hätte  nachweisen  lassen,  nehmen  die  Inten- 
sitäten mit  wachsendem  Brechungsexponenten  ab.  Es  walten  also  im  Vei  - 
hältniss  zum  weissen  Licht  in  dem  central  ohne  Brechung  durchgehenden 
Licht  die  minder  brechbaren  Strahlen  vor,  und  die  der  Mischfarbe  entspre- 
chende einfache  Earbe  muss  im  ersten  Theil  des  Spectrums  liegen.  Be- 
rechnet man  die  Farbe  nach  der  Newton'schen  Regel,  so  ist  der  Farben- 
winkel  90°4r37",  mithin  um  4°ll'30"  kleiner  als  der  Winkel  für  die  Grenze 
zwischen  Orange  und  Grün,  also  die  Mischfarbe  Orange.  Der  Farben- 
effect  ist  0,01218. 

.  Geht  das  Licht  central  durch  m  Kugeln  von  den  Radien  r,,  r3  .  . .  .rm 
und  sind  die  Entfernungen  der  Kugeln  von  einander  im  Verhältniss  zu 
ihren  Radien  so  gross,  dass  für  jede  Kugel  die  einfallenden  Strahlen  als 
parallel  angesehen  werden  können,  so  ist,  wenn  wir  die  Entfernungen  der 
Kugeln  von  einander  der  Reihe  nach  durch  ely  et £,*_!  und  die  Ent- 
fernung der  letzten  Kugel  vom  Auge   durch  em  bezeichnen ,  die  Intensität, 

4/i4  ■  r,  * 

mit  welcher  das  Licht  auf  die  zweite  Kugel  fallt  - — ,    w  — =,  die  Inten- 

0  {n+\)\n— l)2  etv 

; rr; Ti  I*  •  -V~^ii 

(«  +  l)4(n-l)V    *i**t* 

und  endlich  die  Intensität,  mit  welcher  das  Licht  in  das  Auge  trifft, 


öj  \in+l)\n-ir)'  etW...emr 


Für  2,  10  und  100  Kugeln  erhält  man  hiernach,   wenn  man  respective 

r  2 ;.  ?  r  *  r  *      r   2        56  r  *  r  «       ;.    2 

die  gemeinschaftlichen  Factoren  -\~i  100  .    ^- --  '—  ,08j  10  .    't  ,t""   '^ 
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weglässt, 


für  2  Kugeln 
für  10  Kugeln 
für  100  Kugeln 


15,07 
7760 
8012 


14,70 
7067 
3108 


14,49 
6292 
1138 


14,13 

5632 

321 


13,83 

5061 

110 


13,56 

4501 

42 


13,21 

4025 

11 


Subtrahirt  man  von  den  Intensitäten  einer  jeden  Reihe  den  Antheil 
t7,  welcher  weisses  Licht  giebt,  so  zeigt  sich,  dass  die  übrig  bleibenden 
Antbeile,  durch  welche  die  Farbe  bestimmt  wird,  mit  wachsendem  n  um  so 
mehr  abnehmen,  je  grösser  die  Anzahl  der  Kugeln  ist,  zugleich  aber  ihr 
Werth  gegen  i7  mit  der  Anzahl  der  Kugeln  unbegränzt  zunimmt.  Die 
Mischfarbe  nähert  sich  also  mit  der  Anzahl  der  Kugeln  dem  äussersten 
Roth,  während  der  Farbeneffect  sich  der  Eins,  das  heisst  dem  einer  ein- 
fachen Farbe  nähert.  Die  Newton'sche  Regel  ist  indess  zur  Verfolgung 
des  Ganges  der  Farbe  in  den  extremen  Fällen  nicht  geeignet,  da  nach  ihr 
die  gemischte  Farbe  nie  unter  das  mittlere  Roth  kommen  könnte.  Bei  2 
Kugeln  giebt  sie  den  Farbenwinkel  90°  2'  27",  bei  10  Kugeln  82°  31'  38". 
Für  den  Farbeneffect  erhält  man  resp.  0,02496  und  0,12077. 

Um  nicht  centrales,  unter  dem  Winkel  <p  =  (v  +  l)(« — 2ß)  +  2a  mit 
der  Axe  ausfahrendes  Licht  zu  berechnen,  müssen  die  zu  q>  gehörigen  Ein- 
fallswinkel a  der  verschiedenen  Farbenstrahlen  bestimmt  werden.     Wird 

.  das  Licht  an  der  Kugeloberfläche  reflectirt,  so  ist  et  =  — .      Für  das  ohne 

Reflexion  gebrochene  Licht  ist  qp  =  rc — 2/J  +  2a,  oder,  wenn  man  durch  d 
den  Winkel  bezeichnet,   welchen   das  ausfahrende  Licht  mit  dem  central 

durchgehenden  macht,  d=q>  —  rc=2a — 20,  also  jS=a ,   sin  ß  =  sin 


( « —  —  J  oder  $ina  =  n{sinam  cos cosa.sin  —  Y  mithin 

59)  tgct  =  - 


d 

n.sin  — 
2 


n.cos 1 

2 

und  ebenso  erhält  man  aus  der  Gleichung  et  =  ß  +  — 


60) 


<9ß- 


.    d 

sin  — 

2 


n  —  cos 


Wünscht   man  bequemere  Formeln  für  gewöhnliche  logarithmische 
Berechnungen,  so  ist,  vermöge  sinct  =  nsin(a — —), 

5i/2  a :  sm  (a  —  — )  =  n :  1,  ' 
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stna+sin  (a  —  --) :  sin a  —  sin  (a  —  --)  =  »  +  1  :n  —  1, 
2  <£ 

2*w(a )cos  —  :2cos(a -)$m —=n  +  l  :w  — 1, 

4  4  4  4 

also 

d  d 

61)  *(«—  ~) : ^  -  =n  +  1 :  »—  1, 

d 
und  durch  Einsetzung  von  a=ß  +  — -, 

62)  %r(/5+  — ):<&  — ==w+l  :  w  —  1. 

Es  sei  nun  das  Licht  zu  berechnen ,  welches  mit  den  ohne  Reflexion 
durchgehenden  Strahlen  den  Winkel  d=20°  bildet. 

Für  das  gebrochene  Licht,  welches  nicht  in  der  Kngel  reflectirt  wird, 
sind,  wenn  man  die  obigen  ungefähren  Brechungs  -  Exponenten   annimmt, 
die  Einfallswinkel  der  mittleren  Farbenstrahlen 
aI=36°38'30";  at  =  36°30'30";  a8  =  36°22'l0"$  a4=36°ll'40"5  «5=36°2'40"; 

c6  =  35°54'40',5  a7=35°43'40"; 
und  der  Brechungswinkel  für  jede  Farbe  ist  ß=a — 10°. 

Nach  34)    und  35)  sind  demnach  die  Intensitäten  ip  und  iq  der  in  der 

Meridianebene  und  senkrecht  gegen  dieselbe  schwingenden  Farbenstrah- 

r* 
len,  wenn  man  den  gemeinschaftlichen  Factor  -j-  weglässt, 

iPi  =0,9956 ;     iqi  =  1,0584 ; 
63) 


iv%  =0,9918; 

fgt  =  1,0544; 

tPa  =0,9879; 

iq9  =1,0503; 

V4=  0,9829; 

<f4  =  1,0450; 

1^=0,9785; 

•,5  =  1,0403; 

tp6=  0,9747; 

iq%  =  1,0362; 

i?7=  0,9092; 

i,7  =  1,0304. 

Subtrahirt  man ,  um  das  weisse  Licht  abzusondern ,  von  den  Gliedern 
der  ersten  Reihe  t-  und  von  den  Gliedern  der  zweiten  Reihe  iq  ,  so  sieht 
man,  dass  die  übrig  bleibenden  Intensitäten,  welche  die  Farbe  erzeugen, 
mit  wachsendem  n  weniger4  abnehmen  als  bei  centralem  Licht  und  zugleich 
einen  kleineren  Theil  des  gesammten  Lichts  ausmachen.  Die  Mischfarbe 
rückt  also ,  indem  der  Farbeneffect  geringer  wird ,  gegen  die  Mitte  des 
Spectrums  hin.  Läset  man  <p  weiter  wachsen,  so  wird  für  einen  gewissen 
Werth  desselben  das  ausfahrende  Licht  fast  weiss,  geht  dann  mit  wachsen- 
dem Farbeneffect  in  den  zweiten  Theil  des  Spectrums  über,  und  ist  bei 
dem  gröbsten  Werth  von  q> ,  unter  welchem  nur  die  brechbarsten  Strahlen, 
austreten,  violet. 

Da  nach  34)  und  35)  für  jede  in  derselben  Richtung  ausfahrende  Farbe 

ß-  =  coi*  (a — ß)  =cos  —  constant  ist,  so  sind  die  Mischfarben  und  Farben - 
tq  2 


146       Brechung  und  Reflexion  des  Lichtes  durch  eine  Kugel. 

effecte  der  beiden  auf  einander  senkrecht  polarisirten  Lichtmengen  einan- 
der gleich.  Nach  der  New  tonischen  Formel  ist  für  die  obigen  Intensitäts- 
werthe  der  Earbenwinkel  02°  3'  30",  der  Farbeneffect  0,005.    . 

/  Für  das  von  der  Kugeloberfläche  unter  20°   mit  den  central  durchge- 
henden Strahlen  reflectirte  Licht  ist  <jp  =  160°,  also  a  =  80°,  und  man  er- 

r* 
hält  nach  30)  und  40),  mit  Weglassung  des  Factors  —%  folgende  Intensitäten 

der  mittleren  Farben : 

ipt  =  0,45575 ;    if f  ==  0,23870 

iP2  =  0,45G99;    1^  =  0,23881 

tPa  =  0,45828;    tff=  0,23893 
64)  1^  =  0,45991;    tf  =0,23017 

1^=0,46028;    t,  =0,23919 

iPß  =  0,46255 ;    iq  =  0,23929 

iftj  =  0,46424;  1^=0,23917. 
Da  die  Intensitäten  mit  wachsendem  n  zunehmen,  so  liegt  die  Misch- 
farbe im  zweiten  Theile  des  Spectrums.  Der  Farbeneffect  ist  geringer  als 
bei  dem  nach  derselben  Richtung  gebrochenen  Licht.  Die  Newton'sche 
Kegel  giebt  für  den  Farbenwinkel  des  in  der  Meridianebene  schwingenden 
Lichts  271°  27'  20"  und  des  senkrecht  darauf  polarisirten  Lichts  209°  59'  35", 
der  Farbeneffect  des  ersteren  ist  0,00341,  der  des  letzteren  0,00028;  die  ge- 
mischte Farbe  ist  demnach  für  beide  Polarisations-Richtungen  Indigo. 

Addirt  man  die  entsprechenden  Intensitäten  von  63)  und  64)  zu  einan- 
der, so  erhält  man,  wenn  man  das  in  der  Kugel  reflectirte  Licht  vernach- 
lässigt, die  Farbenintensitäten  sämmtlichen  in  der  Richtung  rf  =  20°  aus- 
fahrenden Lichtes.  Für  beide  Polarisationsrichtungen  liegt  die  gemischte 
Farbe  wieder  im  ersten  Theile  des  Spectrums.  Die  Farbenwinkel  sind  in 
der  früheren  Ordnung  90°  5'  20"  und  90°  3'  40",  die  Farbeneffecte  0,0045  und 
0,0048. 

Um  allgemein  die  Farbe  zu  untersuchen,  mit  welcher  weisses,  unpo- 
larisirtes  Licht  von  der  Oberfläche  eines  einfach  brechenden  Mittels  zu- 
rückgeworfen wird,  hat  man  die  Aenderungen  der  Ausdrücke  $   .  «V^Tat» 

Igt  fa  _  a\ 
u"d  4    ,t — r-^  >  welche  den  Intensitäten  der  senkrecht  auf  einander  pola- 

risirtcn  Lichtstrahlen  proportional  sind ,  zu  betrachten ,  wenn  die  Richtung 
der  reflectirten  Strahlen,  mithin  «,  constant  bleibt,  aber  ß  mit  n  sieb 
ändert. 

Aus  sina  =  n$inß  erhält  man,  da  da  =  0, 

0  =  ncosßdß+sinßdn,  oder  dß= X—~dn. 

r    r  r  r  ncosß 

Es  nimmt  also  ß  ab,  wenn  n  zunimmt. 

Das   in   der  Einfallsebeuc  schwingende  Licht  ändert  sich  im  Verhält- 
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.  _  sin*  (a  —  ß)  sin  (a  — ß)  sin  2a  JO       sin  (a  —  ß)  sin  2«  sin  ß 

niss  von  di-rr- — ¥  — \  H/     ,   os      dß  = — ~^f  ~~ä\ — a     dn* 

"  sinf  (a  +  ß)  sin* (et  +  ß)        r  n sin* (a  +  ß) cos ß 

Die  Intensität* nimmt  also  für  alle  Werthe  von  et  unter  90°  mit  n  zu,  und  die 
Farbe  des  gemischten  Lichtes  liegt  für  alle  Reflexionsrichtungen  im  zwei- 
ten Theile  des  Spectrums.  Wenn  et  =  90°  also  sin  2a  =  0,  ist,  wie  sich  von 
selbst  versteht-,  die  Mischfarbe  weiss. 

Die  entsprechende  Aenderung  des  senkrecht  gegen  die  Einfallsebene 
polar isirten  Lichts  ist: 

xtgf(a^ß) sin  (a — ß)  cos  (a  +  ß)  sin  2a .  sin  2ß 

■tf^  +  W""""  sin\a  +  ß)cos*(a  —  ß)  P 

__  sin  (a  —  ß)  cos  («  +  ß)  sin  2a  sin  2ß  sin  ß 
~~         n  sin*  (a  +  ß)  cos*  (a  +  ß)  cos  ß 

Die  Intensität  nimmt  also  mit  n  zu,  und  die  Mischfarbe  liegt  im  zwei- 
ten Theile  des  Spectrums,  so  lange  a  +  /?<  90°  oder  a  kleiner  als  der  Po- 
larisationswinkel ist.  Wenn  a  +  ß  =90°,  also  cos  (a  +  ß)  =  0,  ist  die 
Mischfarbe  weiss,  aber  die  Intensität,  weil  ig  (a  +  ß)  =  oo ,  Null.  Wird  a 
grösser  als  der  Polarisationswinkel,  so  geht  die  Mischfarbe  in  den  ersten 
Theil  des  Spectrums  bis  2ß  s=s  90°,  wo  sie  wieder  weiss  wird;  mit  wachsen- 
dem a  geht  sie  dann  in  den  zweiten  Theil  des  Spectrums  zurück,  und  wird, 
wenn  a  =  90°,  wieder  weiss. 

Mit  Ausnahme  des  Intervalls  von  a  +  ß  =  90°  bis  2ß  =  90°  liegt  also 
die  Farbe  des  senkrecht  gegen  die  Einfallsebene  schwingenden  Lichts  im 
zweiten  Theile  des  Spectrums.  Innerhalb  dieses  Intervalls  ist  jedoch  die 
Intensität  und  der  Farbeneffect  im  Verhältniss  zu  ihren  Werthen  in  dem 
in  der  Einfallsebene  schwingenden  Licht  so  gering ,  dass  die  aus  der  Ver- 
einigung beider  hervorgehenden  Farbe  in  allen  Richtungen  im  zweiten 
Theil  des  Spectrums  liegt. 


Grösse  des  von  einer  Kugelfläche   reflectirten  Sonnen- 

b  i  1  d  e  8. 

Verstehen  wir  unter  der  scheinbaren  Grösse  eines  Gegenstandes  den 
Theil  einer  um  das  Auge  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius  Eins  beschriebe- 
nen Kugelfläche,  welche  von  dem  Gegenstand  scheinbar  gedeckt  wird,  so 
kann  die  ganze  Sonnenfläche  nur  von  einer  Ebene  gespiegelt  werden,  de- 
ren scheinbare  Grösse  mindestens  der  scheinbaren  Grösse  der  Sonne 
gleich  ist,  und  eine  kleinere  Ebene  spiegelt  nur  einen  Theil  der  schein- 
baren Sonnenfläche,  welcher  dem  scheinbaren  Flächeninhalt  der  Ebene 
gleich  ist.  Nehmen  wir  an,  dass  von  der  Ebene  alles  auffallende  Licht 
zurückgeworfen  werde ,  so  verhält  sich ,  wenn  sie  nur  einen  Theil  der 
Sonne  reflectirt,  die  Intensität  des  reflectirten  Bildes  zur  Lichtintensität  der 
Sonne  selbst  wie  die  scheinbare  Grösse  der  Ebene  zur  scheinbaren  Grösse 
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der  Sonne.  Denken  wir  uns  nun  den  Theil  der  Kugelfläche,  welcher  nach 
einer  gewissen  Richtung  ein  Sonnenbild  reflectirt,  mit  tangirenden,  voll 
kommen  spiegelnden  Ebenen  bedeckt,  so  spiegelt  jede  Ebenä  einen  Theil 
der  Sonnenscheibe,  welcher*dem  Berührungspunkt  entspricht,  und  die  In- 
tensität sämmtlicher  Sonnenbilder  verhält  sich  zur  Intensität  der  Sonne 
wie  die  Summe  der  scheinbaren  Flächeninhalte  der  spiegelnden  Ebenen 
zum  scheinbaren  Flächeninhalt  der  Sonne.  Wird  die  Anzahl  der  Ebenen 
unendlich ,  so  fallen  sie  mit  der  Kugelfläche  zusammen ,  und  die  Summe 
ihrer  scheinbaren  Flächeninhalte  ist  der  scheinbare  Flächeninhalt  des  von 
der  Kugel  reflectirten  Sonnenbildes.  Mithin  verhält  sich ,  unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  alles  auffallende  Licht  reflectirt  wird,  die  scheinbare 
Grösse  des  Sonnenbildes  zur  scheinbaren  Grösse  der  Sonne  wie  die  Inten- 
sität des  Sonnenbildes  zur  Lichtintensität  der  Sonne  selbst. 

Die  Intensität  des  reflectirten  Lichts  im  Yerhältniss  zur  Intensität  des 

r* 
einfallenden  ist  nach  20),  indem  q>  =  2c,  gleich  p  —t.     Also  ist  die  Intensi- 
tät des  Sonnenbildes  im  Verhältniss  zur  Lichtintensität  der  Sonne  unter 

1     r* 

der  Voraussetzung  vollkommener  Reflexion ,  bei  welcher  u  =  1,  — .  -r ; 

4      Cr 

folglich  ist,  wenn  q  den  scheinbaren  Sonnenradius  bezeichnet,  die  schein- 
bare Grösse  des  Sonnenbildes 

Wird  die  scheinbare  Grösse  des  Sonnenbildes  mit  dem  Quadrat  der 
Entfernung  e  vom  Auge  multiplicirt,  so  erhält  man  die  Projection  desselben 
auf  eine  gegen  die  Richtung  der  reflectirten  Strahlen  senkrechte  Ebene, 
welche  demnach  gleich  ist 

Jedes  Element  dieser  Projection  macht  mit  dem  zugehörigen  Element 
der  spiegelnden  Kugeloberfläche  einen  Winkel ,  welcher  gleich  dem  Ein- 
fallswinkel a  des  entsprechenden  Strahls  ist.  Bezeichnet  er1  einen  mittle- 
ren Werth  des  Einfallswinkels,  so  ist  der  Theil  der  Kugeloberfläche,  wel- 
cher das  Sonnenbild  reflectirt 

4  cos  «,* 

Das  Sonnenbild  selbst  befindet  sich  auf  dem  von  seinem  scheinbaren 
Flächeninhalt  gedeckten  Theil  derjenigen  Fläche ,  welche  durch  Umdre- 
hung der  früher  erwähnten  Epicycloide  um  die  Axe  gebildet  wird. 

Die  vorstehenden  angenäherten  Formeln,  welche  durch  geometrische 
Betrachtungen  für  die  verschiedenen  Fälle  verificirt  werden  können,  gel- 
ten überhaupt  für  das  Bild  eines  entfernten  Gegenstandes,  wenn  man  für 


Von  Prof.  Roeber.  149 

tfn  die  scheinbare  Grösse  des  Gegenstandes  einsetzt,  and  zwar  nm  so  ge- 
nauer, je  kleiner  dieselbe  ist. 


Sichtbarkeit  eines  leuchtenden  Punktes. 

Die  Intensität  des  Sonnenbildes ,  welches  von  einer  Kugel  reflectirt 
wird,  ist  nach  41),  wenn  die  Lichtintensität  der  Sonne  zur  Einheit  ange- 
nommen wird,  und  man  die  aus  den  Zahlenwerthen  64)  ersichtlichen  gerin- 
gen Aendernngen  der  Intensität  mit  der  Farbe  vernachlässigt, 

8  V  \sin*\a  +  ß)  ^  tf(«  +ß)Jm 

Sucht  man  durch  Beobachtung  zwei  zu  einander  gehörige  Werthe  von 
e  und  er,  für  welche  das  Sonnenbild  verschwindet,  so  erhält  man  durch  Ein- 
setzen derselben  in  die  Formel  das  Minimum  der  Lichtintensität,  welche 
ein  leuchtender  Punkt  besitzen  rauss,  um  dem  Auge  des  Beobachters  sicht- 
bar zu  sein. 

Zur  Ermittelung  dieses  Werthes  wurde  von  dem  Verfasser  ein  vorläu- 
figer Versuch  ohne  Messinstrumento  angestellt,  dessen  Resultat  indess  ge- 
nau genug  sein  möchte,  um  mitgetheilt  werden  zu  dürfen.  Ein  kugelför- 
miges Glas  wurde  in  der  Höhe  des  Auges  im  Freien  vor  einem  schattigen 
Hintergrunde  befestigt,  und  eines  meiner  Kinder,  dessen  Auge  ziemlich 
scharf  ist,  entfernte  sich  rückwärts  gehend  in  der  Richtung  der  Sonne. 
Nach  einigen  Versuchen  stellte  sich  wiederholt  heraus,  dass  das  Sonnen- 
bild in  der  Entfernung  von  200£  Schritten  (100  Schritte  gleich  240  preus- 
sische  Fuss)  noch  gesehen  wurde,  aber  in  der  Entfernung  von  20l£  Schrit- 
ten verschwnnden  war.  Die  Sonne  befand  sich  anscheinend  in  der  durch 
Auge  und  Glas  gehenden  Verticalebene.  Unmittelbar  nach  dem  Versuch 
verhielt  sich  der  Schatten  eines  Gegenstandes  zu  seiner  Höhe  wie  64  zu  25. 
Der  Durchmesser  der  spiegelnden  Kugelfläche  war  22,7  Pariser  Linien. 
Nimmt  man  hiernach  die  Entfernung,  in  welcher  das  Sonnenbild  verschwin- 

22  7 
det,  zu  201  Schritten  an,  so  ergiebt  sich  e  =  201  .  139,13  und  r  =  — —Pari- 

25 
ser  Linien;  lg  g>  =  tg  2a  =  — ,  mithin  a=  10p40/  und,  wenn  der  Brechungs- 
exponent des  Glases  gleich  1,53  angenommen  wird,  0  =  6°  57'. 

Vernachlässigt  man  das  an  der  Innenseite  des  Glases  reflectirte  Licht, 
so  giebt  die  Einsetzung  dieser  Werthe  in  obige  Formel  für  die  Intensität 
des  verschwindenden  Sonnenbildes 

0,000  000  000  314. 
Es  wird   also  ein  leuchtender  Punkt  sichtbar  oder  unsichtbar  sein, 
wenn  sein  Licht  mehr  oder   weniger  beträgt  als  0,000000000314  des  Lichts 
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1 


der  Sonne,  oder  mit  anderen  Worten,   das  Sonnenlicht  ist 

0,000000000314 

=  3190  000  000   mal    so    intensiv    als    das   Licht    eines    verschwindenden 

Punktes. 

Die  Sonne  selbst  würde  verschwinden  in  ihrer  ^31 90000000  •  =  565000- 

fachen  Entfernung. '  Da  in. dieser  Entfernung  ihr  Durchmesser  nur   noch 

32  60 

— 1— =  0,034  Secunden  beträgt,  so  wird  ein  Fixstern  von  gleicher  Leucht- 

öooOO 

kraft  wie  die  Sonne,  begünstigt  durch  die  Abwesenheit  des  Tageslichts 
und  den  dunkeln  Himmelsgrund,  noch  sichtbar  sein,  wenn  sein  Durchmes- 
ser gleich  0,034  oder  ^  Secunden  ist. 

Die  Sichtbarkeit  eines  nicht  selbst  leuchtenden  Körpers  hängt  von  der 
Intensität  des  Lichtes  ab,  welches  von  ihm  zurück  geworfen  wird.  Da  das 
directe  Sonnenlicht  intensiver  ist  als  jedes  andere  gewöhnliche  Licht,  so 
wird  eine  Kugel  in  derjenigen  Entfernung  unsichtbar,  in  welcher  ihr  Son- 
nenbild verschwindet.  Eine  Kugel  von  einfach  brechendem  Mittel  ist  also 
unsichtbar,  wenn 

1     t* /sirtCa  —  ß)       tg>  («—/?)> 


oder 


8  •  «•  W*  («  +  ß)  +  tf  («  +  ß))       '  W0,314j 


e  =  56500  r  1 /  *  («*  («HD  1  </ (— ft\ 


(a+ß)^tg>(a+ß)r 
Für  eine  Glaskugel   von  dem  Brechungsexponenten  1,53  erhält  man, 
wenn  a  =  10°,  40'  e  =  5890  r.     Sie  verschwindet  also,  wenn  ihr  Durchmes- 
ser eine  Linie  beträgt,  in  der  Entfernung  von  ^s—  Linien  oder  20J  Fuss. 

Wenn  a  =  90°,  oder  die  Kugel  sich  zwischen  Auge  und  Sonne  befin- 
det, so  ist  die  Intensität  des  Sonnenbildes  ein  Maximum,  dessen  Werth 

1     r* 

—  .  —  zugleich  für  alle  Richtungen  die  Intensität  angiebt,  wenn  die  Ober- 
fläche alles  Licht  reflectirt  Eine  Kugel,  selbst  wenn  die  Oberfläche  voll- 
kommen spiegelt,  ist  also  in  jeder  Richtung  für  das  Auge  unsichtbar,  wenn 

1     r* 

-  .  —  =  0,000000000314, 

oder 

e  =  28250  r. 
Ist  der  Durchmesser  einer  Kugel  1   Linie ,  so  wird  sie  nicht  gesehen, 
wenn  ihre  Entfernung  14125  Linien  oder  08  Fuss  beträgt 


Nachtrag.  Während  des  Drucks  der  vorstehenden  Arbeit  erhalten 
wir  durch  No.  49  des  F  e  c  h  n  e  r'schen  Centralblatts  von  1853  Kenntniss  von 
den  Helligkeitsbestimmungen  Seide  l's.  Nach  diesen  ist  das  Licht  der  Sonne 
75000000000  mal  so  gross  das  Licht  der  Wega,  übertrifft  also,  da  nach  Sei- 
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del  der  Sirius  5  mal  so  hell  als  die  Wega  ist,  15 000000000 mal  das  Licht 
des  Sirius.  Kann  man  die  Grenzen  der  Sichtbarkeit  für  einen  leuchtenden 
Punkt  in  dem  unvollkommenen  Schatten  unter  Nadelbäumen  und  für  einen 
Stern  am  Tageshimmel  bei  günstiger  Atmosphäre  einander  gleich  setzen, 
so  würde  nach  den  obigen  Zahlen  das  zur  Sichtbarkeit  eines  Sterns  bei 
Tage  erforderliche  Minimum  der  Lichtintensität  gleich  der  5 fachen  Hellig- 
keit des  Sirius  sein,  und  der  oben  abgeleitete  Durchmesser  eines  noch 
sichtbaren  Fixsterns  würde  sich  auf  diese  Helligkeit  beziehen.  Ohne  die 
aus  unserem  einzelnen  Versuch  folgenden  Zahlenresultate  als  hinreichend 
festgestellt  anzusehen,  glauben  wir  doch  auf  die  Anwendbarkeit  der  von 
Kugelflächen  reflectirten  Bilder  zu  photometrischen  Bestimmungen  auf- 
merksam machen  zu  können. 

Roeber. 
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X.    lieber  einige  allgemeine  Integralformeln. 

Bezeichnet  z  =  x  +  iy  eine  complexe  Variabele,  f  (z)  eine  Function, 
welche  so  lange  eindeutig  stetig  und  endlich  bleibt,  als  #  das  Intervall 
0  bis  a,  y  das  Intervall  0  bis  b  nicht  überschreitet,  und  versteht  man  unter 
A  eine  reelle  positive  Constante,  so  wird  der  Quotient 

h—z 
nur  in  dem  einen  Falle  unendlich ,  wo  0  <  Ä  <  <z  ist,  wo  mithin  der  durch 
die  Abcisse  OF=h  bestimmte   Punkt  F  auf  der  Strecke  OA  =  a  liegt 
(Taf.  II  Fig.  8).     Unter  dieser  Voraussetzung  betrachten  wir  das  Integral 

YW 


ß 


h — z 


und  umgehen  dabei  den  Punkt  F  mittelst  eines  aus  dem  Centrum  F  mit  dem 
Radius  FM  —  r  beschriebenen  Halbkreises  dergestalt,  dass  wir  das  eine 
Mal  die  gemischte  Linie  OMPNAC^  das  andere  Mal  die  gebrochene  Linie 
OBC  als  Integrationsweg  nehmen.  Zur  Abkürzung  bezeichnen  wir  den 
Werth  des  obigen  Integrales,  bezogen  auf  irgend  einen  Integrationsweg  $, 
mit  J(s),  und  haben  nun,  weil  nach  dem  Vorigen  der  Punkt  F  ausgeschlos- 
sen ist 

J  (OM)  +  J  {MPN)  +  J  (NA)  +  J  {AC)  =  J  (OB)  +  J  (BC). 
Linker  Hand  setzen  wir  im  ersten  und  dritten  Integrale  x  für  z,  im  zweiten 
substituiren  wir 

t  =  A  —  r  cos  &  +  ir  sin  &  =  A  —  rer4^ 
wo  #  den  Winkel  MFP  bezeichnet,  im  vierten  Integrale  nehmen  wir  z  =  a 
+  iy]   rechter  Hand  setzen   wir   im   ersten  Integrale  z  =  iy ,  im  zweiten 
«  =  x  +  ib,  und  erhalten  nach  diesen  Bemerkungen 

0  0  A+r  0 


J  h—ty  J  h — x — tb 
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Durch  Uebergang  zur  Grenze  für  verschwindende  r  folgt 
t/  /« — l^/     *       e/   h—x—tb 


0 
und  hier  darf 

h-r 


Lim\  rß4x+  fmdxL  rmdx 

J  J  h—x  J  h — x       i       J  h — x 

fO  h^r  \      0 

gesetzt  werden,  sobald  man  festhält,  dass  das  Integral  rechter  Hand  im 
vorliegenden  Falle  seinen  (von  Cauchy  so  genannten)  Hauptwerth  besitzt. 
Die  vorletzte  Gleichung  vereinfacht  sich  sehr,  wenn  folgende  Bedingungen 
erfüllt  sind : 

06 

1)  für  «==00,      Lim    ff(a+t£dy=0, 
'  J  h — ö— ty 

0 

00 

2)  für&=00,       Lim   fß£tlQdx  —  0. 
'  J  h — x— tb 


0 
es  bleibt  nämlich  für  a  =  cx>  und  b  =  oo 


0  0 

Dieselben  Betrachtungen  lassen  sich  auf  das  Integral 


anwenden  und  gestalten  sich  noch  einfacher,  weil  die  unter  dem  Integral- 
zeichen stehende  Function  innerhalb  des  Rechtecks  OACD  endlich  bleibt, 
also  kein  Unendlichkeitspunkt  F  vorkommt;  man  erhält 

oo  .so 


m^<sm<>- 


0  0 

Um  noch   die   reellen  und  imaginären  Theile  der  Gleichungen  3)  und 
4)  zu  trennen,  setzen  wir  für  den  Augenblick 

f(jy)+n-w)  =  u     fOy)—n—iy)  =  Y 

2  '  2i  ' 

mithin 

ferner 
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1      h  +  iy      ^ h—  iy 

h^h,  —  Ä'+y"      h+iy  ""A'  +  y*' 
und  gelangen  damit  zu  folgenden  vier  Gleichungen : 

00 


phU  —  yV.  .... 

0 

fli±ivd!,=-  fMdx, 

J     h*+y2        y  Jk-x       ' 

0  0 

piU+yV^ 


0  0 

Vermöge  der  Werthe  von  U  und  V  liefern  die  erste  und  dritte  Gleichung, 
durch  Addition  und  Subtraction  verbunden, 

0 

0 
und  ebenso  erhält  man  aus  der  zweiten  und  vierten  Gleichung 

0  0  0  J 

Die  Formeln  5)  und  6)  sind  Längst  bekannt;  No.  7)  und  8)  bilden  hierzu  die 
Pendants  und  scheinen  bisher  unbemerkt  geblieben  zu  sein. 

Nimmt  man  /,(z)  =  ß— *,  so  sind  die  Bedingungen  der  Eindeutigkeit, 
Endlichkeit  und  Stetigkeit  von  f{z)  nebst  den  Bedingungen  in  1)  und  2)  er- 
üllt;  es  ist  daher 

*  Jki<>A-fh«*-si:A 

0  v      o  0  J 

oder  nach  sehr  bekannten  Eigenschaften  des  Integrallogarithmus 
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fj^di^-ii*-*'****)  +  «-*«(«-*>]. 


0 

hsiny 


0  'r 

Es  sind  dies  dieselben  Formeln,  welche  der  Verfasser  bereits  vor  20  Jahren 

mittelst  des  Fourier'schen  Satzes  entwickelt  hat.  (Grunert's  Archiv,  Theil  V, 

S.  204.)  Schlömilch. 


XL    Note  über  die  Integration  der  Gleichung 

1)  S  =  *"H-4  +  4*  +  ^.*,+  . .  .+Amx~-\ 

ox" 

in  welcher  m  und  n  ganze  positive  Zahlen,  und  Au  Atl  Az  . . .  Am  beliebige 

constante  Zahlen  bezeichnen.     Von  Prof.  Simon  Spitzer. 

Kummer  hat  im  .19.  Bande  von  Crelle'ß  Journal  gezeigt,  wie  die 

Gleichung 

dny 

in  welcher  m  und  n  ganze  positive  Zahlen  bezeichnen,  sich  mittelst  bestimm- 
ter Integrale  integriren  lässt.  Nach  der  Methode  von  Kummer  erscheint 
nämlich  y  in  Form  eines  m fachen  Integrales,  in  welchem  m  +  n  willkühr- 
liche  Constante  eintreten,  z wißdien  denen  m  Bedingungsgleichungen  statt- 
finden. 

So  ist  z.  B.  nach  Kummer  das  Integrale  der  Gleichung 

4)  y=  Je~*+T(Ciexi"x+Ctcx***+.  .  .+Cn+  A+i«*)tfW, 

0 
vorausgesetzt,  das  A,,  kt .  . .  An+i  Wurzeln  der  Gleichung 

5)  A"+i  =  i 

sind,  und  dass  zwischen  den  Constanten  C,  Ct . .  .  Cn  +  \  die  Bedingungs- 
gleichung 

6)  Cil«  +  C2kl  +  ....  +  C„+i\nll  =  0 
stattfindet.  —  So  ist  ferner  das  Integrale  der  Gleichung: 

je  »+*~  v  (Ct  cX\  »v*+  Ct  ex*  «■*+ . . .  +  £„+,  c*n+i  uvx)dudv, 

0    0 
vorausgesetzt,  dass  *i  A* . . .  A„+2  Wurzeln  der  Gleichung 

11* 
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9)  An+2=1 

sind,  und  dass  zwischen  den  Constanten  ClyCt...C„+2  die  zwei  Bedingungs- 
gleiclmngen: 

10)  Ctl^  +  ^^  +  ...  +  C^l^=0 

stattfinden.  —  Auf  ganz  gleicherweise  ist  das  Integrale  der  Gleichung: 

ii)  jr!-*f 

oo  oo#oo  wn+3  +  t>n+3  +  tt>,'+3 

12)  y=    1 1  je  »+3  vTv*(Cxexi»9»*+C2elt«v"*+... 

0  0  0 

+  (7w+3Cin+3frrW*)€?M  dv  dn>i 

vorausgesetzt,  dass  XtiX9...Xn^  Wurzeln  der  Gleichung 

13)  An+3  =  1 

sind,   und   dass   zwischen    den  Constanten  CtCt...Cn+<L   die  3  Bedingungs- 
gleichungen : 

14)  CtX"+i+CtX?*  +  ...  +  Cn^X»+l  =  0 
stattfinden  etc.  etc. 


Ich  will  nun  im  Folgenden  zeigen,  dass 

^00  f#*+* 


4) 


y  =  I  e     »+»  (<?,  c*i "*  +  Ct  c  V*  + . . .  +  Cn+x  cl»+\  »*)  du 


0 
das  vollständige  Integrale  der  Differentialgleichung 

«>  d=*»+J* 

ist,  falls  der  rechte  Thcil  der  Gleichung  6)  statt  Null  gleich  einer  bestimm- 
ten Constante  ist;  ferner,  dass 

8)  y  =  j  je  »+*        v (C,  e*w*+ Ct <?**««"+ . . .  +  C^j ^n+2™*)  du  dv 

0*  0 
das  vollständige  Integrale  der  Gleichung 

16)  d^-n==za*y+Ax  +  Atx 

ist,  falls  die  rechten  Theile   der  beiden  Gleichungen  10)  statt  Nullen,    be- 
stimmten Constanten  gleich  sind ;  eben  so,  dass 

«  oo  oo  un+3+vi*-W  +  wv+Z 

12)       y  =   7  /  /  e  "+*  t;  w2 (C,  **■•'«'**+  Ct öz*wp,px+  . . . 

0  0   0 

+  Cn+3  e*  *+3  urwx)  dudv  drv 
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das  vollständige  Integrale  der  Gleichung 

17)  *l=sa»y+jl+jna!+jtX* 

ist,  falls  die  rechten  Th'eile  der  3  Gleichungen  14)  statt  Nullen  bestimmte 
Constanten  sind,  etc.  etc.    ' 

Der  Beweis  der  so  eben  ausgesprochenen  Sätze  ist  einfach.     Ist  näm- 
lich erstens: 

4)  y=    le~'^(Ctel*™  +  Ctefa™+...  +  Cm+ielm+im*)dui 

0 
so  ist: 

18)  äJi  =  Je    n+1u»{Clk»eh™+Ctl»e\"*+...  +  Cn+\k:+lel»+i»^  du, 

0 
oder  anders  geschrieben : 

19)  &>=  = 

o  du 

und  hieraus  folgt,  wenn  man  den  rechten  Theil  dieser  Gleichung   mittelst 
der  Methode  des  theilweisen  Integrirens  behandelt,  und  die  Gleichung 

5)  A»+1  =  l 
berücksichtigt:  * 

jo)  r~— 

+  x  f  e     «+1  (Ct <*>**+ Cte**"*+. . .  +  Cn+{ eU+\ "«*)  du. 

0 
Setzt  man  nun 
21)  CiX»+CfX»t  +  ...  +  C,H.iX^t  =  Al 

und  zieht  man  in  Betracht  die  Gleichung  4),  so  erhält  man 
15)  -J>n=zAl+XIJ, 

was  zu  beweisen  war.  —  Dieser  Satz  rührt  von  Jacobi  her,  siehe  Crelle's 
Journal  10.  Band. 

Ich  komme  nun  zum  2len  Satze.     Ist  nämlich : 

8)y=  Ale         ^+*       v{CleXi"9*+C2eltu'*+...  +  C^eln+2***)dudvy 

0   ü 
so  ist 
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0   0 

Cn+2+%m¥2eln+2'»>*)  du  dv\ 

oder  anders  geschrieben : 
0   0 

Behandelt  man  den  2len  Theil  dieser  Gleichung  mittelst  der  Methode 
des  theilweisen  Integrirens,  so  erhält  mah: 

d*y  /•"      »"^ 

dxn 
24)  0 


0 
oo  oo   M*+2  +  t;"-H* 


0    0 

+  ^«+2  ^  eX"+2  ""*)  dut!v- 

Diese  Gleichung  lässt  sich  auch  so  schreiben: 


0 

CO.«,    »n+2 

—  *  J  J  c~  »+*  (C,  A»+'  e  V*  +  Ct  A»+'  e*«""*  +' . . 


und  giebt  ebenfalls  mittelst  der  Methode  des  theilweisen  Integrirens  be- 
handelt und  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung    . 
9)  1»+*=1 

$~k  =  (°t  1?  +  C« l;  + . . .  +  C+2 J«^   / M«e-  M-TdM 
26)  0 

0  0 
oder  vermöge  der  Gleichung  8) 
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16)  £5  =  4  +  4*+^* 


dx* 
vorausgesetzt,  dass  zwischen  den  n  +  2  Constanten  C%  Cz...Cn+2  die  2  Be- 
tt* 


dingungen:  ^ 


festgestellt  werden. 

Ich  komme  nun  zum  nächsten  Satze.     Ist  nämlich: 

12)       y=  fffe~ "+*  vnP(Cl&™*+Cte**'»*»  +  ... 

000  +  Cn+seln+s uvwx)  dudv  drv, 

00  oo  oo    M»+3j_t;n+3-f-«;,,+3 

28)  ^=  fffe~ — ***  w"i>w+1wn+W7^w*+ 

0  0  0 
Ctiieu^w'+...  +  Cn^l^cU^^x)du  dv  dw, 

oder  anders  geschrieben : 

oo  oo  oo  wn-f3_Lj,n-f3 

29)  dly==_  fffe~      *+»      unv'^i{ClX'[^l''m"+Ctl«el*'»""+... 

+  ^+3^+3ei»+3"MrX)  d"  rfr- Z^~  dU> 

und  hieraus  folgt:  «  »  M^+c»+s 

0  0 
+  x  ff  I  e~ H3  MH-iB»+2(C1A»+,el«"',"'jr+C,A-+1ei««M«+ 

000         ...+C„+si;ri^»+3",M'j:)dMdt.d«'. 
Diese  Gleichung  kann  nun  auf  folgende  Weise  geschrieben  werden: 

»co    Mn+3+pn+3 

^  =  {Ctl'1  +  Cttl+...  +  Cm^ll^)jJ  e~        »+3       u»v»+*dudv- 
31)  /.",.*/•"   w"+3+»n+3 

~X  I  I  I   6'  "^  U"+l  (Cl  l  **" '  Cl""""X  +  C'  ;*+I  CZ""""X  +  "  '  " 


0  0  0 


r      »HJT 
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und  hieraus  folgt: 

b  o 

/,°?,X    I**+J+f*»+3 


■*/7/ 


+  a?JJJe  n+3  ""«^*(tfi  *?*«*••"*+£,  !**«»••«*+ 

0  0  0 

•  •  •  +  C»+3  A£ff  A-fS*«"»*)  rf«  dp  dm. 

Schreibt  man  diese  Gleichung  auf  folgende  Weise: 

ä^  =  Wi:+Ql»+  ■■•+C„+3k»tt+3)jj  e  =W       u»v«+idudv 

0  0 

0  0 

ÖUü 

r    un+*i 

so  hat   man  durch  Anwendung   der  Methode   des   theilweisen   Intesrirens 
und  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  ' 

13)  A"+3=1 


— =  (<?, a;+c2 a;+  .. .  +  c„+zx»^)JJ  e        i4^~«.^+iÄd 

0  0 
0  o 

0  0 

[ 

t>  w*  (C,  e**  «  »** + (7a  e*«««wr  + . . 


0  0 


A»»   «»+3  +  t;«+3  +  w»r+3 


0  0  0 

+  Cw+3  *Air-f.3  «nwr)  rf  „  ^  ^ 

oder  aber,  wenn  man  die  Gleichung  12J  in  Betracht  zieht 
,7)  j£=4+4*+4*+*y 
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vorausgesetzt,  dass  zwischen  den  «+3  willkUhrlichen  Constanten  die  3 
Bedingungen: 

(Cil*+Ctkl+...+C^ll^)Jjem:.        »+*     "  u»v«+*dudv^Ax 

0  0 

35)  (Cll^+Ctl?i  +  ...+C^l'+§JJe-       »+*      u«+idudw=A% 

6  o 

«oo    pa-fJ  +  jpH* 

0  0 
festgestellt  werden. 

Aus    dem   so  eben  Mitgetheilten   sieht  man,    dass  die  Differential- 
Gleichung 

1)  ^=^my+^i  +  ^^+^3^,+  ...  +  ^^m-1 

folgendes  Integrale  hat: 

oooooo  ^»+0%+*  +  . ..  +  **+» 

36)  y~JJJ~"e  **■  o*a8«J. ..«£+■ 

0  0  0 
(f !  A«i¥s  •  •  •  «*nx  +  Ct  £*t«i«f  «8  •  •  •  «m* + Cm+ii  e*m+n  «i«t«s  ■  •  •  «»*) 
d  a,  d  or2  d  a , . . .  d  am , 
in  welchem  XlXtXB...Xm^n  die  m+n  Wurzeln  der  Gleichung 

37)  lm+»=l 

sind,  und  C,  C,  C, . . .  Cm+n  Constanten  bedeuten ,  zwischen  denen  folgende 
m  Bedingungsgleichungen  stattfinden : 

Cilui+C%l*  + +  Cn+m%+m=HlA 

M?+'+W+ +fti+.^=m4i 

wo  p,,  fit, fis . . . (jim  bestimmte,  von  n  allein  abhängige  Grössen  sind. 
Differenzirt  man  die  Gleichung  1),  so  erhält  man : 

39)   f^=^^+^+2^^+3^^^--+(w-o^^,n--2> 

und  dieser  Gleichung  genügt  offenbar  auch  der  in  36)  stehende  Werth  von 
y,  nur  finden  zwischen  den  m  +  n  Constanten  CuCt%C%  ...Cm + „  folgende 
m  —  1  Bedingungsgleichungen  statt : 

cix*+1+ctk»+*  + +cu+mizg=ihJt 

40)  W+W+ +  Cu+mll\\=ß,4 

^,ir+B"lft^+'"1+--.-+«i+-^;-,=*Ni^. 
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da  die  erste  der  in  38)  stehenden  Gleichungen  etwas  ausdrückt,  was  von 
selbst  verständlich  ist,  nämlich,  dass die  Summe  C,  X*  +  CtX*+... +  &,+«!£ _i_n 
der  willkührlichen  Grösse  pt  At  gleich  ist. 

Differenzirt  man  die  Gleichung  39),  so  erhält : 

0n+*y     d2(xmv) 

41)  ^="^  +  1^3  +  2.3^o:  +  3.4^a:'  +  ... 

+  (m— 2)  (m— 1)  Am  xm~\ 
und  dieser  Gleichung  genügt  wieder  das  in  36)  stehende  y ,  nur  finden  zwi- 
schen den  in  y  vorkommenden  m-\-n  Constanten  CvCt)Cs...Cm+a  folgende 
m  —  2  Bedingangsgleichungen  statt: 

41"t+*+<;i:+,+ +  Cm  +  .ll%\  =  frJt 

42)  W+C,*:+»+ +Cm+.lZX\=Ft4 

c,ir+*~,+«»A?*—l+— +«?-+» Wl==^4- 

etc.     Es  ist  demnach  sehr  leicht,  nicht  nur  die  Gleichung 

zu  integriren,  sondern  auch  folgende  andern : 

3       dn+1y_d(xmy)      dn+2  y  _d*(xmy)  m  d*+»y__0"(a;my) 

'      8a«+i""    gx       '  3a-«+2""     dx~  '  0 i^+i ~~ "dar1""' 


Setzt  man  in  die  Differentialgleichung : 

1)  ^==xmy  +  Ai  +  A2x+AiX*+...  +  Amx'»+i 

statt  y  eine  neue  Variable  z,  mittelst  der  Substitution : 

44)  •  y=a;ft-1z, 

so  erhält  man: 

und  wird  diese  Gleichung   beiderseits   mit  ( — l)nxn+l  multiplicirt ,   so  er- 
hält man : 

46)  (~l)»a:«+1  ^f^^  ==(— l)"tt"»+*'z+(— l)«(4«"+i+4a*+* 

+^3a;»+8+...  +  ^ma^+»). 
Setzt  man  hierein 

47,  „J. 

und  beachtet  zugleich   folgende    durch  Induction   leicht    zu  beweisende 
Formel: 

so  erhält  man : 
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und  diese  Gleichung  giebt,  von  Brüchen  befreiet: 

50)^+*«^=(-i)**+(-i)^ 

Es  lassen  sich  demnach  nicht  nur  Gleichungen  der  Form   1) ,  sondern 
auch  Gleichungen  der  Form  50)  stets  vollständig  integriren. 


Ich  komme  nun  zu  Gleichungen  folgender  Form: 

5J)  ^Pi==y+Jt+Atx+A3x*+...+Arx'-\ 

cxw 

welche,  falls  m^n  ist,  leicht  zu  integriren  sind,  wenn  nur  das  Integrale  der 
Gleichung 

52)     .  ^£W> 

bekannt  ist.     Ich  behaupte  nämlich ,   dass  das  Integrale  der  Gleichung  51) 
folgende  Gestalt  habe : 

53)  y*=<p(x)  +  Ci+Ctx+C9x*+...  +  Crx'-K 

Substituirt  man  dieses  y  in  die  Gleichung  51) ,   so  erhält  man,   gleich  die 
Gleichung  52)  berücksichtigend : 

54)  xm^{Ci  +  Ctx+Obxt  +  ...^Crx^)^(Al  +  C1)  +  (At  +  Ct)x' 

+  (At  +  Ci)x*+...  +  (dr  +  Cr)xr-1, 
was  durch  gehörige  Wahl  von  Ct  Ct  Ct . . .  Cr  leicht  zu  identificiren  ist. 
So  ist  z.  B.  das  Integrale  der  Gleichung 

folgendes : 

yz=p(x)  —  At  — 6^4  —  (At  +  2iA5)x  —  A3x*— A4x*  — AAx\ 
unter  g>(x)  das  vollständige  Integrale  der  Gleichung 


verstanden. 


XU    Zur  Bestimmung  des  KrUmmungshalbmeaaen  räumlicher  Curven. 

Der  betreffende  Abschnitt  in  Schlömilch's  Compendium  der  höhern 
Analysis  (2.  Aufl.)  gab  mir  die  Anregung  zu  der  folgenden  Entwickelung.  — 
Durch  2  nächst  auf  einander  folgenden  Tangenten  einer  räumlichen  Curve 
ist  eine  Ebene  bestimmt,  die  Krümmungsebene  (Osculationsebene). 
Die  Tangente  im  Punkte  x}  y,  z  hat  die  Gleichungen: 

u — x v — y w — z 

dx  dy  dz  ' 

wenn  u,  v9  w  die  laufenden  Coordinaten  vorstellen.     Die  Gleichung  einer 
Ebene,  welche  diesen  Punkt  enthält,  ist:  * 

J(u— x)  +  B(v— y)  +  C(w— z)-=Q. 
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Die  Bedingung,  dass  jene  Tangente  in  dieser  Ebene  liegen  soll,  giebt  die 
Gleichung: 

1)  Adx+Bdy  +  Cdz  =  0. 

Wenn  nun  auch  die  Tangente  im  Punkte  xt)  yx,  zt  in  jener  Ebene  liegt,  so 
hat  man: 

2)  Adxt  +  Bdyt  +  Cdz{  =0. 

Setzt  man  xt  =#  +  ^#>  Vi  =y  +  dyy  *i  =  *  +  ^*>  so  kann  man  die  Glei- 
chungen 1)  und  2)  in  der  allgemeinen  Form  <p{xyyyz)  und  q>(x-{~JXiy  +  Jy, 
z-\- 4z)  darstellen;  und  es  ergiebt  sich  nun,  dass  <p(x-\-dx}y-t-dy,z-)-dz) 
—  4<p\x,y,z).     (Vergl.  Schlömilch  a.  a.  0.  §.  26,  I.) 

Statt  der  Gleichung  2)  erhält  man  hiernach ,   wenn  man   zur  Grenze 
übergeht,  um  die  einander  zunächst  liegenden  Tangenten  zu  erhalten, 
d{Adx  +  Bdy+Cdz)—^ 
d.  h.  Ad*x  +  Bdty+Cdtz=0. 

dzdPx — dxd*z 


3) 


■"''.uH* 


C        dxdiy—dyd*x' 


x        in,,  A       dytfz 

Aus  1J  und  3)  erhält  man:  —  =s-      „         ,     „    . 
'  C        dxd*y—dyd*x 

und  somit  als  Gleichung  der  Krümmungsebene: 

4)  (w— x)(dydPz  —  dz<Py)+(v— y)(dz<Px  — dxcPz) 

+  (w—z)(dx(Py — dy<Px)  —  0. 
Der  Durchschnittspunkt  zweier  nächst  auf  einander  folgenden  Norma- 
len in  dieser  Ebene  ist  der  Krümmungsmittelpunkt.  Diese  Normalen  sind 
die  Durchsnittsliuien  zweier  nächst  auf  einander  folgenden  Normalebenen 
mit  der  Krümmungsebene.  Die  Normalebene  im  Funkt  x}  t/,  z  hat  die 
Gleichung :  (u  —  x)  dx  +  (y — y)  dy  +  (tp  — z)  dz  =  0> 

und  im  Punkte  xvyl9zl:  (u—xl)dxl  +  {v—yl)dyl  +  (rv--zl)dzl==Q. 
Setzt  man  nun    wieder  xl=x  +  Jx  u;  s.  f.  und  geht  zur  Grenze  über,  so 
erhält  man  durch  eine  ähnliche  Betrachtung,  wie  oben,  als  Gleichung  der 
dem  Punkt  xyyyz  nächsten  Normalebene: 

(u  —  x)<Px+(v—  y)d*y  +  (n>  —  z)(Pz  =  ds\ 
Bezeichnet  man  die  Coefficienten  der  Gleichung  4)  durch  X,  F,Z,  so  ergiebt 
sich  der  Krümmungsmittelpunkt  für  den  Punkt  a?,y,z  als  Durchschnittspunkt 
der  3  Ebenen :. 

(u — x)dx+(v  —  y)dy+(n>  —  z)dz  =  0, 
(w  — x)d*x  +  (v— y)<Py  +  (rv  —  z)d*z=ds?, 
(u—x)  X  +  (v—y)  Y  +  (n>— z)  Z  =  0, 
und  man  erhält,  indem  man 

dx,  dy,  dz 
<Px,<Py,<Pz    —D 
X,  Y,  Z 


setzt : 

(u— x)D  =  d? 

Nun  ist 


dy,dz 


(v—y)D=ds* 


\dx,dz 
I   X,Z 


,  (w-z)D=ds* 


dxydy\ 
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5) 


und 


Q*=(u-xy+(v-yy+(n 


dy,  dz 


dxydz 
X,Z 


dx, 


lxtdy'P\ 
X,Y  \\ 


I  dx*+dy*+dz*,  dxtflx  +  dydty  +  dzdizJXdx+Ydy  +  Zdz 
/)*  =   dxtfx + dyd*y  +  dztfz,  (<ft  )f  +  (<fy)*  +  ( A)f ,  X<Px  +  Yd'y+Zd'z 

\xdx+  Ydy  +  Zdz,    X<Px  +  Y*y  +  Z&z,     Jp+F  +  Z* 
In    dieser  Determinante  ist   nun:  dx2  -f-  dy*  +  dzx  =  rfs8,  dxdPx  +  dyd*y 
+dzd*z  =  dsd's}  Xdx+Ydij+Zdz=Q,  Xd*x+  Ytfy  +  Ztfz  —  O,  also 

o,  o,  x*+r*+z> 

=  (x*+  Yt+z*)d?  [(dixy+(<pyy+(dizy—(dts)t]. 

ds* 
Der  Coefficient  von  —  in  der  Gleichung  5)  wird:  . 


dtf+dz\Ydy+Zdz 
Ydy+Zdz,  Y*+Z> 


\dx*+dz*,Xdx  +  Zdz 


Demnach : 


Xdx+Zdz,  X*+Z> 
dx2 + dy' + dz*,  Xdx  +  Ydy  +  Zdz 
Xdx+Ydy+Zdz,    X*+Y*  +  Z* 


\dx*+dy\Xdx  +  Ydy 
^{Xdx+Ydy,  X*+Y* 
ds\  0  I  _ 


t=f 


dsA 


(**)«+ (dty)f+ (ftF—ift)» 


und:  p  =  - 


ds* 


Dr.  Bammert. 


XTTT.    Heber  InflexionscnrveiL 

Die  Inflexionsdeterminante  einer  Curve  stellt ,  wenn  man  sie  mit  Null 
identificirt,  diejenige  Linie  vor,  auf  welcher  die  Wendepunkte  jener  Cur- 
ven  liegen.  Wir  wollen  diese  Linie  Inflexionscurve  heissen.  Wenn 
es  nun  auch  nicht  immer  praktisch  ist,  die  Wendepunkte  einer  Curve  als 
Durchschnittspunkte  mit  der  Inflexionscurve  zu  bestimmen,  so  wird  es 
doch  nicht  ohne  Interesse  sein,  an  einigen  Beispielen  das  Verhalten  der 
Inflexionscurve  zu  der  ursprünglichen  Curve  zu  untersuchen. 

Für  die  Curve  x* — Zaxi  +  cty  =  01 

oder  in  homogener  Form:    x* — 3ax*z  +  c*yz*  =  0 
wird  die  Inflexionsdeterminante: 

6(.r  —  a:),     0,     —  öax 
0,  0,  Ac'z 

—  6a  x,     l&z,       4c*  y 
Setzt  man  nun  wieder  2  =  1,  so  bekommt  man  als  Gleichung  der  Inflexions- 
curve: (x  —  «)8c4  =  0, 
also  eine  gerade  Linie,  parallel   der  Ordinatenaxe,  welche   die  gegebene 
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Curve  nur  in  Einem  Punkte  schneidet ,   nämlich  in   dem  Punkte  x  =  0, 
2a8 

Für  die  Curve 

x*  +  (Zx —  a)tf  —  a  x2=^=0% 
oder  x* —  ax*z  +  Zxy* — ay2z  =  0 

erhält  man  die  Inflexionsdeterminante : 

6a? — 2az,         6y,         — 2ax 
6y,  Gx  +  2az,      lay 

—  2axy         2a  y,  0 

und  daher  für  die  Inflexionscurve ,  wenn  man  2  =  1  setzt,  die  Gleichung: 

32T8  +  a  x*  +  9d?y2 —  ay*=0. 
Diese  Curve  geht,  wie  die  gegebene,  durch  den  Ursprung,  und  wird,  wie 
sie,  durch  die  Abscisaenaxe  in  2  congruente  Hälften  getheilt.  Der  Ur- 
sprung ist  auch  für  die  Inflexionscurve  ein  Doppelpunkt,  und  sie  hat  hier 
mit  der  gegebenen  Curve  gemeinschaftliche  Tangenten,  deren  eine  mit  der 
Abscissenaxe  einen  Winkel  von  45°  bildet,  während  die  andere  auf  ihr 
senkreeht  steht.  Die  Inflexionskurve  ist  auf  der  negativen  Seite  der  Ab- 
scissenaxe geschlossen,  und  schneidet  diese  Axe  für  ar  =  —  £a;  auf  der 
positiven  Seite  hat  sie  zwei  unendliche  Aeste,  welche  im  Punkte  x~±a 
eine  gemeinschaftliche  Asymptote  haben..  Die  Inflexionscurve  trifft  also 
mit  der  gegebenen  sonst  nirgends  als  im  Ursprung  zusammen.  Der  auf- 
wärts gehende  Ast  der  Inflexionscurve  berührt  in  diesem  Punkt  den  ab- 
wärts gehenden  der  gegebenen  Curve  und  umgekehrt.  Die  gegebene 
Curve  hat  also  auf  jedem  Ast  zwei  zusammenfallende  Wendepunkte,  so 
dass  demnach  keine  Inflexion  stattfindet.  — 
Es  sei  die  Curve 

.r4— a2a?2  +  a3y=:0 
in  Bezug  auf  die  Wendepunkte  zu  untersuchen.     In  homogener  Form  wird 
ihre  Gleichung:  a>4— atxtzt+a*yz*='0} 

und  ihre  Inflexionsdeterminante  ist: 

lfcr2  —  2a2*2,    0,  —  4a9  xz 

0,  0,  3a8  z* 

—  4a2arz,    3ä8z2,  —  2axz+6a*yz 

Setzt  man  2  =  1,  und  identificirt  die  Determinante  mit  Null,  so  hat  man  die 

Gleichung :  3a2  (6.r2 — a2)  =  0, 

welche  zwei  gerade  Linien,   parallel  zur   Abscissenaxe,  vorstellt.     Die 

Durchschnittspunkte   dieser  Geraden    mit  der  Curve    sind:  *=+ —-und 

5 

9      36 

Für  die  Lemniscate : 
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erhält  man  als  Inflexionscurve : 

if+Zx1  —  a2,        2xy,  —2a*x 

2xy,        3yl+a:2  +  a«,       2a2y        =0. 
—  2a2x,  2a*yJ        a2(y2— a*) 

Durch  Entwicklung  erhält  man: 

(y,-^){(y,+iF2)a+ö4}-2«,(^+ö^V+y4)=o. 

Für  y  =  0  erhält  man  <r2(a?4+2a2 a;2+a4)=0. 

Die  Abscissenaxe  schneidet  die  Kurve  in  6  Punkten;  2  derselben  fallen  im 

Ursprung  zusammen,  die  4  übrigen  sind  imaginär.  —  Für  a?=0  hat  man 

.  y2(y4-2ay+a4)==0. 
Aach  die  Ordinatenaxe  schneidet  die  Curve  in  6  Punkten;  2  derselben 
fallen  in  den  Ursprung;  die  andern  sind  gegeben  durch  y=  +  a. —  Zwei 
Zweige  der  Curve  schneiden  sich  im  Ursprünge;  sie  geben  die  Wende- 
punkte der  Lemniscate  daselbst.  —  Für  die  weitere  Untersuchung  setzen 
wir  x=qcos<p,  und  y  =  osinq>;  alsdann  erhält  man: 

(sin  <p2 — cos  q>*)  (q*  +  ö4)  —  2a2  q  Qsin  <p4 + 6  sin  g>2  cos  q>*  +  cos  <p4)  =  0. 
Mit  Rücksicht  darauf,  dass 

sin  <p4 + 6  sin  <p2  cos  <p2  -f-  cos  q>*  =  {sin  qp2  -f-  cos  qp2)2  +  4  sin  qp2  cos  qp2, 
erhalten  wir  die  Gleiqhung : 

*  ^  cos2g>  *  ^  ' 

also:  ,=  _«'P  +^V)  +at7/(j±l^_i; 

cos  2(p         —     f  cos2gr 

Die  Wurzel  in  diesem  Ausdruck  ist  reell;  wir  dürfen,  um  reelle  Werthe  für 
£  zu  erhalten,  nur  das  obere  Zeichen  nehmen ;  also : 

*    —  r  cos2<p  y      cos2(p*       l- 

o      ,  ..,,.,.      at(l  +  sin2q>t)  .  ,      , 

So  lange  nun  cos  2<p  positiv  bleibt,  ist negativ,     und     da 

cos2q>  ° 

a2  (i  +  sin2cpf)  ^    tt/\l+s~in2^y  .    ,  ,  ,.    __ 

v    -  -— — —  >a*J/   - — t^ 1)  sind  dann  die  Wurzeln  imaginär. 

cos2q>  V  cos2q>*  ° 

Wir  erhalten  also  von  2qp  =  0  bis  2<p  =  —  d.  h.  von  qp  =  0  bis  qp=  —  keine 
reellen  Punkte  der  Kurve.     Für  93  =  —  wird  ^  =  +  ~- ,  schneidet  also  die 

Kurve  im  Unendlichen.      Für  gp=—  wird  ^  =  j- a,  und  für  qp=— »   ist    q 

wieder  unendlich.     Die  beiden  Radienvectoren,    welche  die  Kurve  im  Un- 
endlichen schneiden ,  stehen  auf  einander  senkrecht.     Dass  die  Kurve  von 

<p  =  —  bis  g>  i=  —  fällt,  von  da  bis  g>  "==  —  n  wieder  steigt,  wird  bestätigt  durch 

4  JL  TT 

das  Zeichen  von  — . 
/      d<p 
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Es  ist  nämlich 

,     /  4sin2(pcos2<p*(\ +sin2<fr)  +  2sin2<p{l+sin2q>*')t 

<*<P        Q     )  .  cos2<p']/  ±— ?- ^ 1 

(  ^  V  cos2(pl 

4  sin  2q>  cos2q>*  +  2  sin  2q>  (l  +  sin  2q>2) 

cos2q>* 

Nehmen  wir  den  Zweig   auf  der  positiven  Seite  der  Ordinatenaxe,   also  q 

positiv,  so  hängt  das  Zeichen  von  —vom  Ausdruck  in  der  Klammer  ab.  Von 
g>  =  —  bis  qp  =  — -  ist  cos2q>  negativ,  während  sin2q>  positiv  ist.  Jener  Aus- 
druck ist  hiernach  negativ,  also  fällt  die  Curve  von  g>=—  bis  q>=— .  Für 
qp  =  —  wird  —^=0,  woraus   sich   ergiebt,   dass  die  Tangente   im  Punkte 

(0,  +  a)  der  Abscissenaxe  parallel  geht.     Wenn  <p  >—  wird,  so  wird  auch 

sin2q>  negativ,  und  man  sieht,  dass  dann  jener  Ausdruck  in  der  Klammer 
positiv  wird ;  die  Curve  also  von  hier  an  wieder  steigt.  — 

Für  diejenigen  Punkte  unserer  Curve,  welche  auf  dem    Radiusvector 

it  • 

mit  dem  Richtungswinkel  9?  =  —  liegen,  muss  x~y,  also  in  der  ursprüng- 
lichen Gleichung  y* — a?*=0  sein.  —  Die  Inflexionskurve  der  Lemniscate 
wird  demnach  durch  eine  gleichseitige  Hyperbel  mit  ihren  Asymptoten  dar- 
gestellt; letztere  geben  die  Wendepunkte.  Dass  die  Lemniscate  von  jenen 
Asymptoten  nur  im  Ursprung  getroffen  wird,  ergiebt  sich  leicht  aus  ihrer 
Gleichung,  Q=±aj/2cos2(p} 

n  it 

woraus  erhellt,  dass  sie  zwischen  g>= und  ?>=H —  liegt.  — 

4  4 

Ehingen.  Dr.  Bammert. 


VIII. 

Ueber  Functionen  complezer  Grössen. 

Von  Dr.  G.  Roch, 

Do cent  an  der  Universität  zu  Halle. 
(Schluss  zu  No.  VII,   Jahrg.  8,   S.  183.) 


§.13. 

Die  Betrachtungen  von  §.  5 — 12  sind  im  Wesentlichen  unter  Voraus- 
setzung eindeutiger  Functionen  angestellt  worden ,  oder  wenigstens  sind 
mehrdeutige  Functionen  nun  innerhalb  solcher  Gebiete  der  unabhängig 
Veränderlichen  z  betrachtet  worden ,  innerhalb  deren  sie  sich  wie  eindeu- 
tige  verhielten.  Mehrdeutige  Functionen  können  nur  im  Wesentlichen  auf 
zwei  verschiedene  Arten  ähnlichen  Betrachtungen  zugänglich  gemacht 
werden. 

Einmal  kann  man  die  symmetrischen  Functionen  der  Werthe  bilden, 
welche  die  Function  annimmt;  ein  wichtiges  Beispiel  für  diese  Methode 
werden  wir  in  der  Entwicklung  des  Abel'schen  Additionstheorems  kennen 
lernen.  Ein  ganz  ähnliches  Princip  bringt  Riemann  in  Anwendung  bei 
seiner  Untersuchung  Über  die  hypergeometrische  Reihe. 

Eine  zweite ,  ungleich  interessantere  Methode ,  die  allerdings  nur  auf 
algebraische  und  aus  ihnen  hergeleitete  Functionen  anwendbar  scheint,  be- 
steht darin,  mehrdeutige  Functionen  von  z=x  +  yi  als  abhängig  zu  be- 
trachten von  dem  Punkte  nicht  einer  Ebene,  sondern  einer  complicirter 
gestalteten  Fläche. 

Dies  Verfahren  soll  zunächst  durch  einige  Beispiele  erläutert  werden. 

Z  — —  CL 

Eine  rationale  Function,  also  etwa  «>— .  hat  in  jedem  Punkte  der 

z  —  b  * 

z  Ebene ,  oder  der  sie  ersetzenden  geschlossenen  Fläche  (siehe  §.  6)  einen 
Werth.  

Eine  Function,  wie  w=J/  hingegen  hat  für  jedes  z  zwei  gleich- 

Zeltschrifl  f.  Mathematik  tu  Phyuik.  X,  3.  12 
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grosse,   Entgegengesetzte  Werthe;  für  2=1   sind  dieselben  gleich  gross, 
nämlich  0;  auch  für  2  = — 1  können  wir  sie  als  gleich  gross,  nämlich  od 


rv      f    1  —  z 


ansehen ;  auch  brauchen  wir  ja  nur  —  =  1/  - zu    betrachten ,    welches 

1  *  rv      r     1  —  z 

eine  ganz  ähnliche  Function  wie  rv  ist,  um  einzusehen,  dass  der  Punkt  — 1 
für  rv  dieselbe  Rolle  spielt,  wie  +  1;  diese  beiden  Punkte  nennen  wir  die 
Verzweigungspunkte  von  rv  (siehe  §.  4);  schreiben  wir 


w  =  -7=/l—  i 


so  ist  }/l  +  z  in  der  Nähe  von  2  =  1  eindeutig;  in  der  That  können  wir 
j/T+z==j/2  —  (1 — z)  schreiben  und  für  kleine  1 — z  nach  Potenzen  von 
(1 — z)  entwickeln.  yV—z  aber  ist  in  der  Nähe  von  2=1  nicht  eindeutig, 
sondern  wird  sich  so  verhalten,  wie  j/z  für  2=0;  im  §.  4  sahen  wir,  dass 
j/z,  um  2=0  stetig  fortgesetzt,  in  den  Werth  -r-f/z  übergeht;  also  wird 
überhaupt  w,  um  2=1  herum  stetig  fortgesetzt,  seinen  zweiten  möglichen 
Werth  erlangen,  sobald  z  wieder  den  Anfangswerth  erhält.  Aehnlich  bei 
z=  — 1. 

Denken  wir  uns  jetzt  zwei  übereinander  liegende  ebene  Blätter  (Taf.  III, 
Fig.  1),  dieselben  längs  einer  von  —  1  bis  +  l  gehenden  Linie  zerschnitten 
und  die  oberen  und  unteren  Ränder  übers  Kreuz  mit  einander  verklebt; 
so  kann  rv  als  eindeutige  Function  des  Ortes  in  dieser  Fläche  betrachtet 
werden.  Eine  Linie,  die  von  A  im  oberen  Blatte  ausgeht,  führt  in  der  Fi- 
gur nicht  nach  A  zurück,  sondern  nach  Ax  im  unteren  Blatt,  entsprechend 
dem,  dass  rv  nicht  denselben  Werth  erlangt,  wenn  z  (in  At)  denselben 
Werth  hat,  wie  Anfangs  in  A\  erst  nach  einem  zweiten  Umgange  führt  die 
Linie  wieder  nach  A  und  nach  einem  zweiten  Umgange  wird  auch  rv  wieder 
den  Anfangswerth  erlangt  haben.  Ebenso  bei  Umgängen  um  2= — 1.  Jede 
andere,  nicht  um  diese  Punkte  gehende  Linie  C  führt  in  den  Anfangspunkt 
B  schon  nach  einem  Umgange  zurück. 

Auch  eine  Linie,  die  um  beide  Verzweigungspunkte  herum  geht,  welche 
also,  als  Begrenzung  des  aussen  liegenden  Theiles  eines  Blattes  gedacht, 
ebenfalls  gar  keinen  solchen  Punkt  in  sich  enthält,  führt  zu  demselben  An- 
fangspunkte zurück  und  rv  wird ,  auf  solcher  Linie  stetig  fortgesetzt,  schon 
nach  einem  Umgange  wieder  denselben  Werth  erlangen.  In  der  That  kann 
man  einen  solchen  Umgang  von  C  (Taf.  III,  Fig.  2)  in  einen  über  />,  E 
nach  C  und  dann  von  C  über  E  und  F  nach  C  zurück  zerlegen;  der  erste 
Umgang  (um  — 1)  führt  rv  in  — w,  der  zweite  wieder  in  +w  über. 

Von  der  so  erhaltenen  Fläche  sagen  wir ,  sie  stellt  die  Verzweigungs- 
art vonjr  — —  dar,  und  bezeichnen  sie  der  Kürze  wegen  mit  J. 
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Für  die  Function  y ' z  würden  2  =  0  und  2  =  00  die  Verzweigungs- 
punkte sein. 

Eine  complieirtere  Function  wäre 

tv  =  yz.\—  z.  1  — Ar**; 
die  Fläche  T  würde  hier  4  Verzweigungspunkte  haben,  nämlich  0, 1,  —  und 

00  ;  sie  würde  aus  2  Blättern  bestehen,  die  man  etwa,  wie  Taf.  III,  Fig  3 
zeigt,  zusammenhängend  denken  kann.  Wir  sehen,  dass  die  Verzwei- 
gung eintreten  kann ,  sobald  zwei  Werthe  von  w  einander  gleich  werden. 
Dürfen  wir  die  im  Anfang  §.  4  gemachte  Voraussetzung  festhalten ,  dass 
die  Function  einen  Differentialquotienten  hat ,  so  wird  auch  nur  dann  Ver- 
zweigung eintreten  können ,  wenn  2  Werthe  von  tv  gleich  sind.  Indess 
braucht  dies  nicht  immer  zu  sein.  Ist  z.  B.  &==!,  so  wird  im  letzten  Bei- 
spiele w=]/z.(l — z)  und  für  z=l  sind  die  beiden  Werthe  von  tv  gleich, 
ohne  dass  Verzweigung  stattfindet.  Offenbar  sind  hier  zwei  Verzweigungs- 
punkte   fz  =  l,    z—  —  J    sich  aufhebend   zusammengefallen;    dies  wird 

stets  der  Fall  sein,  wenn  sich  zwei  Verzweigungspunkte  zwischen  denselben 
beiden  Blättern  einer  Fläche  vereinigen. 

Setzt  sich  aber  in  z=a  das  Blatt  1  in  2,  in  b  das  Blatt  2  in  3  fort, Min d 
es  fallen  nun  a  und  b  auf  einander,  so  erhält  man  einen  Punkt,  in  welchem 
sich  1,  2,  3  in  einander  fortsetzen,  so  dass  man  aus  1  nach  einander  nach 
2,  3  und  1  zurück  gelangt.  Ebenso  können  mehr  Verzweigungspunkte  zu- 
sammenfallen und  man  erkennt,  dass  ein  solcher,  in  welchem  n Blätter  sich 
ineinander  fortsetzen,  als  Produkt  des  Zusammenfallens  von  n — 1  einfachen 
Verzweigungspunkten  resp.  zwischen  den  Blättern  1,2;  2,3...;  n — l,n 
betrachtet  werden  kann. 

Bleiben  wir  beim  Beispiel  der  Punkte  ay  b  stehen.  —  Der  erste 
Umgang  von  A  nach  A  zurück  führt  aus  1  nach  2,  der  zweite  aus  2  nach  3 
und  der  dritte  aus  3  nach  1,  da  man  jede  solche  Curve  in  die  zwei,  in  der 
Taf.  III,  Fig.  4  angedeuteten  zerlegen  kann.*) 

§.14. 
Modification  einiger  früheren  Sätze. 

Vermöge  dieser  Flächen  kann  man  einige  der  früheren  Sätze  sofort 
allgemein  ausdrücken  und  das  Naturgemässe  dieser  Betrachtungsweise 
erkennen. 

In  einem  Verzweigungspunkte  z=a,  in  welchem  zwei  Blätter  in  ein- 
ander übergehen,  ist  tv  nicht  eindeutig  von  z  —  a  abhängig,  da,  wenn  z—a 


*)  Aus  dem  Entwickelten  folgt:  wenn  zwei  der  Werthe  von  n  gleich  gross  wer- 
den ,  so  kann  Verzweigung  eintreten.  Indess  ist  es  auch  möglich ,  dass  trotzdem  w 
eindeutig  bleibt. 

12» 
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denselben  Werth  wieder  erlangt ,  rv  einen  andern  Werth  erhält.  Dagegen 
wird  j/z—a  erst  nach  zwei  Umläufen  um  z=a  den  ursprunglichen  Werth 
erlangen,  also  w  eindeutige  Function  sein  von  j/z  —  a.  Nimmt  man  also 
z=a  als  Ausgangspunkt,  so  wird  man  tv>  falls  a  nicht  oo  ist,  als  eindeutige, 
stetige,  endliche  Funtion  von  j/z  —  a  nach  Potenzen  von  (z — a)i  ent- 
wickeln kommen. 

Eine  bemerkenswerte  Allgemeinheit   erlangt  das  Theorem  über  das 
Verschwinden  von  Integralen,  welche  Über  geschlossene  Curven  ausgedehnt 

y»    dz  

.  :  die  Function  l/l  —  z*  ist  in  —  1 

yr^-z*'  Y 

und  + 1  verzweigt.  Daher  wird  (siehe  §.  5)  das  über  eine  geschlossen 
um  — 1  und  +1  verlaufende  Curve  ausgedehnte  Integral  von  Null  ver- 
schieden sein  können;  in  der  That  ist  es  (je  nach  der  Umlaufsrichtung) 
+  2tf.     Eine  solche  Curve  aber  bildet  nicht  die  Begrenzung  eines  Theiles 

y*    dz 
m  endlich 

j/l-z* 

bliebe.  Denn  vermöge  des  Zusammenhanges  der  beiden  Blätter  von  T  längs 

—  1  bis  +1  hängt   an   dem  inneren  (endlichen)  Theile  des  oberen  Blattes, 

welcher  in  Fig.  2  von  dieser  Curve   begrenzt   ist,    das   ganze   unendliche 

'  Pdz 

untere    Blatt    und    für    2+00   wird    das    Integral    mit   i  j  —  identisch, 

also  logarithroisch  unendlich.  Man  erkennt  in  der  That,  dass  die  Bedin- 
gung, welche  Ende  des  §.  8  für  das  Verschwinden  von  ff{z)  dz  gegeben 
worden  ist  (durch  Betrachtung  von  fdlgu)  von  der  Ein-  oder  Mehrdeutig- 
keit von  fz  unabhängig  ist.  Es  ist  gar  nicht  nöthig,  das  unbestimmte  Inte- 
gral u  in  finiter  Form  zu  haben,  sondern  es  genügt,  wie  dies  Beispiel  zeigt, 
die  Betrachtung  der  Potenzen  von  z  in  der  Entwicklung  von  /*(»),  um  über 
die  Endlichkeit  des  Integrales  u  zu  entscheiden. 

Aber,  das  Integral  Jfzdz  kann  auch  noch  aus  anderen  Gründen*  von 

/>  dz 

Yz.\—z.\—Pz 
Dasselbe  bleibt  für  jeden  Werth  von  z  endlich ,  dennoch  ist  das ,   in  Fig.  3 
über  (a)  ausgedehnte  Integral  von  Null  verschieden,  in  der  Bezeichnung  der 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  gleich  ±4K. 

Dies  erklärt  sich  durch  die  Betrachtungen  des  §.  5  von  selbst.  Die 
den  x  oder  «/Richtungen  parallelen  oder  überhaupt  irgend  welche  im  Innern 
von  £  gezogenen  Linien  verbleiben  auch  hier  nicht  im  anfänglichen  (oberen) 
Blatte.  So  führt  z.  B.  (6)  von  der  inneren  Seite  von  (a)  durch  das  untere 
Blatt  wieder  zu  dem  gegenüberliegenden  Punkte  der  äusseren  Seite  von 
(a)  und  die  Entwicklung  des  §.  5  würde  hier  nur  aussagen ,  dass  das  längs 
der  inneren  Seite  genommene  Integral  ebenso  gross  ist,  wie  das  längs  der 
äusseren  Seite  genommene.     Hier  bildet  die  Linie  (a)  überhaupt  nicht  die 
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Begrenzung  eines  Theiles  von  T,  schneidet  gar  kein,  weder  endliches  noch 
unendliches  Stück  von  T  aus. 

Die  Betrachtung  solcher  Cnrven  werden  wir  sofort  weiter  führen ;  wir 
sehen,  wie  das  Theorem  über  die  bestimmten  Integrale  jetzt  folgende  Fas- 
sung annimmt: 

Ein  Integral  ist,    über    eine    geschlossene  Curve 

ausgedehnt,  Null,    wenn  diese  Curve  für   sich  allein 

genommen  die  ganze  Begrenzung    eines    Theiles    der 

Fläche  T  bildet,  innerhalb  dessen   die  unbestimmte 

Integralfunction  endlich  bleibt. 

Das   letzte  Criterium  kann  man  durch   einfache  Betrachtungen  ersetzen 

über  die  Ordnung  des   unendlichen  Werdens    der  integrirten    Function. 

Ist  h  eine  überall  endliche  Function,  so  wird,  wenn  Jfydz  —  0,    in   Folge 

unseres  Satzes  auch  fh.f(z)dz=*0  sein  müssen. 

Unsere  Folgerung  aus  dem  Taylor'schen  Theorem,  dass  überall  end- 
liche Functionen  constant  sind,  wird  hier  nicht  Statt  haben,  da  wegen  des 
Vorhandenseins  der  Verzweigungspunkte  die  Taylor'sche  Reihe  nicht  bis 
ins  Unendliche  convergirt,  selbst  wenn  die  zu  entwickelnde  Function  end- 
lich bleibt.  Die  nach  Potenzen  z.  B.  von  ]/z  —  a  fortschreitende  Reihe 
wird  nur  innerhalb  eines  um  den  Verzweigungspunkt  z=a  concentrischen 
Kreis  convergiren,  der  alle  übrigen  Verzweigungspunkte  ausschliesst. "  Die 
Bestimmung  mehrdeutiger  Functionen  durch  ihre  Eigenschaften  mnss  viel- 
mehr durch  Betrachtungen  analog  denen  des  §.  11  geschehen. 

<Pu        d*  u 
Hierbei  wird  zunächst  u  als  Integral  der  Gleichung    — ^  +  -r— ^  =  0 

und  dann  v  als  bestimmtes  Integral 

bestimmt.  Dies  letzte  Integral  kann  nach  dem  eben  Angegebenen,  über 
geschlossene  Curven  ausgedehnt,  von  Null  verschieden  sein,  oder  was  das- 
selbe ist,  für  dieselbe  obere  Grenze  verschiedene  Werthe  haben,  je  nach 
dem  Integrationswege,  und  zwar  wird  die  Möglichkeit  solcher  Verschieden- 
heiten von  der  Gestalt  der  Fläche  71,  durch  die  Möglichkeit  solcher  Curven 
wie  (ja)  in  Fig.  3,  bedingt  sein. 

Wenn  also  auch  rv=u  +  vi  endlich  bleibt,  so  hat  man  doch  die  Eindeu- 
tigkeit von  v  nicht  in  der  Gewalt,  wenigstens  so  lange  nicht,  als  Curven 
ezistiren,  welche  für  sich  allein  nicht  einen  Theil  der  Fläche  T  vollständig 
begrenzen.     Zur  Betrachtung  dieser  Curven  gehen  wir  nunmehr  über. 

§.  15. 

Mehrfach  zusammenhängende  Flächen  und  ihre  Zerlegung 

durch  Querschnitte. 

Die  Möglichkeit  von  Curven,   welche  für  sich   nicht  einen  Theil  der 

Fläche  vollständig  begrenzen,  ist  auch  bei  ebenen  Flächen  vorhanden.  Be- 
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trachtet  man  z.  B.  den  Verlauf  von  — ,  damit  die   Function  innerhalb   der 

Fläche  endlich  sei,  in  einer  um  z—0  gehenden  Ringfläche  (Taf.  III,  Fig.  4), 
so  wird  die  Curve  a  für  sich  nicht,  sondern  nur  mit  der  innern  oder  äussern 
Begrenzungslinie  zusammen  einen  Flächentheil  vollständig  begrenzen.  Das 
Wesen  solcher  Curven  liegt  darin ,  dass  eine  von  der  einen  oder  von  der 
andern  Seite  von  (a)  ausgehende  Linie  q  oder  q"  noch  zu  Begrenzungs- 
theilen  führt  (in  (a),  Fig.  3,  ist  dieser  andre  Begrenzungstheil  die  entgegen- 
gesetzte Seite  der  Linie  (a) ;  oder  auch  ein  aus  T  herausgestochener  Punkt, 
welcher  dann  als  die  Begrenzung  der  Fläche  angesehen  werden  kann. 

Zieht  man  in  Fig.  4  irgend  eine  andre  geschlossene  Curve,  so  bildet 
diese  entweder  für  sich  eine  vollständige  Begrenzung  (wenn  sie  nicht  um 
die  innere  Durchbrechung  der  Fläche  herum  geht),  oder  sicher  mit  a  zu- 
sammen. Wir  ziehen  eine  Curve  b  der  letzteren  Art,  Das  zwischen  a  und 
b  liegende  Stück  (a,  b)  liegt  entweder  auf  der  Seite  von  a,  von  der  q  aus- 
geht, oder  auf  der  Seite  von  q"  ;  da  aber  eines  der  q  (in  der  Fig.  5 :  q")  von 
a  nach  einer  ausserhalb  (ab)  liegenden  Begrenzung  von  T  geht,  so  muss 
dies  q  die  Linie  b  treffen ,  da  es  die  Linie  a  kein  zweites  Mal 
trifft.  Die  Linie  b  kann  a  vollständig  ersetzen;  a  bildet  mit  je- 
dem c  einen  Flächentheil  (<z,  c) ,  z.  B.  einen  Theil  (6,  a) ;  je  nach- 
dem dies  auf  derselben  oder  entgegengesetzten  Seite  von  a  liegt,  be- 
grenzt b  mit  c  einen  Flächentheil  (6,c)=(a,c)  +  (a,&).  Wir  zerschneiden 
nun  die  Fläche  T  längs  q"  und  q  ,  oder  längs  einer  beliebigen  von  einem 
Begrenzungspunkte  von  T  bis  zu  einem  andern  gehenden  Linie  q\  die  so 
zerschnittene  Fläche  nennen  wir  T';  die  Linien  a  und  b  verlaufen  nicht 
im  Innern  von  T',  sind  nicht  mehr  als  geschlossen  zu  betrachten.  Da  nach 
dem  Vorigen  q  jede  Linie  a  oder  b  trifft,  welche  für  sich  nicht  allein  die 
vollständige  Begrenzung  eines  Theiles  von  T  bildet,  so  giebt  es  keine  im 
Innern  von  T  laufende  geschlossene  Linie  mehr,  die  nicht  eine  vollstän- 
dige Begrenzung  eines  Theiles  von  T  wäre.  Durch  Ziehen  eines  Quer- 
schnittes q  ist  demnach  die  Möglichkeit  von  Curven  wie  a  oder  b  verschwun- 
den. Dieser  Querschnitt  zerlegt  T nicht  in  getrennte  Stücke;  wir  nennen 
T  deshalb  doppelt  zusammenhängend,  T  aber  einfach  zusammenhängend. 

Es  kann  nun  auch  gezjeigt  werden,  dass  jeder  solcher  Querschnitt  wie- 
derum denselben  Effect  haben  muss,  wie  q. 

Ziehen  wir  einen  beliebigen  Querschnitt  qy  der  die  Fläche  nicht  zer- 
stückt, so  muss  eine  Linie  innerhalb  der  Fläche  gezogen  werden  können, 
welche  von  der  einen  Seite  von  q  zu  der  entgegengesetzten  führt  und  im 
Innern  verläuft,  denn  sonst  hingen  die  Flächen  zu  beiden  Seiten  von  q 
nicht  zusammen.  Diese  Linie  würde  in  der  unzerlegten  Fläche  keine  voll- 
ständige Begrenzung  bilden ,  da  zu  beiden  Seiten  derselben  noch  Begren- 
zungstheile  liegen ,  eben  die  durch  den  Querschnitt  mit  einander  verknüpf- 
ten; wir  können  diese  Linie  als  Linie  a  benutzen  und  nun  die  vorigen  Ar- 
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gumente  anwenden,  um  zu  zeigen,  dass  in  der  zerschnittenen  Fläche  keine 
Linie  mehr  existirt,  wie  a  oder  b> 

Unsre  ursprüngliche  Fläche  hatte  die  Eigenschaft,  dass  eine  Curve  (a) 
existirte ,  welche  nicht  für  sich  allein ,  aber  mit  jeder  andern  geschlossenen 
Curve  einen  Theil  der  Fläche  vollständig  begrenzt.  Solche  Flächen  nen- 
nen wir  doppelt  zusammenhängend ;  sie  haben  die  Eigenschaft,  durch  jeden 
sie  nicht  zerstückelnden  Querschnitt  die  Möglichkeit  von  Gurven  wie  a  zu 
verlieren,  oder  einfach  zusammenhängend  zu  sein.  Da  in  solchen  jede  ge- 
schlossene Curve  eine  vollständige  Begrenzung  bildet,  so  muss  auch,  als 
Grenzfall  der  im  Innern  zu  ziehenden  Curven ,  die  Begrenzung  der  ganzen 
Fläche  7"  aus  einem  Stücke  bestehen,  wenn  T  selbst  nicht  aus  getrennten  lie- 
genden Stücken  besteht.  Ganz' Aehnliches  lässt  sich  für  complicirtere  Flä- 
chen entwickeln,  in  denen  mehrere,  n,  Curven  *  gezogen  werden  können,  so 
dass  sie  nicht  untereinander,  aber  mit  jeder  «+lten  geschlossenen  Curve  einen 
Theil  der  Fläche  begrenzen.  Solche  Flächen  hoissen  w+lfach  zusammen- 
hängend. 

Zunächst  kann  man  zeigen,  dass  diese  Anzahl  n  bei  andrer  Anordnung 
und  Lage  der  Curven  keine  grössere,  mithin  auch  keine  kleinere  sein  kann-, 
um  dies  zu  zeigen ,  ersetzen  wir  successiv  die  Curven  at . .  ah  durch  andre. 

Begrenzt  b  mit  allen  oder  einigen  der  «, . .  an  zusammen  einen  Theil 
der  Fläche  vollständig,  ebenso  c,  so  kann  b  stets  wenigstens  eines  der  a 
ersetzen.  Das  von  b  und  ax*.am  begrenzte  Flächen  stück  sei  durch  (6,  ax . .  am) 
bezeichnet;  man  hat  dann  analog  wie  bei  einem  «t  nur  jetzt  mehrere  mög- 
liche Fälle,  da  entweder  z.  B.  (fr,«i)  oder  (6,al9at) . .  .  oder  (b,ai...an)  ein 
Flächentheil  ist;  c  brauche  alle  at..aHy  um  einen  Flächentheil  vollständig 
zu  begrenzen.     Man  hat  dann  eine  Gleichung  von  einer  der  Formen : 

(Ml)  ±  (*!«!•  •«•)==  («>*•«•  ••«»). 
(6,  au  ot)  +  (c,  at . .  an) = (c,  6,  a% . .  an) 

(byai..an)±  (c, «t . . aj^fa b), 
da  entweder  in  der  Summe  oder  in  der  Differenz  der  (links  stehenden) 
Flächen  die  gemeinsamen  Begrenzungslinien  (resp.  at ,  oder  auat...  oder 
öj..an)  nicht  mehr  als  Begrenzungslinien  vorhanden  sind.  Auf  alle  Fälle 
kann  man  also  wenigstens  eine  der  Curven  at..an  durch  die  willkürlich 
neue  b  ersetzen,  z.  B.  at,  so  dass  jetzt  jede  neue  Linie  c  mit  6,0^.0,,  oder 
einigen  dieser  Linien  a  einen  Theil  der  Fläche  vollständig  begrenzen  muss, 
so  wie  vorher  mit  auat..an  oder  einigen  derselben. 

Man  kann  so  weiter  alle  a  durch  neue  (geschlossene)  Curven  b  er- 
setzen; diese  Betrachtung  beweist,  dass  jedes  System  von  n  Curven  6, 
welche  unter  sich  noch  keine  vollständige  Begrenzung  bilden,  mit  jeder 
neuen  Curve  c  eine  bilden  müssen ;  es  giebt  sicher  nicht  mehr  als  je  n  an- 
derer Curven  6,  welche  at..am  zu  ersetzen  vermögen,  mithin  auch  nicht 
weniger,  denn  man  kann  rückwärts  die  b  durch  a  ersetzen. 

Durch  einen  Querschnitt  kann  immer  eine  dieser  Curven  als  im  Innern 
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verlaufend  unmöglich  gemacht  werden.  Da  <*,...<*„  keine  vollständige 
Begrenzung  für  sich  bilden,  so  liegen  zu  beiden  Seiten,  etwa  von  a»,  noch 
Begrenzungstheile  von  3T;  man  kann  daher  von  einem  Punkte  von  a  aus 
q  und  q"  nach  diesen  beiden  Begrenzungstheilen  ziehen ;  q  und  q  zu- 
sammen geben  einen  Querschnitt  q ,  in  Folge  dessen  On  nicht  mehr  im  In- 
nern der  (zerschnittenen)  Fläche  verläuft,  q  treffe  keine  der  Curven  at . .  aÄ_i. 
Jede  geschlossene  Curve,  die  mit  an  und  keinen  der  übrigen  oder  einigen  der 
at . .  Oft_i  oder  allen  eine  vollständige  Begrenzung  eines  Theiles  der  Fläche  T 
bildet,  muss  dann,  wie  in  Fig.  5,  von  q  zerschnitten  werden,  so  dass  nur 
solche  Gurven  auch  in  der  zerschnittenen  Fläche  geschlossen  verlaufen,  wel- 
che nicht  a„  nöthig  haben,  sondern  mit  at ... a»_i  schon  eine  vollständige 
Begrenzung  bilden.     Man  sieht,  wie  jetzt  p  auf  n  —  1  herabgebracht  ist. 

Es  läset  sich  nun  zeigen,  gerade  so  wie  bei  n=l,  dass  jeder  nicht  zer- 
stückelnde Querschnitt  dasselbe  leisten  muss;  denn  man  kann  dann  immer 
eine  Curve  ziehen ,  welche  im  Innern  verlaufend ,  beide  Seiten  des  Quer- 
schnittes verbindet  und  diese  Curve  kann  eine  der  a{.  .a*  ersetzen. 

Durch  jeden  nicht  zerstückelnden  Querschnitt  wird  also 
der  Zusammenhang  der  Fläche  um  1  erniedrigt  und  durch 
»Querschnitte  wird  die  w+lfach  zusammenhängende  Fläche 
einfach  zusammenhängend,  ihre  Begrenzung  besteht  dann 
aus  einer  geschlossenen  Curve. 

In  Fig.  3  z.  B.  bilden  die  Querschnitte  (a)  und  (ft)  zusammen  die  ge- 
schlossene Curve  von  Taf.  III,  Fig.  6  (von  1  nach  2,  3,  4,  1). 

Die  beiden  Seiten  jedes  Querschnittes  werden  entgegengesetzt,  also 
so  durchlaufen,  dass  da6  begrenzte  Flächenstück  immer  auf  derselben  Seite 
(in  Fig.  6  auf  der  linken)  der  Begrenzung  liegt. 

Ist  die  ursprünglich  gegebene  Fläche  T,  wie  in  Fig.  3,  geschlossen, 
und  (a)  eine  der  geschlossenen  Curven ,  die  keinen  Theil  der  Fläche  voll- 
ständig begrenzen,  so  muss  eine  geschlossene  Curve  existiren,  welche  beide 
Seiten  von  (a)  mit  einander  verbindet;  denn  die  ganze  Begrenzung  von  T 
kann  man  aus  einem  aus  T  herausgestochenen  Punkte  bestehend  denken 
und  nach  diessm  müssen  sich  von  beiden  Seiten  von  (a)  aus  Linien  q  und 
q"  ziehen  lassen,  welche  zusammen  eine  geschlossene  Linie  (6)  geben.  Diese 
Linie  ist  nun  wieder  eine ,  die  keinen  Theil  von  T  vollständig  begrenzt, 
denn  (a)  verbindet  beide  Seiten  von  (b) ;  man  erkennt  hieraus ,  dass  bei  ge- 
schlossenen Flächen  das  Vorhandensein  einer  Linie  (a)  immer  das  einer 
zweiten  (b)  bedingt,  oder  dass  die  Anzahl  der  Querschnitte,  durch  welche 
T  einfach  zusammenhängend  wird,  immer  eine  gerade  ist.  Wir  bezeichnen 
diese  Zahl  mit  2p. 

§.  16. 
Weitere  Sätze  für  mehrfach  zusammenhängende  Flächen. 

In  §.  13  haben  wir  schon  Beispiele  kennen   gelernt,   welcher  Art  die 
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Flächen  T  sind ,  innerhalb  deren  wir  eine  algebraische  Function  s  von  z 
eindeutig  denken.     Sei 

a0sn  +  atsn-*  + +a„-i*  +  a»=0 

eine  algebraische  Gleichung,  a0 . .  a  H  ganze  rationale  Functionen  von  z  vom 
ml"  Grade ,  durch  F  (£  ™)  =0 

bezeichnen  wir  abgekürzt  diese  Gleichung.  Dann  hat  s  für  jeden  Werth 
von  z  n  Werthe,  die  Fläche  T  muss  daher  aus  n  Blättern  bestehen.  Für 
gewisse  Werthe  von  z  können  mehrere  der  s  gleich  gross  werden ,  so  dass 
daselbst  Verzweigung  eintreten  kann;  die  Anzahl  der  Verzweigungs- 
punkte, in  denen  sich,  wie  in  den  Beispielen  des  §.  13,  2  Werthe  von  s  oder 
2  Blätter  von  T  gegenseitig  in  einander  fortsetzen,  sei  tv.  Nach  §.  13  sehen 
wir  einen  n  fachen  Verzweignngspunkt  (in  welchem  /a+l,Blätter  zusammen- 
hängen) als  neinfache  an,  die  aufeinander  gefallen  sind.  Die  Anzahl  tv 
solcher  einfachen  Verzweigungspunkte  steht  mit  der  Anzahl  n  der  Blätter 
und  mit  p  in  einem  interessanten  Zusammenhange ,  der  auf  folgende  Weise 
gefunden  werden  kann.  Diesen  Beweis  hat  Eiemannin  seinen  Vorlesun- 
gen gegeben*. 

Eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  zerfällt  durch  m  —  1  Quer- 
schnitte in  m  getrennte  Stücke;  eine  9 fach  zusammenhängende  Fläche  wird 
durch  q  —  1  Querschnitte  einfach  zusammenhängend  und  kann  daher  durch 
"1  +  9 — 2 Querschnitte  in  m  getrennte,  einzeln  betrachtet,  einfach  zusam- 
menhängende Stücke  zerlegt  werden. 

Wird  aus  einer  geschlossenen  Fläche  ein  Punkt  ausgeschieden,  so  be- 
steht die  Begrenzung  aus  dieser  einen  unendlich  kleinen  geschlossenen 
Curve.  Scheidet  man  noch  einen  Punkt  aus,  so  ist  ein  Querschnitt,  der 
beide  Punkte  verbindet,  nöthig,  um  die  Begrenzung  zu  einer  geschlossenen 
Curve  zu  machen ;  der  Zusammenhang  der  ursprünglichen  Fläche  T  wird 
durch  Ausscheiden  zweier  Punkte  um  1  erhöht,  durch  Ausscheidung  von 
n  Punkten  in  ähnlicher'  Weise  um  n  —  1. 

Aus  unsrer  aus  n  Blättern  bestehenden  Fläche  nun  scheiden  wir 
n  Punkte  aus,  in  jedem  Blatte  einen;  seien  z.  B.  A,AX  zwei  solche  Punkte 
in  Blättern,  die  z.  B.  in  a  und  b  (Taf.  III,  Fig.  7)  in  einander  verzweigt 
sind,  also  längs  ab  gegenseitig  in  einander  übergehen. 

Wir  ziehen  nun  folgende  Querschnitte :  von  A  über  c  nach  At ,  von  A 
über  d  nach  At  und  so  in  allen  Blättern,  so  lange  noch  Verzweigungspunkte 
nicht  von  einem  Querschnitt  umgeben  sind.  Offenbar  haben  wir  dann 
w Querschnitte;  durch  dieselben  sind  die  n Blätter  vollständig  von  einander 
abgetrennt;  z.  B.  in  Fig.  7  ist  der  unendliche  schraffirte  Theil  des  oberen 
Blattes  nur  mit  der  Spitze  cAxd  im  unteren  vereinigt,  abgetrennt  vom  in- 
nern,  endlichen  Theil e  des  oberen  Blattes,  der  längs  adcb  mit  dem  ganzen 
unendlichen  untern  Blatte  zusammenhängt.  Die  Begrenzung  jedes  solchen 
Blattes,  z.  B.  des  oberen,  besteht  aus  geschlossenen  Linien  AbcAxdAy  die 
Bämmtlich  A  gemeinschaftlich  haben,  mithin   sich  alle   nach  einander  in 
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einem  Zage  machen  lassen ;  die  nTfaeile  sind  also  einzeln  einfach  zusammen- 
hängend. Die  w  Querschnitte  haben  also  die  (nach  Ausscheidung  der 
n  Punkte  Ay  At . .)  2p +« fach  zusammenhängende  Fläche  in  n  getrennte 
Stücke  zerlegt,  so  dass 

a)  t9  =  kp+2n — 2. 

Aus  dieser  Gleichung  sehen  vir,  dass  in  Fig.  3  z.  B,  die  zwei  Quer- 
schnitte (a,  b)  genügen,  um  T  einfach  zusammenhängend  zu  machen,  denn 
dort  ist  »c=2,  w=4,  also  p=l. 

Ein  weiterer  Zusammenhang  zwischen  w,p,  m,  n  findet  sich  durch  Be- 
trachtung der  Gleichung  F(s,z)=0.  Diese  Formel  soll  jedoch  später  ent- 
wickelt werden ,  nachdem  eine  Regel  gegeben  worden  ist  für  die  Bestim- 
mung der  Anzahl  der  gemeinsamen  Wurzeln  zweier  Gleichungen. 

§.  17. 

Anzahl  des  Null-  und  unendlich  Werdens  algebraischer 

Functionen  und  Anwendungen. 

Die  Fläche  T  sei  durch  ihre  2p  Querschnitte  zerlegt  und  alsdann  mit 
T'  bezeichnet. 

Die  ursprüngliche  algebraische  Function  von  s  und  z,  die  zur  Bildung 
dieser  Fläche  Veranlassung  gab,  ist  in  7  eindeutig  und  stetig;  sie  hat  also 
zu  beiden  Seiten  der  Querschnitte  gleiche  Werthe.  Dasselbe  gilt  offenbar 
für  jede  Function  von  z,  welche  rational  durch  s  und  z  ausdrückbar  ist;  es 
sei  £  eine  solche  Function.     Dann  ist 


s^-m 


durch  die  ganze  Begrenzung  von  T'  ausgedehnt  Null ,  denn  zu  beiden  Sei- 
ten jedes  Querschnittes,  und  aus  diesen  Seiten  besteht  die  Begrenzung,  ist 

£  also  auch  —  gleich  gross,  während  dz  entgegengesetzte  Werthe  hat,  da 

beide  Seiten  entgegengesetzt  durchlaufen  werden.  Dieses  Integral  ist 
gleich  der  Summe  der  Integrale  um  die  Punkte  herum  erstreckt,  in  denen 
Igt  =r  oo,  also  f=0  oder  =aoo  ist. 

Sei  in  einem  Punkte  der  Fläche  T,  in  welchem  z=a,  welcher  kein 
Verzweigungspunkt  ist,  so  beschaffen,  dass 

*.(*-«)■ 
endlich  und  von  Nnll  verschieden  für  z=<i;  dann  heisst  J  unendlich  ntet 
Ordnung  in  diesem  Punkte;  dann  \Btfdlg£  um  diesen  Punkt  herum  gleich 
—  m2ni  (siehe  §.  8).  Ist  dagegen  der  Punkt,  in  welchem  lg£  unendlich 
ist,  ein  solcher,  in  welchem  etwa  zwei  Blätter  zusammenhängen,  so  geht  die 
um  ihn  verlaufende  geschlossen  e  Linie,  wie  Fig.  1  zeigt,  zweimal  herum 
und  das  Verfahren  des  §.  8  wird  als  Werth  des  Integrals  — 2m.  2*  i  ergeben; 
in  einem  n — 1  fachen  Verzweigungspunkte  wird 

—  tim.2rti 
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I 


als  Werth  des  Integrales  entstehen;  nennen  wir  nun  in  einem  solchen 

Punkte  (z — a)  unendlich  klein  nler  Ordnung  ( unendlich  gross  wter  oder 

unendlich  klein  —  nter  Ordnung),  so  sehen  wir,  lässt  sich  der  Satz  über  das 
Verschwinden  des  obigen  Integrales  auch  hier  wie  in  §.  8  so  ausdrücken : 
Jede    algebraische,   wie    s    verzweigte    Function 
(von  2  wird  in  T  ebenso  oft  unendlich  gross  als  unend- 
lichklein  1.  Ordnung.    Daf — c  verzweigt  ist,  wie  £,  so 
wird  £ — c  =  0  ebenso  oft,    oder  £  erlangt  jeden  Werth 
c  geich  oft. 
Hieraus  lässt  sich  die  Anzahl  der  gemeinsamen  Wurzeln  zweier  Glei- 
chungen 

F(syz)=0,  as,z)=0 
finden.  Die  eine  benutzt  man ,  um  den  Charakter  der  Fläche  T  nach  ihr 
zu  bestimmen;  in  f{syz)  zählt  man  die  Anzahl  des  unendlich  Werdens  und 
hat  so  die  Anzahl  der  (*,*),  für  welche  /"»O  wird  innerhalb  T,  d.  h.  für 
Werthenpaare  *,z,  die  der  Gleichung  F~0  genügen.  Als  Anwendung 
hiervon  soll  die  Bestimmung  der  Anzahl  der  Yerzweigungspunkte  bei  ge- 
gebener Gleichung  F(s,z)=zO  vorgeführt  werden. 

In  jedem  Verzweigungspunkte  müssen  zwei  Werthe  von  s  einander 
gleich  werden,  neben  F=Q  muss  also  noch 

ds 

bestehen. 

Aber  nicht  immer  braucht  bei  Geltung  der  letzten  Gleichung  auch 
Verzweigung  Statt  zu  finden.  Seien  nämlich  *=y,  ?=d  zwei  Werthe,  für 
welche  F=0,  so  ist  in  der  Nähe  dieser  Werthenpaare 

+*[<^rrJ/+.fr-,>e-<>/£,+(-v£[]+..', 

O    JE»  Qj   jp  Q    C 

rechts  in  — . . .  ^-y  die  Werthe  z  =  ö}  s=y  eingesetzt.   Sobald  nun  — -  =  0, 

0  S  0  Z  0  $ 

dF^  PF^  (s—v)* 

~—  ^  =0,  ÖTT^—0»  80  ergiebt  sich  für  -^—jy  ©in  endliches  Verhältniss; 

d%F     d*F 
die  Glieder  mit  - — 5- ,  ^— ;  können  vernachlässigt  werden  und  man  erhält 
dsdz    dz*  ° 

3F 

d7 

also  für  s — y  die  zwei  entgegengesetzten  Werthe,  die  sich  um  s  =  ä  in 
einander  fortsetzen.     Dann  ist  in  $=y,  z=ö  ein  einfacher  Verzweigungs- 
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pnnkt.  Wenn  —-=0  wäre,  so  müssten  höhere  Potenzen  von  (s  —  y)  be- 
rücksichtigt werden;  es  würde  complicirtere  Verzweigung  stattfinden;  davon 
sehen  wir  jetzt  ab. 

Wäre   - —  =0,  so  bliebe  zur  Bestimmung  des  Verhältnisses £  die 

Gleichung 

Ot  e»  Ol  p  sfl  f? 


sobald  hierin 


/d%FV       d*Fd*F^ 
\dsdz)        d$*dz%  <0, 


S  ■" — ■  V 

sind  die  beiden  Werthe für  s=y,  z=ö  von  einander  verschieden;  die 

z  —  o 

beiden  Werthe  von  s  können  sich  alsdann  nicht  in  einander  fortsetzen. 
Es  entspricht  dies  dem  Falle  zweier  sich  aufhebend  zusammengefallener 
Verzweigungspunkte. 

In  einem  einfachen  Verzweigungspunkte  ist  also 

dF      PF,         \*     d'F  .        ftl 

unendlich  klein  1.  Ordnung  (wie  (s  —  y)  oder  j/z^—S)  ;   für  ein    Werthen- 

System  der  zuletzt  discutirten  Art,  für  welches  -— =  0,    -—  =  0,     (  r— ^-  1 

ds  dz  \dsdzj 

02  r»  Ol  p  Cx  p 

—  W~*  ä~«~  ^  °'  *st  a~~  unendlich   klein   1.  Ordnung  in  den  zwei  Punkten, 

die  diesem  (y ,  d)  entsprechen.  Auf  verwickeitere  Fälle ,  mehrfache  Ver- 
zweigungen und  mehrfache  Aufhebungen ,  nehmen  wir  nicht  Rücksicht ;  es 
gäbe  weinfache  Verzweigungspunkte,  r  Werthenpaare  (y,  S)  der  zuletzt  er- 

d  F 
wähnten  Art;  dann  zeigt  das  Vorige:  —  ist  =«;  +  2r  mal  Null  erster  Ord- 

o  s 

nung  innerhalb  T. 

dF 
Es  ist  leicht  anzugeben,  wie  oft  —  unendlich  1.  Ordnung  ist. 

Seien  st1  st.  .  $n  die  n  Werthe  der  algebraischen  Function  s  von  z  für 
einen  Werth  von  z.  Dann  ist  identisch ,  wenn  ö  eine  unbestimmte  Grösse 
bedeutet : 

(*-»,) . . .  (a-sn)  =  a»  +  ^  *«-'+  .  .+^  o+  2?. 

Hieraus  erkennt  man,  dass,  sobald  eine  der  Wurzeln,  *,  • .  sn  etwa  für 
z=sa  unendlich  erster  Ordnung  ist,  z=a  eine  Wurzel  von  a0=0  sein  muss; 
denn  für  eines  der  st . .  s„=qo  wird  die  linke  Seite  der  letzten  Gleichung 
unendlich  und  die  rechte  daher  auch;  da  a  unbestimmt  ist,  muss  bei  end- 
lichem z  tf0=0  sein.  Die  Wurzeln  von  a6=0  ergeben  also  die  endlichen 
Werthe  von  z,  für  welche  s=cc  ist.     Nun  ist 
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d  F 

—  =flr0 n $"-*  +  «,  (n  —  1)  sn~*+  .  .  +an^  ; 

da  a0s  endlich  ist,  wenn  5=00  an d  der  Allgemeinheit  wegen  vorausgesetzt 
wird,  dass  die  Wurzeln  von  a0=0  nicht  mit  Verzweigungswerthen  zusam 

O    JE» 

menfallen,  so  wird  — von  n  —  2ter  Ordnung  unendlich,  wenn  z  endlich,  $ 
o  s 

unendlich ;  dies  geschieht  (im  Allgemeinen)  bei  m  Werthen  von  2,  oder  viel- 

O    ET 

mehr  in  m  Punkten  der  Fläche.     Ferner  wird  r—  unendlich    mter   Ordnung 

in    den    n Werthen    von    *,    die    zu    2=00    gehören;    im    Ganzen  wird 

dF 
daher  7—  unendlich  erster  Ordnung  in  m (n — 2)  +  nw=2m(n — l).    In  eben 
o  s 

dF 
so  vielen  Punkten  wird  - — Null;  die  Anzahl  der  gemeinsamen  Wurzeln  von 

os 

O    Tjt 

F(s,z)=30,  J"—0»  *ßt  a's0 

b)  w  +  2r=2m(n  —  1), 

Diese  Gleichung  wird  anders,  wenn  in  F(s,z)  a0=Consi  ist,  also  s  und  z 
nur  gleichzeitig  unendlich  werden  und  ist  überhaupt  sehr  vielen  Ausnah- 
men unterworfen.  Wir  verfolgen  dies  hier  nicht  weiter.  Die  Richtigkeit 
der  Gleichung  (bi)  vorausgesetzt,  kann  man  vermöge  (a)  (§.  16)  auch  die 
folgende  Gleichung  hinschreiben: 

p=(n — l)(*n  —  1)—  r. 
Diese  Formel  für  p  ist  symmetrisch  nach  n  und  m.   Dies  ist  auch  not- 
wendig, da  offenbar  sowohl  die  rWerthenpftare  (die  gemeinsamen  Wurzeln 

von  /,=0,  —  =0,  r— =0j  ungeändert  bleiben,  wenn  man  s  als  Veränder- 
liche, z  als  Function  nimmt,  und  auch  die  Zahl  p  dann  noch  dieselbe  sein 
mu8S. 

§.  18. 
Bestimmung  der'Functionen. 

In  dem  Bisherigen  haben  wir  Mittel,  die  Gestalt  der  Fläche  2T,  bei  ge- 
gebener algebraischer  Gleichung  zu  untersuchen ,  vor  Allem  die  Zahl  p  zu 
bestimmen. 

Wir  nehmen  jetzt  die  Fläche  T  als  gegeben  an  und  bestimmen  inner- 
halb derselben  Functionen  vermöge  des  in  §§.  11  und  12  auseinanderge- 
setzten Dirichlet'schen  Principes.  Die  dortigen  Betrachtungen  können 
ohne  Weiteres  auf  den  jetzigen  Fall  übertragen  werden;  jetzt  bezeichnet  dT 
das  Element  nicht  mehr  eines  Gebietes  der  2 Ebene,  sondern  unserer  Fläche; 
dieselbe  besteht  aber  aus  Blättern,  welche  die  zEblne  (oder  xy Ebene, 
wenn  z=*x+ yt)  parallel  überdecken,  und  so  kann  auch  jetzt  dT  durch 
dxdy  ersetzt  werden. 
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Auch  jetzt  können  wir  die  Function  von  x  und  y  bestimmen ,  welche 
&  (o)  zum  Minimum  macht  und  finden  dafür 

sowie  die  Bedingung  des  Verschwindens  der  Begrenzungsintegrale. 

Es  muss  hier  jedoch  auf  einen  Punkt  noch  besonders  eingegangen 
werden. 

Bleiben  wir  bei  dem  Falle  des  §.  11,  der  Bestimmung  überall  endlicher 
Functionen  stehen. 

In  §.  11  folgt,  da  a  eindeutig  ist,  aus  der  Endlichkeit  von  et  die  von 

r— ,  —  (siehe  §.  5,  pag.  25),  sobald  a  der  reelle  Thefl  einer  Function  von 

öx  öy 

x-\-yi  ist.  Da  a  zu  einer  solchen  speciaHsirt  werden  soll,  so  darf  von  vorn 
herein  also  auch,  ohne  dass  der  Allgemeinheit  Abbruch  geschieht,  ein  end- 
liches Slcc  vorausgesetzt  werden. 

Jetzt  aber  kann  t— .  — -  unendlich  sein,  sei  auch  cc  endlich ;  aber :  wird 

dx'dy  ' 

a  der  reelle  Theil  einer  Function  a+ßi  von  ar+yt,  so  ist 

d_*_d_ß     __£_f__0ß 

dx      dy'        dy       dx 
und  &(<*)  wird  dann  zu: 

und  muss  also  endlich  sein,  wenn  a  und  ß  endlich  bleiben.  Auch  jetzt  dür- 
fen hiernach  immer  endliche  £(a)  vorausgesetzt  werden ,  da  für  die  zu  be- 
stimmende Function  jedenfalls  ß  endlich  ist. 

Aus  der  letzten  Formel  folgt  aber  noch  etwas  Anderes. 

Das  Dirichlet'sche  Princip  bestimmt  die  Function  a,  welche  unter 
gegebenen  Querschnittsbedingungen  Sl(a)  zum  Minimum  macht.  Hierbei 
wird  also  ß  endlich  vorausgesetzt  (wie  nach  dem  Vorigen  gestattet  ist);  es 
muss  aber  noch  gezeigt  werden.,  dass  auch  jedes  a,  welches  ß(a)  endlich 
l&sst  und  zum  Minimum  macht ,  reeller  Theil  einer  überall  endlichen 
Function  von  x+yi  ist;  denn  der  Satz  des  §.  12  sagt  aus,  dass  wir  bei  der 
Bestimmung  einer  Function  von  z  über  die  Unendlichkeiten  willkürlich 
verfügen  können  und  würde  demnach  falsch  sein,  wenn  schon  bei  dem  £(«) 
in  §.  11  unendliche  Functionen  bestimmt  werden  könnten. 

In  der  That  zeigt  die  letzte  Formel,  dass  ß(«)  unendlich,  sobald  «  oder 
ß  unendlich  werden. 

Die  in  §«11  (sei  T  eine  z  Ebene  oder  eine  der  bisher  behandelten  Flä- 
chen) bestimmten  Functionen  sind  demnach  überall  endlich  und  durch  An- 
gabe ihrer  reellen  Theile  an  den  einfachen  Begrenzungslinien,  und  der 
reellen  Theile  derPeriodicitätsmoduln  an  den  Querschnitten  bestimmt.   Die 
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Functionen  «,  weichet  in  §.  11  bestimmt  werden»  können  kein«  Unendlich- 
keiten haben,  da  sonst  &(<*)  unendlich  werden  mtisste. 

Ebenso  können  die  Betrachtungen  des  §.  12  über  die  Bestimmung  von 
Functionen*  welche  unendlich  werden  können,  sofort  auf  uisere  Flächen 7 
übertragen  werden. 

Offenbar  ist.  hier  ß(«)  endlich,  sobald  a+ßi  Function  von  s+yt;  wir 
dürfen  aUo  aucjb.  von  vorn  herein  ß  endlich  voraussetzen.  Ferne«  musa 
auch  Sl(a+X)  (siehe  Formel  a  dee  §•  12)  endlich  sein,  nachdem  eben  vor- 
hin Discutirten,  sobald  iL  reeller  Theil  einer  Function  von  x+yi  ist,  welche 
immer  endlich  bleibt.  Daraus  folgt,  dass  unter  den  Functionen  a+A,  welche 
&  zum  Minimum  machen,  nur  solche  sein  können,  deren  iL  endlich  sind,  die 
also  die  für  ct+ßi  gegebenen  Unstetigkeiten  und  keine  anderen  haben 
können. 

Wir  fassen  hier  besonder»  solche  Functionen  ins  Auge,  welche  durch 
Integration  aus  algebraischen,  wie  T  verzweigten  Functionen  entstehen ;, 
dieselben  könne«  au  beide»  Seiten  der  Querschnitte ,  da  ihre  Differentiale 
beiderseits  gleich  sind,,  nur  um  Constante  verschieden  sein ,  die  wir  als  Pe- 
riodicitätsmoduln  bezeichnen,;  die  ganze  Begrenzung  von?'  besteht  aus  den 
2p Querschnitten.  Aus  §.  12  geht  hervor:  Diese  Integrale  sind,  als  Function 
ihrer  oberen  Grenze  betrachtet,  bestimmt  durch  Angabe  der  reellen  Theile 
der  2p Periodicitätsmoduln  und  durch  Angabe  der  Functionen,  von  denen 
sie  sich  da,  wo  sie  unendlich  werden,  nur  um  Endliches  unterscheiden. 

Z.  B.  in  dem  Falle  der  Fig.  3,  für  welchen  p=l,  ist 

c  A     dz       — 

J  yz.l  —  z.l  —  k*z 
das  einzige  endlich  bleibende  Integral  einer  wie   T  verzweigten  algebrai- 
schen Function. 

Da  (b)  die  beiden  Seiten  von  (a)  mit  einander  verbindet,  so  giebt  das 
durch  (b)  erstreckte  Integral  an,  um  wie  viel  tu  zu  beiden  Seiten  von  (a) 

von  einander  verschieden  ist;  (6)  aber  läuft  um  die  Verzweigungspunkte 

l 

1,  -j  und  dieser  Modul  also  gleich  2  Cd  tv.    Ebenso  ist  der  andere  Periodicit&ts* 

*  1 

modal  zu  bestimen.     Der  Betrag  beider  ist  daher: 

1 


2C   f-?====^J^—===  =  \CK 
JyiA—z.l  —  Pz 


0     f 


und 


fc* 


2C    f- — =*ACK§i- 

J j/\.l  —  zA  —  k%z 
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die  complexe  Constante  C  kann  so  bestimmt  werden,  dass  die  reellen  Tbeile 
von  4JSTC  nnd  \K'  Ci  beliebig  werden.  Ueberhaupt,  für  irgend  ein  p,  kön- 
nen,  dies  ist  der  Inhalt  von  §.  4  der  Riemann'schen  Abhandlung,  p  end- 
lich bleibende  Integrale  angenommen  werden ,  ans  denen  linear  jedes  an- 
dere endlich  bleibende  Integral  zusammengesetzt  ist. 

Bezüglich  weiterer  Entwickelnngen  hierüber  verweise  ich  auf  Eie- 
rn an  n's  Abhandlung,  §§.  5,  8,  9,  10  etc.,  und  gebe  hier  aus  dem  1.  Theile 
dieser  Abhandlung  nun  den  Beweis  des  Additionstheorems. 

§.  19. 
Das  Abel'sche  Additionstheorem. 

Es  sei  £  eine  rationale  Function  von  s  und  z ,  also  algebraische  wie  T 
verzweigte  Function  von  z,  die  in  m  Punkten  der  Fläche  T  unendlich 
1.  Ordnung  werde.  Sie  erlangt  dann  (§.  17)  jeden  Werth  ebenso  oft;  es 
seien  suzt . . .  sm%zm  die  Werthe  von  s  und  z  in  m  so  zusammengehörigen 
Punkten.  Es  sei  nun  tv  ein  überall  endliches  Integral ,  welches  in  diesen 
m Punkten  die  Werthe  tv  . .  .tvm  habe;  tv  ist  von  der  Form 


n>=ff(s,z)dz  =    I  j^dz 


f($yz)  eine  rationale  Function  von  s  und  z  darstellend.    Wir  können  rv  auch 
schreiben : 

/dtv     dz  .. 
oder, 


Jdw 
dz 


worin  nun  der  Factor  von  rff,  da  -—und  —  rational    durch  s  uud  z   aus- 

az  dz 

drückbar  sind,  eine  rationale  Function  /",($,  z)  von  s  und  z  ist,  die  für  jeden 
der  m Punkte  st  zt . . .  smzm  einen  bestimmten  Werth  annimmt.  Wir  können 
schreiben : 

t  £ 

•    n>'=Jfxis,z)dt...tv'?=frx($n»zm)dt, 

zu  jedem  (gehören  diese  m  Werthe  von  tv,  oder  — .  Letzeres  ist  also  mdeu- 
tige  Function  von  £;  die  Summe  dieser  m  Werthe 

ist  eine  eindeutige  Function  von  £,  denn  sie  hat  für  jedes  £  nur  einen  be- 
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stimmten  Werth ;  ihr  Integral  (nach  £)  ist  der  Voraussetzung  nach ,  die  wir 
für  w  gemacht  haben,  immer  endlich,  mithin 

tv  +  ..wm=:Consi 

dm   .         .  dmm 

nach  §.  8  (pag.  190). 

Als  Beispiel  will  ich  die  elliptischen  Functionen  nehmen. 
Die  algebraische  Function  *  sei  von  z  durch  die  Gleichung  abhängig 
F(s,z)=38*(l  —  z)(l  —  *,*)^-2=0. 

Dann  ist  s  verzweigt,  wie  T  in  Fig.  3;  setzen  wir 

z 

0 
so  ist 

j/z=$inamw,  ]/l  — z~cosamw,  j/l  —  Pz=sJamm. 
In   T  erlangt  *,  welches  wir  selbst  für  (nehmen,  jeden  Werth  zwei- 
mal, in  z,  und  tt.     Die  Gleichung  F=0  lässt  sich  schreiben 

k^8izt+z(ast+b)+s1=0, 
wobei  es  auf  den  Factor  von  z  gar  nicht  ankommt;  es  ergiebt  sich  hieraus 

*i.*t=p  oder 

„      1 

stn  am  m  stn  am  w  =  —• 
k 

Zwischen  nf  und  nT  besteht  die  Gleichung :  w'  +  w"=Consl;  zur  Bestim- 
mung der  Constanten  setzen  wir  s=oo  ,  welches  *i  =  l,  ^t^jTi  giöbt 

l 
1  *i 

w+n>"=:  fdw  +  fdn>=2K+  JT'i, 
0  0 

n>"*=2K+K'i—  n>\ 
Speciell  folgt  für  *,=<>,  z,=oo:  m(cc)  =  2K+E'i.  Siehe  den Schluss v. §. 22. 
Da  sinam(2K — u)=sinam(u),  so  erhalten  wir  durch  diese  Entwickelungen 
die  bekannte  Formel : 

sinam(m'+£'t)=:  -  -— — ,. 
K  stn  am  tv 

Ebenso  leicht  ist  es,  indem  man  von  den  Gleichungeformen 

J*(l  —  z)z— (1  —  Äfz)=0 
oder 

8*(l  —  k>z)z  —  (1—  z)=:0 
ausgeht,  die  Formen  anzugeben,  in  die  sin  am  u  übergeht,  wenn  sich  w  um 
K,K+K'i  ändert. 

Das  Ab eTsche  Theorem  ist  ein  Beispiel  der  Methode,  mehrdeutige 
Functionen  durch  Betrachtung  der  symmetrischen  Verbindungen  ihrer  Aus- 
drücke zu  untersuchen. 

ZriUchriri  f.  Mathematik  o.  Physik.  X,  S.  13 


186  Ueber  Functionen  complexer  Grössen. 

§.20. 
Die  ^Function. 
Behufs  der  weiteren  Entwickeluug  gehe   ich  nur  auf  die  elliptischen 
Integrale  ein,  und  verweise  bezüglich   der  allgemeinen   Untersuchung  auf 
R i  e  m  a  n  n's  Abhandlung. 

Als  O-  Reihe  bezeichnen  wir 

—  00  —00 

a=lgq. 
Dieso  Function  hat,  wie  man  leicht  verificirt,  folgende  Eigenschaften 

e(v+a)=c-**—4(v)t 
und  durch  diese  beiden  Gleichungen  ist  sie  auch  bis  auf  einen  constanten 
Factor  bestimmt,  sobald  man  noch  die  Bedingung  hinzufügt,  dass  #(v)  end- 
lich sein  soll  für  endliche  Werthe  von  v;  vermöge  der  Bedingung  &(v+ni) 
=#(u)  ist  die  #  Function  eindeutig,  von  e*°  abhängig;  und  ist  sie  für  end- 
liche von  Null  verschiedene  e*0  endlich,  so  muss  sich  d(v)  nach  Potenzen 
von  e*°  entwickeln  lassen: 

eföszzAt+^eto+Jte**  +  . .  +A.ie-^+A^2e*v+  . . . 

Die  A  bestimmen  sich  vermöge  #(v-{-a)=r-2t,"~a#(ii)  alle  aus  J0. 

Diese  Entwickelung  ist  genau,  sobald  die  Reihe  wirklich  convergirt; 
es  muss  hier  als  bekannt  angesehen  werden,  dass  diese  Convergenz  statt- 
findet, sobald  der  reelle  Theil  von  a  negativ,  oder  ?<1  ist. 

In  diese  # Function  substituiren  wir  für  v  ein  immer  endlich  bleiben- 
des elliptisches  Integral,  welches  wir  so  bestimmen,  dass  der  eine  Periodi- 
citätsmodul  desselben  +«i  ist;  den  andern  Periodicitätsmodul  bezeichnen 
wir  mit  a.  In  Fig.  3  bezeichnen  wir  die  innern  Seiten  von  (a)  und  (6)  als  die 
positiven;  die  Moduln  von 


sind  dann: 


i  C  dz 

jyz.x-z.i—pz 


t_ 


—  2    I—  </2  =  —  2AT;    2    /  —dz  =  2k  i\ 
J  dz  J  dz  ' 


setzen  wir 


V  =  —  M, 

2A 


K' 
so  sind  — ni  und  —  n—  die  Moduln  von  t;  am  Querschnitt  (b)  und  (a);   da 

iL 

K'  -und  K  reell  und  positiv  sind,  so  darf 

*  =  -** 
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in  die  #- Reihe  eingesetzt  werden; 

r  z 

W  *Xjyz.l  —  zA  —  Pz 

ist  nun  eine  Function  von  z,  oder  vielmehr  (wegen  der  Quadratwurzel  in  dv) 
eine  Function  des  Ortes  in  der  Fläche  J,  welcher  die  obere  Grenze  des  In- 
tegrales v  bestimmt. 

Es  kann  #  als  Function  von  v ,  oder  auch  des  Ortes  in  der  Fläche  T 
betrachtet  werden.  Beides  kommt  auf  dasselbe  hinaus  und  man  kann  sich 
auch  leicht  eine  Vorstellung  von  dem  Gebiete  der  Werthe  verschaffen, 
welche  v  innerhalb  T  erlangt;  v  ist  eine  complexe  Grösse,  Function  von 
z=x  +  yi  und  das  Gebiet  der  u  muss  (siehe  §.  3)  dem  der  z  in  den  kleinsten 
Theilen  ähnlich  sein;  dazu  gehört  zunächst,  dass  die  Begrenzung  des  einen 
Gebietes  auch  der  Begrenzung  des  andern  entspricht.  Zu  beiden  Seiten 
der  Querschnitte  (a)  und  (fc)  von  T  ist  u  um  2üf,  2Ä"i  verschieden;  diesen 
beiden  Querschnitten  entsprechen  demnach  im  Gebiete  des  u  2  Paare  pa- 
ralleler Linien ,  die  zusammen  ein  Parallelogramm  (mit  im  Allgemeinen 
krummlinigen  Seiten)  begrenzen;  die  Gestalt  der  Seiten  hängt  von  der 
Gestalt  der  Querschnitte  ,  die  Lage  eines  der  Eckpunkte  (durch  den  die  3 
andern  bestimmt  sind)  von  der  Wahl  des  Punktes  ab,  in  dem  sich  in  Fig.  3 
die  Querschnitte  treffen.  Einem  positiven  Durchlaufen  dieser  Querschnitte 
(nach  Fig.  6)  entspricht  ein  Durchlaufen  dieses  Parallelogrammes  immer  in 
derselben  Umlaufsrichtung;  da  hierbei  die  begrenzten  Flächenstücke  des 
»Gebietes,  wie  die  Fläche  T,  immer  auf  derselben  Seite  der  Begrenzung 
liegen  bleiben  müssen,  und  u  keine  unendlichen  Werthe  erlangt,  so  enthält 
unser  Parallelogramm  alle  Werthe  von  w,  die  möglich  sind;  jedem  Punkte 
von  T  entspricht  einer  des  Parallelogrammes  und  umgekehrt. 

Da  das  Gebiet  der  u  nicht  aus  mehreren  übereinanderliegenden  Blät- 
tern besteht,  so  ist  die  obere  Grenze  des  Integrales  u  eine  eindeutige  Func- 
tion des  Werthes  w. 

%{y)  wird  in  T%  oder  im  Gebiete  des  für  u=  —  v  construirten  Paral- 

71 1 

lelogrammes  nie  unendlich;  es  kann  0  werden  und  dann  ist  lg&  unendlich. 
Nach  §.  17  finden  wir  die  Anzahl  der  Punkte,  in  denen  #(v)  Null  1.  Ord- 
nung wird,  durch  Ermittelung  des  Begrenzungsintegrales 

fdi9e(y-). 

Dehnen  wir  dasselbe   über  das   Parallelogram  aus;   längs  zweier  paral- 

d& 
lelen  Seiten  ist  &  (v)  in  je  zwei  Punkten  gleich  gross,  mithin  auch  — ,  wäh- 
rend d  v  in  beiden  Punkten  entgegengesetzte  Werthe  hat ;  das  Integral  von  die- 
sem Seitenpaare  herrührend  (welches  dem  Querschnitt  (6)  entspricht)  ist  dem- 
nach 0;  an  den  anderen  Seitenpaaren  ist  der  Betrag  des  Integrales  gleich 

f[dlgd{v)-lgHv)], 

13* 
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durch  die  untergesetzten  Zeichen  +  und  —  den  Werth  von  #  auf  positiver 
oder  negativer  Seite  von  (fr)  verstanden,  dies  Integral  positiv  durch  die  po- 
sitive Seite  des  Querschnittes  erstreckt. 

Nun  ist  die  Differenz  der  lg  fr  nach  den  Eigenschaften  der  #  Function 
gleich  — 2v —  Const;  die  positive  Seite  von  (a)  geht  von  der  negativen  zur 
positiven  des  (fr)  (vergl.  Fig.  3  und  5),  daher 

fdlgd'=  —  2fdv—2jtu 
Daraus  folgt,  dass  &  in  einem  Punkte  im  Innern  01  wird;  und  zwar  gilt  dies 
für  &(y  —  c),  wennc  irgend  eine  Constante.     Ist  #(r)=>0,  so  ist  auch 

#  (r + m  rc  i + n  a)  =0, 
m  und  n  ganze  Zahlen;  solche  Werth  e  der  Argumente  nennen  wir  congruent 
und  bezeichnen  v=i/  +  m*ti+Na. 

&(v  —  c)  wird  für  einen  Werth  von  v  —  c  Null  und  alle  ihm  congruenten; 
spätere  Betrachtungen  werden  uns  zeigen,  dass  #(r)=0,  wenn 

ni  ,    a 
2^2 

Die  Werthe  von  v  in  den  4  Verzweigungspunkten  0,  1,75,  00,  sind  nach  §.19: 
v(0)=0;      i>(l)=y5      v\Jct)==zY+2]     v(<»)s*i  +  -. 


§.21. 
Die  elliptischen  Functionen. 

Die  jetzt  entwickelten  Eigenschaften  der  $  Function  genügen,  dieselbe 
zur  Lfaung  des  Umkehrungsproblems  der  elliptischen  Integrale  zu  benutzen. 
Betrachten  wir  den  Quotienten : 

fr(t<  — c) 

&(u  —  ey 

Derselbe  hat  zu  beiden  Seiten  des  Querschnittes  (fr)  dieselben  Werthe,  da 

beide  # Functionen  dieselben  Werthe  haben;   dagegen  ist  am  Querschnitte 

K' 
(a),  an  dessen  beiden  Seiten  sich  v  um  a=lgq=  —  n  — unterscheidet: 

Ji. 

d(v  —  e)  #(„__<>)' 

Man  kann  nun  c  —  e=  —  machen,  so  ist 
2 

d(v  —  c) 


eine  Function  des  Ortes  in  der  Fläche  T,  welche  beiderseits  an  (fr)  gleiche, 
an  (0)  entgegengesetzte  Werthe  hat.     Macht  man  c=0,  so  wird 
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unendlich,  wenn  z=  oo;  denn  dann  ist  v  =  n  i  -\ — undtffüH )=0;  fer- 
ner ist  #(v)=0,  wenn  z=  r?  ,  da  dann  v=—  H .     Das  Quadrat  unseres 

Quotienten  hat  zu  beiden  Seiten  aller  Querschnitte  dieselben  Werthe,  und 
wird  0S,  wenn  *=  tj  5  es  wird  oo*,  wenn  2  =  oo,  stimmt  also  mit  (1  —  Ifz)  in 
allen  Eigenschaften  überein.  Denn  dieser  Ausdruck  wird  mit  genanntem 
Quadrate  gleichzeitig  0  und  00  zweiter  Ordnung,  da  *=ts  und  «=  00  Ver- 
zweigungspunkte von  T  sind.  Das  Verhältniss  beider  Grössen  ist  mithin 
überall  endlich,  beiderseits  an  den  Querschnitten  gleich,  also  constant« 
Man  hat  also 


e 


(•+t) 


=  Afi  —  Pz. 


Dies  findet  auch  auf  folgende  Weise   eine  Bestätigung:  ]/l  —  k%z ,    stetig 

durch  (6)  fortgesetzt,   geht  ins  Entgegengesetzte   über,   da  (6)  um  z=  ~% 

herumgeht;  diese  Eigenschaft  hat  auch  der  Quotient  der  # Functionen. 
Durch  (a)  fortgesetzt,  geht  ]/i — Pz  nach  einem  Umgange  in  denselben 
Werth  über,  wie  wir  dies  von  den  $  Functionen  wissen. 

0(v — c)  hat  in  jedem  Punkte  von  T  einen  Werth;  wir  können  daher 
durch  den  Quotienten  von  #  Functionen  algebraische  Functionen  von  z  aus- 
drücken, die  in  T  eindeutig  bestimmbar  sind,  ohne  wie  T  verzweigt  zu  sein. 
Wir  haben  in  j/l — Pz  ein  solches  Beispiel;  diese  Function  wird  eindeutige 
Function  des  Ortes  in  T,  wenn  man  ihm  zu  beiden  Seiten  von  (a)  entgegen- 
gesetzte Werthe  beilegt.  Die  Entwickelung  zeigt,  wie  diese  Factoren  + 1 
oder  —  1,  um  welche  sich  die  Werthe  eines  Quotienten 

fr(v— c) 
0(v  —  e) 
zu  beiden  Seiten  der  Querschnitte  unterscheiden ,  von   der  Differenz  c  —  e 
bestimmt  werden. 

Wir  können  noch  andere  solche  Quotienten  bilden.  Offenbar  \et}/z 
ähnliche  Function  des  Ortes  in  J,  wie  j^l—  Pz\  tfz  aber  hat  zu  beiden 
Seiten  von  (a)  gleich  grosse ,  zu  beiden  Seiten  von  (6)  entgegengesetzte 
Werthe,  da  (a)  um  *=0  herumläuft,  (b)  keinen  Verzweigungspunkt  von 
j/z  in  sich  enthält.  Da  j/z  unendlich  wird  mit  }/i — k*z}  so  müssen  wir 
dieselbe  0 Function  in  den  Nenner  nehmen: 
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# 


(•+*) 


geht  offenbar  ins  Negative  Über,  wenn  v  in  v  +  ni  übergeht;  an  (<?)  erlangt 
der  Ausdruck  den  Factor 

welcher  +1  ist,  sobald: 

ni  ,    a 
2^2 
Hiernach  ist  zu  erwarten,  dass 

/        n  i       a  \ 


»(.+¥) 


^/*i 


dies  wird  dadurch  bestätigt,  dass  die  #  Function  des  Zählers  für  v=0,  d.h. 
2=0  verschwindet. 

Aehnlich  kaun  j/l — z  gebildet  werden.     Es  genügt,  das  Resultat  an- 
zugeben : 


# 


(•+7) 


Es  ist  noch  nöthig,   die  constanten  Factoren  zu  bestimmen.     Ich  will 
dies  nur  in 


•(•+t) 

ausführen.     Setzen  wir  2  =  1,  so  folgt: 


A  = 


.(f).-v 


Setzen  wir  *=tt,  so  kommt: 
fr 


*(») 


A=»(y)e    (t'+>) 
und  durch  Multiplikation 


A*=—ke     2. 
Diese  Ausdrücke  können  eleganter  geschrieben  werden ,   indem   man 
die  &(v  —  c)  mit  den  Exponentialfactoren  vereinigen  kann  zu  allgemeine- 
ren Reihen.     Z.  B.  werde  zu 
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\  2         2/  _co 

der  constante  Factor 

a       |   tti 

e*  .■*"  * 

hinzugefügt,  so  entsteht  die  Reihe 

—  00 

die  wir  nach  Riemann  als  &(\)(v)  bezeichnen.     Es  ist  die  #, -Reihe  Ja- 

ni 
cebi's  (bis  auf  einen  Factor  e  2).  Während  unsere  erste  &-Reihe  die  Eigen- 
schaft hat, 

d(— V)=0(V)> 
ist  hier 

<Kl)(-«0 *({)<». 

Man  erkennt  dies  sofort,  indem  man  n  mit  —  n  vertauscht,  dann  mnss  die  Reihe 
för  #(})(v)  denselben  Werth  geben,  und  es  zeigt  sich,  dass  man  den- 
selben Effect  erhält,  indem  man  v  in  — v  verwandelt  und  mit  eni= — 1 
multipücirt.     Aehnlich  kann  man  die  zwei  anderen  #- Reihen  umformen: 

e~* e^  * (tT  T)  =  2e(n~ T)  *** ("~ ?)  *  =  fr (?) (y). 

Diese  Reihen  sind,  wie  #(t/),  gerade  Functionen  von  v.  Hierdurch  ist  zu- 
gleich bewiesen,  dass 

A  (ni  ,    a\ 

denn  #  (J)  (v)=£-v  #  f v —  J  ist  ungerade ,  also  gleich  Null ,   wenn 

tl=aO. 

In  diesen  Entwickelungen  ist  die  Bezeichnung  der  Querschnitte   den 

Riemann'schen  entgegengesetzt;    wir  können   aber   auch  das  Argument 

«=Cu  der  #  Function  so  bestimmen,  dass  der  Modul  von  v  an  (a)  gleich  ni 

K 
ist;  er  wird  dann  in  (6)  gleich  — **-— ?,   nach    Jaco bi'scher    Bezeichnung 

JtL 

gleich  Igq  und  wir  können  so  zu  der  einen  Jacobfschen  Transformation 
der  0  Functionen  gelangen. 

Noch  andere  Transformationen  werden  dadurch  erlangt,  dass  man 
die  Querschnitte  anders,  als  in  Fig.  3,  legt,  sondern  etwa,  so  wie  die  Taf.  III, 
Fig  8  und  0  zeigen. 

Man  kann  Cso  bestimmen  (in  v=Cu)}  dass 

5  00 

2  fdv~  +  «i,    2   fdv=*  +  Jti, 
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den  Fig.  8  und  9  resp.  entsprechend.  In  beiden  Fällen  kann  man  dann 
auch  die  Moduln  an  dem  andern  Querschnitte  ni  machen  und  erhält  so  die 
6  Transformationen,  die  Rosenhain  in  seiner  gekrönten  Abhandlung  über 
die  4  fach  periodischen  Functionen  mit  erwähnt. 

Die  Ausführung  dieser  Rechnung  würde  hier  zu  weitläufig  sein. 

§.22. 
Den  Schluss  möge  eine  Betrachtung  bilden ,   die  sich  dem  Gedanken 
anschliesst,  den  Riemann  in  §.  20  seiner  Abhandlung  ausführt. 

Wir  haben  bis  jetzt  nur  die  endlich  bleibenden  Integrale,  die  Integrale 
erster  Gattung  betrachtet.  Es  giebt  aber  auch  Integrale  2.  und  3.  Gattung, 
welche  in  Punkten  von  T  unendlich  1.  Ordnung  oder  logarithmisch  unend- 
lich werden. 

Es  bezeichne  u  ein  endlich  bleibendes  Integral  und  zwar  habe  dasselbe 
an  den  Querschnitten  (a)  und  (b)  die  Periodicitätsmodul  a  und  b;  v  sei  ein 

j; 

Integral,  welches  in  Punkten  sizl,  stzt  etc.  unendlich  werde  wie  , 

z  —  zx 

. . .;   der  Einfachheit  wegen  setzen  wir  voraus,  diese  Punkte  seien 


keine  Verzweigungspunkte  und  liegen  im  Endlichen. 

Betrachten  wir  das  durch  die  ganze  Begrenzung  von  7"  ausgedehnte 
Integral : 

u—dz. 
dz 

Die  Querschnitte  mögen  liegen,  wie  Fig.  6  zeigt.    Die  Periodicitatsmoduln 

von  v  seien  an  (a)  und  (b)  resp.  A,  B.     Unser  Integral  ist  identisch  mit 


f- 


s% 


'dz 
durch  die  positiven  Seiten  der  Querschnitte  positiv  erstreckt.     Nun  ist  an 

(«):  w  —  w=a;  (a)  führt  von  (—6)  zu  (+  b)  also:  /  -?dz=:B. 

An  (b)  ist:  u — «=&,  I  —dz=>  —Ay  mithin  der  Betrag  des   ganzen 

Integrales  gleich  aB — bA.  Dasselbe  ist  auch  gleich  der  Summe  der  um 
alle  Punkte  zuzt . . .  genommenen  Integrale.  In  der  Nähe  von  z=z%  schrei- 
ben wir: 

ähnlich  in  zt  etc. ;  dies  ergiebt 

\    dt  dz         ) 

Ui  C  dt 

*«//*. 1  —  *.l  —  A*s 
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so  ist 


k* 


1 

du        ,  1 


=  2    f¥*z~*rii     *  =  -*    fd^dz=-2K 
J  dz  1  J  dz 

1  0 

l 
5  1 


— —  *  ©tc.  mithin: 


K'iB+KA=—}(- — +—  "  •  + 

\yzl.l  —  ziA—ktzl  '       mm 


Är 

Yzt.\  —  ztA—Pzt 

Dies  ist  die  Gleichung,  welche  den  einen  Periodicitätsmodul  des  nicht 
endlich  bleibenden  Integrals  v  von  der  Lage  der  Punkte  abhängig  macht, 
wo  v  =  oo. 

Es  giebt  noch  Integrale  3.  Gattung,  welche  in  gewissen  Punkten  loga- 
rithmisch unendlich  werden.  Die  Logarithmen  algebraischer ,  wie  T  ver- 
zweigter Functionen  sind  specielle  Fälle  solcher  Integrale,  nämlich  solche, 
bei  denen  die  Periodicitätsmoduln  sämmtlich  gleich  Null  gemacht  werden 
können.  Sei  (rational  durch  s  und  z  ausgedrückt,  in  m Punkten  von  T 
unendlich  1.  Ordnung,  also  auch  in  m Punkten  Null  1.  Ordnung;  wird  jeder 
Querschnitt  um  ebensoviel  Null,  als  Unendlichkeitspunkte  herumgeführt,  so 
sind  die  Periodicitätsmoduln  von  lg  £  Null ,  da  lg£  um  diese  Punkte  herum 
um  2*i  resp.  ab-  oder  zunimmt.     Betrachten  wir 

fudlgt 
durch  die  ganze  Begrenzung  von  T  erstreckt;  dasselbe  ist  Null,  wie  man 
durch  dasselbe  Verfahren  findet,  welches  bei  fudv   in   Anwendung   ge- 
bracht wurde.     Das  Integral  ist  aber  auch  gleich  der  Summe  der  Integrale 
um  die  Unendlichkeitspunkte  von  Igt  herum  erstreckt.     Seien  nun 

IT..  17«");     *'...«<»> 
die  Werthe  von  u  in  den  m  Punkten,  wo  £  =  od1,  und   in  den  m  Punkten, 
wo  t=Oi,  so  giebt  dies 

07'  +  ..+  ff(m>  —  u  —  ..  —  t<M)2*i=0, 
die  Summe;  da  f — c  mit  £  gleichzeitig  unendlich  aber  in  den  m Punkten 
Null  wird,  wo  f  den  Werth  c  erlangt,  so  liegt  hierin  ein  neuer  Beweis  für 
das  Abel'sche  Additionstheorem,  auf  elliptische  Integrale  angewendet 

Haben  die  Querschnite  eine  solche  Lage,  dass  lg£  Periodicitätsmoduln 
hat,  die  dann  nothwendig  Vielfache  2 n i  sind  ,  so  erhalten  wir  ,  das  Con- 
gruenzzeichen  im  Sinne  des  §.  20  verstanden, 

V'  +  . .  +  W->  =  u'  +  . .  +  \>S»\ 

Sind  u  ..  «<"■)  die  Werthe  von  u  in   m  Punkten,   wo  f  irgendeinen 
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Werth  c  erlangt,  so  ändert  sich  also  der  Werth  der  Summe  ti'  +  •  .  +  kI") 
sprungweise,  sobald  einige  dieser  Punkte  bei  Aenderung  von  c  die  Quer- 
schnitte überschreiten. 


IX. 

Beiträge  zur  Geschichte  der  Fortschritte  in  der  elektrischen 

Telegraphie. 

Von  Dr.  Eduabd  Zetzsche. 


IV.  Die  Doppeltelegraphie. 

(Erste  Abtheilung). 

Zu  den  fiir  die  Wissenschaft  interessantesten  Partien  der  Telegraphie 
gehört  unstreitig  die  Doppeltelegraphie,  worunter  man  die  gleichsei- 
tige Beförderung  zweier  Telegramme  auf  einem  und  demselben  Drahte  ver- 
steht; der  zur  Lösung  dieser  Aufgabe  aufgewandte  Scharfsinn  aber  macht 
diese  Partie  zugleich  zu  einer  der  lehrreichsten.  Da  zwei  Telegramme 
auf  demselben  Drahte  gleichzeitig  entweder  in  derselben  Richtung  oder  in 
entgegengesetzen  Eichungen  befördert  werden  können ,  so  ist  die  Doppel- 
telegraphie in  zwei  verschiedenen  Weisen  denkbar,  und  man  bezeichnet  sie, 
um  kurz  sein  zu  können,  als  telegraphisches  Doppelsprechen,  wenn 
die  beiden  Telegramme  auf  demselben  Drahte  gleichzeitig  nach  derselben 
Richtung  hin  befördert  werden,  dagegen  als  telegraphisches  Gegen- 
sprechen, wenn  die  Beförderung  der  beiden  Telegramme  nach  entgegen- 
gesetzten Richtungen  hin  erfolgt. 

Bei  dem  telegraphischen  Gegensprechen  scheint  es  zunächst  nöthig, 
dass  man  an  den  beiden  Enden  der  Drahtleitung  elektrische  Batterien  von 
gleicher  Stärke  derart  aufstellt,  dass  sie  mit  demselben  Pole  mit  der  Draht- 
leitung verbunden  sind ,  ihre  Ströme  also  den  Draht  in  entgegengesetzter 
Richtung  durchlaufen;  da  nun  aber  hierbei  unausbleiblich  häufig  beide  Bat- 
terien zugleich  geschlossen  sein  werden,  und  ihre  Ströme  sich  in  diesem 
Falle  im  Drahte  aufheben  müssten,  so  hielt  man  lange  Zeit  das  Gegenspre- 
chen für  unmöglich.  Das  unbehinderte  Durcheinandergehen  der  Lichtwel- 
len nnd  der  Schallwellen  jedoch  und  die  vielseitige  Uebereinstimmung 
zwischen  Eiektricität,  Licht  und  Schall,  besonders  aber  die  Thatsache,  dass 
in  einer  Telegraphenstation  mit  mehreren  einmündenden  Leitungen  doch 
eine  einzige,  allen  Leitungen  gemeinschaftliche  Erdleitung  ausreicht, 
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am  alle  auf  den  verschiedenen  Leitungen  einlangende  Ströme  zur  Erde 
(und  nach  ihrem  Ausgangspunkte  zurück)  zu  führen,  was  eine  Vermischung 
oder  Verschmelzung  der  Ströme  auszuschüessen  schien,  führte  den  damali- 
gen österreichischen  Telegraphendirector  Dr.  Qintl  zu  der  Annahme,  dass 
mehrere  elektrische  Ströme  in  einem  Drahte  vorhanden  sein  könnten,  ohne 
sich  gegenseitig  zu  vernichten  oder  zu  stören ,  womit  zugleich  auch  eine 
Möglichkeit  des  Gegensprechens  gegeben  gewesen  wäre.  Diese  Annahme, 
welche  Dr.  Ointl  durch  mehrere  Versuche  zu  beweisen  suchte  (vergl.  u.  A. 
Sitzungsberichte  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Wien,  Bd.  14 
S.  401  und  daraus  in  Zeitschrift  des  österreichischen  Ingenieur  -  Vereins, 
1855 ,  S.  136  und  in  Zeitschrift  des  deutsch-österreichischen  Telegraphen- 
Vereins,  II.  Jahrg.,  S.  202;  ferner:  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik, 
I.  Jahrg.,  S.  101;  ferner  Dingler,  polytechnisches  Journal,  Bd.  138,  S.  30), 
wurde  von  verschiedenen  Seiten  heftig  bekämpft,  wobei  man  sich  besonders 
auf  das  Ausbleiben  der  chemischen  Wirkung  in  zwei  in  denselben  Schlies- 
sungskreis entgegengesetzt  eingeschalteten  Batterien  und  auf  das  Ausblei- 
ben der  Erwärmung  im  gemeinschaftlichen  Schliessungsdrahte  stützte 
(vergl.  u.  A.  Poggendorff,  Annalen  der  Physik  und  Chemie,  Bd.  98, 
8.  00  und  daraus  in  Zeitschrift  des  Telegraphen  -  Vereins  II,  S.  169;  ferner 
Poggendorff,  Annalen  98,  S.  121  und  Annales  tettgraphiques,  1861,  S.  145 ff.). 
Für  die  Telegraphie  ist  es  von  wenig  Belang,  ob  jene  Annahme  berechtigt 
ist  oder  nicht,  denn  für  diese  (und  wohl  auch  sonst)  liegt  der  Hauptton  bei 
der  ganzen  Streitfrage  nicht  darauf,  was  in  der  eigentlichen ,  gemeinschaft- 
lichen Leitung  geschieht,  sondern  vielmehr  darauf,  wie  sich  in  den  vorhan- 
denen Nebenleitungen  oder  Nebenschliessungen  der  Batterien  die  Vorgänge 
und  besonders  die  Stromstärken  herausstellen ;  und  es  lassen  sich  daher 
auch  die  Erscheinungen  bei  der  Doppeltelegraphie  ebensowohl  erklären, 
wenn  man  die  Möglichkeit  des  gleichzeitigen  Vorhandenseins  mehrerer 
Ströme  in  demselben  Drahte  zugesteht,  als  wenn  man  dieselbe  abläugnet, 
und  die  Möglichkeit  der  Doppeltelegraphie  fällt  und  steht  demnach  um  so 
weniger  zugleich  mit  jener  Annahme ,  als  eben  beim  Doppeltelegraphiren 
die  Vorgänge  in  der  eigentlichen  Drahtleitung  kaum  von  einiger  Wichtig- 
keit sind,  während  vielmehr  das  Gelingen  wesentlich  durch  die  Einrichtung 
der  die  telegraphischen  Zeichen  vermittelnden  Apparate  bedingt  und  von 
den  Vorgängen  in  diesen  abhängig  ist. 

Wenn  nun  aber  trotzdem  und  trotz  vieler  im  Grossen  angestellter  und 
gut  gelungener  Versuche  die  Doppeltelegraphie  sich  bis  jetzt  noch  nicht 
eine  bleibende  Anwendung  in  dem  Betrieb  auf  den  jetzt  so  ausgedehnten 
und  zum  Theil  fast  mit  Telegrammen  überladenen  Telegraphenlinien  zu 
erringen  und  zu  behaupten  vermochte,*)  so  ist  der  Grund  hiervon  vornehm- 


*)  In  Deutschland  wird  meines  Wissens  das  Gegensprechen  höchstens  gelegent- 
lich inin  C  o  llatio  nir  e  n  (d.  h.  sum  gleichseitigen  Zurückgeben  behufs  der  Centrale) 
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lieh  darin  zu  finden,  dass  die  Doppeltelegraphie  dem  eigentlichen  Betriebe 
durchaus  nicht  so  grosse  Vortheile  und  Erleichterungen  zu  gewähren  ver- 
mag, als  man  zu  glauben  geneigt  ist.  Zunächst  ist  es  nämlich  geradezu 
unmöglich,  auf  einem  Drahte  mit  Doppeltelegraphie  so  viel  Telegramme  zu 
befördern,  als  man  auf  zwei  Drähten  bei  einfacher  Telegraphie  in  der  näm- 
lichen Zeit  zu  befördern  vermag;' denn  es  geht  bei  der  Doppeltelegraphie 
bei  Beginn  und  während  der  Correspondenz  durch  Rufen  und  Einstellen 
der  Apparate  um  so  mehr  Zeit  ungenützt  verloren,  je  grösser  die  Schwan- 
kungen in  dem  Widerstände  der  Leitung  in  Folge  ungünstiger  Witterung 
und  dergl.  sind ,  je  häufiger  ein  Wechsel  zwischen  den  mit  einander  cor- 
respondirenden  Stationen  eintritt  und  je  weniger  Oewandheit  und  Ueber- 
blick  die  Beamten  in  Handhabung  der  Apparate  haben,  je  öfter  namentlich 
Zwischenbemerkungen,  Berichtigungen  u.  8.  w.  nothwendig  werden,  wobei 
es  besonders  schwer  ih's  Gewicht  fällt,  dass  der  empfangende  Beamte  kei- 
nen Taster  zur  Verfügung  hat,  um  seinen  Correspondenten  zu  unterbre- 
chen und  eine  Wiederholung  oder  Berichtigung  zu  veranlassen,  dass  er  dies 
vielmehr  nur  kann,  indem  er  zugleich  das  gleichzeitig  von  seiner  eigenen 
Station  abgehende  Telegramm  unterbricht.  Ja,  aus  diesem  Grunde  darf 
man  sich  einen  durchgreifenden  Vortheil  von  der  Anwendung  der  Doppel- 
telegraphie erst  dann  versprechen,  wenn  das  Gegensprechen  und  das  Dop- 
pelsprechen beliebig  mit  einander  verbunden  werden  können«  Was  ferner 
den  Kostenpunkt  anlangt,  so  ist  bei  der  Doppeltelegraphie  der  Aufwand 
für  die  Beamten,  da  mau  für  jedes  Telegramm  doch  stets  einen  aufneh- 
menden und  einen  gebenden  Beamten  haben  muss ,  nicht  nur  nicht  kleiner, 


langer  Telegramme  benutst,  und  zwar  werden  dabei  die  Apparate  so  eingeschaltet, 
dass  sie  das  Telegramm  ohne  Zuthun  eines  Beamten  selbsthätig  zurückgeben.  Viel 
günstiger  lautet  eine  Mittheilung  über  das  Gegensprechen  in  Holland  (in  Annales  Ultgr. 
1863,  8.  271),  wo  es  seit  7  Jahren  täglich  von  früh  bis  Abend  auf  einem  Drahte  zwi- 
schen Amsterdam  und  Rotterdam  mit  vollständigem  Erfolg  angewendet  wird.  Bis 
1801  waren  daselbst  besonders  construirte  Apparate  von  Siemens  &  Hai ske  in 
Gebrauch,  seitdem  der  Druckapparat  vonDigney,  welcher  noch  weit  besser  arbeitet« 
Au  dem  Draht  Amsterdam  -  Brüssel  benutzt  man  ein  express  von  Digney  fr  er  es 
nach  den  Angaben  des  holländischen  Ingenieurs  Wenkehach  construirte*  äusserst 
empfindliches  Relais  mit  4  Spulen,  die  so  angeordnet  sind,  dass  ihre  Armatur  die  Form 
eines  Kreuzes  hat.  Die  Gruppirung  der  Batterie-Elemente  erfordert  besondere  Auf- 
merksamkeit und  ist  von  grosser  Wichtigkeit.  Zunächst  braucht  der  Strom  nicht  viel 
kräftiger  zu  sein ,  als  bei  einfacher  Telegraphie ,  doch  erleichtert  es  die  Regulirang 
der  Relais  und  der  Rheos taten,  wenn  der  Strom  kräftiger  auf  der  Empfangsstation  an- 
kommt. Zweitens  und  hauptsächlich  muss  man  auf  den  Widerstand  der  verwendeten 
Elemente  Acht  haben ,  weil  mit  dessen  Grösse  die  Differenz  der  Stromstärken  bei  den 
verschiedenen,  beim  Gegensprechen  auftretenden  Stromläufen  wächst.  Bisweilen 
muss  man  sogar  die  übrigens  sehr  wichtige  Constanz  der  Batterien  zu  Gunsten  eines 
geringen  Widerstandes  opfern.  Man  befördert  bei  dem  Gegensprechen  6  Telegramme 
in  derselben  Zeit,  in  der  man  bei  einfachem  Telegraphiren  nur  3  befördert. 
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sondern  er  wird  verhältnissmässig  sogar  etwas  grösser,  als  bei  einfacher 
Telegraphie  auf  zwei  Drähten ,  weil  mehr  Zeit  ungenützt  verloren  geht« 
Dadurch  und  durch  die  höheren  Anschaffungs-  und  Reparaturkosten  der 
meist  künstlicheren  oder  selbst  zahlreicheren  Apparate  werden  die  Erspar- 
nisse ans  dem  Wegfalle  eines  Leitungsdrahtes  wenigstens  zum  Theil  wieder 
aufgezehrt.  Endlich  ist  nicht  zu  übersehen,  dass  bei  Anwendung  der 
Doppeltelegraphie  jede  Störung  oder  Unterbrechung  einer  Leitung  auf  den 
regelmässigen  Betrieb  fast  eben  so  störend  einwirkt,  wie  bei  einfacher  Te- 
legraphie die  Störung  und  Unterbrechung  zweier  Leitungen. 

Die  Einschaltung  der  Apparate  zur  Doppeltelegraphie  setzt  nicht  die 
Anwendung  einer  bestimmten  Gattung  von  Empfangsapparaten  voraus, 
lässt  sich  vielmehr  in  der  Regel  ganz  leicht  auf  verschiedene  Gattungen 
derselben  anwenden.  Wenn  daher  im  Nachfolgenden  vorwiegend  von  der 
Einschaltung  zur  Doppeltelegraphie  bei  Benutzung  des  so  ungemein  ver- 
breiteten Mors  eichen  Drucktelegraphen  die  Rede  sein  wird,  so  schliesst 
dies  die  Anwendung  anderer  Empfangsapparate,  besonders  der  Nadeltele- 
graphen, der  chemischen  Telegraphen,  der  Zeiger-  oder  Typendrucktele- 
graphen (vergl.  z.  B.  in  Betreff  des  Typendrucktelegraphen  von  Hughes 
Zeitschrift  für  Ilathematik  und  Physik  V,  S.  309  oder  polytechnisches  Cen- 
tralblatt  1804 ,  S.  1018)  keineswegs  aus.  Wenn  die  zur  Erklärung  der  Ein- 
schaltungsweisen von  mir  gegebenen  Skizzen  von  den  in  den  Originalquel- 
len befindlichen  Abbildungen  vielfach  abzuweichen  scheinen,  so  ist  doch  im 
Wesentlichen  keine  Abweichung  vorhanden,  und  ich  hoffte  durch  eine  mög- 
lichst gleichmäßige  Skizzirung ,  besonders  aber  durch  möglichst  einfache 
und  durchsichtige  Skizzen,  das  Erfassen  des  Wesentlichen  und  eine  Yer- 
gleichung  der  einzelnen  Methoden  nur  um  so  leichter  zu  machen. 

Bevor  ich  an  die  ausführlichere  Beschreibung  der  einzelnen  Einschal- 
tungsweisen für  die  Doppeltelegraphie  gehe,  scheint  es  gut,  einen  Blick 
auf  den  Grundgedanken  und  die  Grunderfordernisse  der  Doppeltelegraphie 
überhaupt  und  der  verschiedenen  Einschaltungsweisen  insbesondere  zu 
werfen.  Während  bei  der  einfachen  Telegraphie  die  Einschaltung  so  ge- 
wählt zu  werden  pflegt,  dass  beim  Fortgeben  eines  Zeichens,  also  beim 
Niederdrücken  des  Tasters  einer  Station  der  zugehörige  Empfangsapparat 
dieser  Station  aus  der  Leitung  ausgeschaltet  ist,  damit  auf  ihm  nicht  unnö- 
thiger  Weise  die  fortgehenden  Zeichen  mit  erscheinen  und  zu  Störungen 
oder  Irrt  hü  mein  Anlass  geben,  reicht  es  bei  der  Doppeltelegraphie  nicht 
aus ,  den  Empfangsapparat  ununterbrochen  in  der  Leitnng  eingeschaltet  zu 
lassen,  sondern  es  ist  ganz  wesentlich  und  unerlässlich  dahin  zu  wirken, 
dass  dennoch  auf  dem  Empfangsapparate  jeder  Station  nur  die  einlangen- 
den, nicht  auch  die  von  der  Station  fortgegebenen  Zeichen  erscheinen,  da- 
mit nicht  beide  sich  vermengen.  Eine  eigenthümliche,  wie  wohl  kaum  zur 
eigentlichen  Doppeltelegraphie  zu  rechnende  Weise,  zwei  Telegramme 
gleichzeitig  auf  demselben  Drahte  zu  befördern,  besteht  darin,  dass   man 
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die  zwischen  den  Zeichen  des  einen  Telegratnmes  notwendigen  Zwischen« 
r&nme ;  in  denen  bei  einfacher  Telegraphie  (beim  Telegraphiren  mit  Ar* 
beitsstrom)  kein  Strom  die  Leitung  durchläuft,  dazn  benutzt,  um  in  ihnen 
die  Zeichen  des  zweiten  Telegrammes  durch  die  Leitung  zu  senden.  Vor- 
schläge der  Art  wurden  zuerst  1851  und  seitdem  wiederholt  gemacht;  weiter 
unten  sollen  sie  ausführlicher  besprochen  werden.  Bei  der  eigentlichen 
Doppeltelegraphie  sind  die  Ströme  für  dasselbe  Telegramm  nicht  an  gewisse 
Zeiten  oder  Pausen  in  dem  andern  gebunden,  sondern  sie  können  zn  jeder 
Zeit  gegeben  werden,  es  können  also  auch  Ströme  beider  Telegramme  zu- 
sammentreffen. Die  erste  Lösung  des  Gegensprechens  stammt  von  Gintl, 
Juli  1853;*)  das  Erscheinen  der  von  einer  Station  ausgehenden  Zeichen 
auf  dem  Empfangsapparate  dieser  Station  ist  dnrch  Anwendung  einer  Aus- 
gleichungsbatterie verhütet.  Aehnliche  Lösungen  gaben 'Ny ström  (De- 
cember  1855)  und  zur  Ned den  (Januar  1855).  Eine  Unterdrückung  der 
eigenen  Zeichen  durch  Zweigströme  der  Linienbatterie  versuchten  Fri- 
schen (März  1854),  Siemens  &  Halske  (Herbst  1854),  Stark  (1855); 
desgl.  E diu nd  (März  1854)  und  Mar on  (1863).  Denselben  Zweck  such- 
ten Kohl  (1862)  mittelst  zweier  Relais,  Schreder  (1860)  durch  Mitwirkung 
einer  Feder  und  Frischen  (1863)  dnrch  Anwendung  zweier  Telegraphir- 
batterien  zu  erreichen.  Auch  die  Aufgabe  des  Doppelsprechens  wurde 
zuerst  von  Gintl  gelöst,  welcher  die  Beschreibung  seiner  Methode  den 
10.  Juli  1855  in  der  Wiener  Akademie  der  Wissenschaften  versiegelt  nieder- 
legte (Zeitschrift  des  Telegraphen  -  Vereins  II,  219;  III,  55),  doch  ist  über 
dieselbe  weiter  nichts  bekannt  geworden.  Noch  in  demselben  Jahre  folg- 
ten Stark  und  Siemens,  welche  3  Ströme  von  verschiedener  Stärke, 
aber  gleicher  Richtung  anwendeten.  Im  October  1855  übergab  Dr.  Bern- 
stein in  Berlin  der  Redaction  der  Zeitschrift  des  Telegraphen- Vereins  die 


*)  Eine  kurze  Notiz  in  der  2.  Ausgabe  von  Moigno's  traitt  de  tilegraphie  elec- 
trique  über  ähnliche ,  schon  im  Jahre  1847  angestellte  Versuche  vonGounelleft 
Brequet  ist  vom  Abbe*  M o i g n o  selbst  später  als  irrig  bezeichnet  worden  (Vergl. 
Zeitschrift  des  Telegraphen- Vereins  II,  S.  82).  Auch  die  im  polytechnischen  Central- 
blatte  1846,  S.  565  aus  Comptes  rendus  XXII,  744  erwähnte  Doppeltelegraphie  gehört 
nicht  hierher,  denn  es  ist  daselbst  die  Rede  von  einer  Beförderung  mehrerer  Tele- 
gramme auf  mehreren  Drähten.  Dasselbe  gilt  von  dem  Vorschlage  von  Professor 
Glos  en er  in  Lüttich,  Comptes  rendus  XXVI,  3C7,  und  von  dem  Vorschlage  des  Italie- 
ners Zantedeschi,  Annales  tetegraphiques  1861,  8.  145.  Wie  nahe  man  übrigens 
schon  früher  der  Erfindung  des  Gegensprechens  war,  zeigt  Siemens  in  Poggendorff, 
Annalen  99,  8.  311.  Aehnlich  verhält  sich's  mit  folgender  Stelle  aus  der  Beschrei- 
bung eines  Patentes,  welches  Edward  High  ton  den  7.  Februar  1850  nahm:  means 
of  emploiing  electricity  of  different  degvees  of  tension  (oid  of  different  periods  of  duration 
are  also  shonm,  so  that  tno  kittds  of  etectric  apparatvs  may  be  connected  to  one  line-mre 
and  one  only  worked,  as  disired.  By  this  means  one  of  the  wires  usually  employed  was  ren- 
dered  unnecessary.  Vergl.  Edw.  Higthon,  the  etectric  t'eiegraphf  8.  95  (London 
1852). 


Von  Dr.  Eduard  Zetzsche.  199 

Beschreibung  einer  Methode  des  Doppelsprechens  und  ging  im  Januar  1856 
vom  Gebranch  gleichgerichteter  Ströme  zn  Strömen  entgegengesetzter  Rieh« 
tnng  über,  anfangs  mit  Benutzung  magnetischer  Relaisanker,  später  ohne 
solche;  nachdem  es  ihm  gelungen,  die  trägen  Punkte  zu  beseitigen,  welche 
bei  diesem  Probleme  beim  Stromwechsel,  beim  Uebergange  des  Mechanis- 
mus der  Relaiskerne  in  den  entgegengesetzten  etc.  einzutreten  pflegen, 
stellte  er  mit  einem  nach  seiner  Methode  construirten  Apparatsysteme  am 
10.  März  185Ö  auf  der  Berliner  Centralstation  Versuche  an,  die  günstig  aus- 
fielen ;  sein  Apparat  gestattet  ohne  Weiteres  vom  Doppelsprechen  zum  Ge- 
gensprechen überzugehen  (Zeitschrift  des  Telegraphen  Vereins  II,  219;  III, 
56).  Ebenfalls  Ströme  von  entgegengesetzter  Richtung  wandten  an: 
Bosscha  (Octoberl855),  Kramer  (Februar  1856),  Seh  red  er  (1860).  So 
wohl  zum  Gegensprechen  als  zum  Doppelsprechen  eignen  sich  die  Appa- 
rate von  Maron  (1863)  und  Schaak  (1863).  Besonders  mannigfaltig  sind 
die  Einrichtung  und  Einschaltung  der  Empfangsapparate  bei  den  verschie- 
denen Methoden  und  diese  geben  daher  oft  erst  charakteristische  Unter- 
schiede der  einzelnen  Methoden. 

I.  Das  telegraphische  Gegensprechen. 
Bei  dem  Gegensprechen  sind  die  beiden  mit  einander  verkehrenden 
Stationen  in  völlig  gleicher  Lage  und  die  Einschaltung  beider  ist  daher  ein- 
ander höchst  ähnlich.  Es  treten  hier  zunächst  drei  verschiedene  Bedingun- 
gen hervor,  unter  denen  die  Stromläufe  und  die  Wirkung  der  Ströme  auf 
die  Apparate  zu  betrachten  sind;  es  wird  nämlich  entweder  kein  Zeichen, 
oder  Mos  ein  Zeichen,  oder  zwei  Zeichen  zugleich  gegeben.  In  Wirklich- 
keit muss  sich  aber  die  Untersuchung  der  Stromläufe  auf  6  verschiedene 
Fälle  erstrecken ,  indem  sich  an  jedem  Taster  3  verschiedene  Lagen  oder 
Stellungen  unterscheiden  lassen ,  welche  wegen  ihres  Einflusses  auf  die 
Stromläufe  für  die  Berurtheilung  der  Stromwirkungen  von  Wichtigkeit  sind. 
Der  metallene  Tasterhebel  wird  nämlich,  wenn  mit  ihm  ein  Zeichen  gege- 
ben werden  soll,  von  einer  bestimmten  Ruhelage  (in  der  die  Aze  des  He- 
bels mit  dem  Ruheoontacte  3  in  leitender  Verbindung  steht)  in  die  Arbeits- 
lage (in  welcher  die  Axe  2  des  Hebels  mit  dem  Amboss  oder  Arheitscon- 
tact  1  leitend  verbunden  ist)  übergeführt  und  hierbei  liegt  er  eine  Zeit  lang 
weder  auf  dem  einen ,  noch  auf  dem  andern  Contacte  auf;  bezeichnen  wir 
diese  letztere  Stellung  des  Tasters  als  Schweben,  so  sind  unter  Aus- 
schluss der  Wiederholungen  folgende  6  Fälle  zu  unterscheiden: 

1.  beide  Taster  ruhen, 

2.  „  „       schweben, 

3.  „  „       arbeiten, 

4.  der  eine  Taster  ruht,  der  andere  schwebt, 

5.  „      „         „  „       ,,        „       arbeitet, 
0.     „      „         „  schwebt,  „        ,,  „ 
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Dem  in  einer  Station  anlangenden  Strome  müssen  also  im  Allgemeinen 
3  verschiedene  Wege  offenstehen,  je  nachdem  der  Taster  dieser  Station 
ruht,  schwebt  oder  arbeitet ,  und  auf  allen  3  Wegen  mnss  er  durch  das  Re- 
lais oder  den  sonstigen  Empfangsapparat  hindurchgehen  und  auf  ihm  das 
einlangende  Zeichen  erscheinen  lassen.  Es  ergiebt  sich  daraus,  dass  die 
Einschaltung  der  Apparate  meist  etwas  verwickelt  werden  wird.  Einfacher 
freilich  gestaltet  sie  sieh ,  wenn  man  die  Erscheinungen  bei  schwebendem 
Taster  ausser  Rechnung  lässt,  was  wegen  des  nicht  augenblicklichen  Auf- 
tretens und  Verschwindens  des  Elektromagnetismus  allenfalls  erlaubt  ist, 
wenn  man  die  Zeit  des  Schwebens  durch  rasches  Spielen  oder  noch  besser 
durch  Anwendung  besonderer  Taster  mit  federnden  Contacten  (wie  sie 
Maron,  Schaack,  Schröder,  Nystrom,  zur  Nedden  construirten) 
möglichst  abkürzt;  sonst  aber  läuft  man  bei  einer  solchen  Einschaltung  Ge- 
fahr, dass  die  einlangenden  Zeichen  durch  das  Spiel  des  eigenen  Tasters 
zerrissen  und  namentlich  Striche  in  Punkte  aufgelöst  werden ,  überhaupt 
verworrene  Schrift  entsteht. 
« 

L    Gegensprecher  von  Gintl;  mit  Ausgleichungibatterie  und  doppelten 

Windungen  im  Beiais. 
Als  der  k.  k.  österreichische  Telegraphendirector  Dr.  Wilhelm  Gintl 
sich  nach  den  oben  erwähnten  Versuchen  davon  überzeugt  hielt,  dass  2  elek- 
trische Ströme  in  entgegengesetzter  Richtung  durch  denselben  Leitungs- 
draht gleichzeitig  und  ungehindert  fortpflanzen  können,  suchte  er  die  ge- 
wonnene Ueberzeugung  zur  Auffindung  einer  Einrichtung  der  Apparate 
zum  Gegensprechen  zu  verwerthen,  wobei  er  sein  Augenmerk  zunächst  auf 
eine  entsprechende  Abänderung  des  Morse'schen  Drucktelegraphen  rich- 
tete. Nachdem  Dr.  Gintl  bereits  in  der  Sitzung  vom  9.  Juni  1853  der 
mathematisch -physikalischen  Klasse  der  k.  Akademie  der  Wissenschaften 
zu  Wien  eine  Mittheilung  über  diesen  Gegenstand  gemacht  hatte  (Zeitschrift 
des  Telegraphen- Vereins  I,  304),  stellte  er  mit  dem  gleich  zu  beschreiben- 
den Apparate  im  Juli  1853  auf  der  österreichischen  Staats-Telegraphenlinie 
zwischen  Wien  und  Prag  Versuche  an  (Zeitschr.  d.  Tel.-  Ver.  II,  28  u.  84; 

polytechn.  Centralbl. 
J- r  1853,  S.  1473  und  dar- 

aus in  Dingler's 
Journal  131,  S.  191), 
welche  auch  ziemlich 
befriedigend  ausfie- 
len. Das  Relais  wurde 
dabei  gegen  den  abge- 
henden Strom  der  Li- 
nien-     ' 
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Fig.  I. 


oder  Telegraphirbatterie  B  (Fig.  l)   dadurch  unempfindlich  gemacht, 
dass  mit  diesem  Strome  zugleich  ein  Strom  der  Ausgleichungsbatterie  Ä%  aber 
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in  entgegengesetzter  Richtung  durch  das  Relais  gesendet  wird.    Jedes  Re- 
lais R  besitzt  zu  dem  Zwecke  zwei  von  einander  unabhängige  Drahtum- 
wickelungen, von  denen  die  innere  wie  gewöhnlich  mit  der  Linienbatterie 
und  Linienleitung  verbunden  ist ,   die  darüber  gewickelte ,  aus  stärkerem 
Drahte  bestehende,  dagegen  in  den  Kreis  der  Ausgleichungsbatterie  so  ein- 
geschaltet ist,  dass  die  Ströme  beider  Batterien  beim  gleichzeitigen  Schlüsse 
derselben  in  gleicher  Stärke ,  aber  in  entgegengesetztem  Sinne  den  Kern 
des  Elektromagnetes  des  Relais  umkreisen,   eine  genau •  entgegengesetzte 
magnetisirende  Wirkung  auf  denselben  ausüben,  sich  also  in  ihren  Wirkun- 
gen aufheben.     Um  die  Linien  und  Ausgleichungsbatterie  stets  gleichzeitig 
zu  schliessen  und  zu  öffnen,  wird  ein  Doppeltaster  angewandt,  bestehend 
aus  zwei  gewöhnlichen  neben  einander  befindlichen,  aber  von  einander  iso- 
lirten  Hebeln ,  welche  durch   einen  isolirenden  Knopf  gleichzeitig  nieder- 
gedrückt werden,  wofür  Dr.  Gintl  später  besser  einen  aus  2  von  einander 
isolirten  Theilen  bestehenden  Hebel  wählte  (Zeitschr.  d.  Tel.- Ver.  II ,  26). 
In  Bezug  auf  Fig.  1  genügt  es  hervorzuheben ,  dass  bei  ruhendem  Taster 
Punkt  2  und  3  mit  einander  leitend  verbunden ,  Punkt  1,4,5  isolirt   sind ; 
bei  schwebendem  Taster  ist  keiner  der  5  Punkte  mit  dem  andern  leitend 
verbunden ;  bei  arbeitendem  Taster  endlich  ist  blos  3  isolirt,  während  1  mit 
2  und  4  mit  5  in  leitender  Verbindung  stehen.     So  lange  nun  beide  Taster 
ruhen,  ist  keine  der  4  Batterien  geschlossen,  also  nirgends  ein  Strom  vorhan- 
den.   Wird  dagegen  auf  einer  Station  z.  B.  I  der  Doppeltaster  T  niederge- 
drückt ,  so  wird  die  Linien-  und  die  Ausgleichungsbatterie  gleichzeitig  ge- 
schlossen ;  der  Strom  der  Linienbatterie  B  geht  durch  1  und  2  und  durch 
die  inneren  Windungen  des  Relais,  in  II  durch  3  und  2  des  Tasters  zur  Erde  und 
nach  I  zurück ;  da  aber  in  I  gleichzeitig  der  Strom  der  Ausgleichungsbatte- 
rie in  entgegengesetzter  Richtung  durch  die  äussere  Umwindung  des  Relais 
geleitet  wird,  so  entsteht  in  diesem  Relais  kein  Magnetismus  und  der  Re- 
laishebel bleibt  in  Ruhe;  auf  der  Station  II  dagegen  findet  der  ankommende 
Strom  im  Relais  keine  solche  Ausgleichung  und  setzt  letzteres  in  gewöhn- 
licher Weise  in  Thätigkeit.    Wird  nun  auch  in  Station  H  der  Doppeltaster 
niedergedrückt,  so  gleichen  sich,  nach  Gintl's  Ansicht,  auch  hier  im  Relais 
der  Strom  der  Linien-  und  der  Ausgleichungsbatterie  aus,  und  es  bleibt  nur 
der  von  I  herkommende  Strom  wirksam,  in  I  dagegen,  wo  zeither  das  Re- 
lais durch  das  Tasterdrücken  daselbst  nicht  bewegt  wurde,  wirkt  jetzt  allein 
der  von  II  herkommende  Linienstrom  und  es  erscheinen  somit  in  I  und  II 
gleichzeitig  Zeichen.     Es  ist  hierbei  ganz  gleich ,  welche  Pole  der  Linien- 
batterie an  die  Leitung  eingeschaltet  werden,  wenn  nur  der  Strom  der  Aus- 
gleichungsbatterie dem  der  zugehörigen  Linienbatterie  gleich ,  aber  entge- 
gengerichtet ist.     In  dem  Falle ,  wo  die  Telegraphirbatterien  auf  beiden 
Stationen  mit  entgegengesetzten  Polen  an  die  Taster  geführt  sind ,  ist  die 
vorstehende  Erklärung  die  einzige  zulässige,   indem  die  gleich  gerichteten 
Linienströme  sich  summiren.     Sind  dagegen  beide  Batterien  mit  dem  näm- 

Zeilschrlft  für  Mathematik  n.  Physik.  X,  3.  14 
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liehen  Pole  an  den  Taster  geführt,  so  kann  man  die  Erklärung  anch  noch 
anders  geben.  Stellt  man  nämlich  das  Vorhandensein  zweier  entgegenge- 
setzter Ströme  in  der  Leitung  in  Abrede ,  so  hat  man  in  der  Leitung,  wenn 
beide  Taster  niedergedrückt  sind ,  gar  keinen  Strom  als  vorhanden  anzu- 
nehmen ,  und  dann  bringen  die  Ströme  der  beiden  Ausgleichungsbatterien 
auf  den  beiden  Relais  die  Zeichen  hervor.  Hält  man  dabei  in  I  den  Taster 
niedergedrückt  (giebt  einen  Strich)  und  spielt  währenddem  mit  dem  Taster 
in  II  (giebt  Punkte) ,  so  erscheinen  die  Punkte  durch  die  Ausgleichungs- 
batterie in  II,  das  Erscheinen  des  Striches  aber  bewirkt  abwechselnd  der 
Telegraphirstrom  von  II  und  der  Ausgleichungsstrom  von  I. 

Weil  nun  aber  der  Linienstrom  häufig  Veränderungen  unterliegt  und 
weil  die  Ausgleichungsbatterie  wegen  des  geringeren  Widerstandes  schnel- 
ler an  Stärke  abnimmt,  als  die  Linienbatterie,  so  wird  die  Ausgleichung  der 
Stromwirkungen  im  Relais  nie  auf  die  Dauer  vollständig  erfolgen  und  dies 
leicht  zu  Störungen  beim  Qegensprechen  Anlass  geben  oder  eine  häufige 
Regulirung  der  Stromstärke  der  Ausgleichungsbatterie  nöthig  machen.  Die- 
ser Umstand  veranlasste  den  Dr.  Ointl  den  elektrochemischen  Schreibap- 
parat hierbei  anzuwenden,  mit  welchem  auch  in  der  That  ein  günstigerer 
Erfolg  erzielt  wurde,  weil  die  Erfahrung  gelehrt  hat,  dass  auch  bei  ziem- 
lich verschiedener  Stromstärke  der  Linien-  und  der  Ausgleichungsbatterie 
dennoch  deren  Ströme  bei  ihrem  gleichzeitigen  Durchgange  durch  den 
feuchten,  chemisch  -  präparirten  Papierstreifen  sich  bei  entgegengesetzter 
Richtung  rücksichtlich  der  chemischen  Wirkungen  sich  aufheben.  Bei  An- 
wendung des  chemischen  Schreibapparates  fällt  na- 

__, L       türlich,  wie  Fig.  2  zeigt,  das  Relais  mit  seinen  2  Win-. 

s^^\P  düngen  ganz  weg  und  die  Ausgleichung  tritt  betref- 

fenden Falles  in  dem  Papierstreifen  p  selbst  ein.  Eine 
ausführlichere  Beschreibung  der  Einrichtung  für  den 
I  chemischen  Apparat  und  der  Vorgänge  an  diesem  fin- 

rj?         det  sich  in  der  Zeitschrift  des  österreichischen  Inge- 
Fig.  2.  nieur-  Vereins  1865,  S.  142  aus  dem  14.  Bde.  der  Sitzungs- 

berichte der  k.  Akademie,  ferner  in  der  Zeitschr.  des 
Tel.- Ver.  II,  25  und  auch  in  der  Zeitsehr.  f.  Mathem.  u.  Phys.  I,  S.  10S.  Die 
Batterien  der  beiden  Stationen  können  auch  hierbei  mit  gleichen  oder  mit 
entgegengesetzten  Polen  an  den  Taster  geführt  werden  (Zeitschr.  d.  österr. 
Ing.-Ver.  1856,  S.  251).  Doch  muss  man  bei  der  Einschaltung  seine  Auf- 
merksamkeit darauf  richten,  dass  die  Zeichen  auf  der  obern  Seite  des  Pa- 
pierstreifens erscheinen.  Zur  bessern  Regulirung  der  Stärke  der  Ausglei- 
chungsbatterie schaltete  Gintl  in  deren  Stromkreis  noch  einen  Rheostat 
von  sehr  zweckmässiger  Einrichtung  (Zeitschr.  d.  Tel.- Ver.  II,  27)  ein,  welcher 
zugleich  den  ankommenden  Strom  nöthigen  sollte,  seinen  Weg  durch  den  Pa- 
pierstreifen zu  nehmen,  und  deshalb  muss  durch  den  Rheostat  ein  Widerstand 
eingeschaltet  werdon,  welcher  merklich  grösser  ist,  als  der  des  Papierstreifens. 
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Da  der  elektrochemische  Schreibapparat  kein  hörbares  Zeichen  giebt, 
so  mußs  durch  eine  Weckvorrichtung  der  Beginn  des  Telegraphirens  ange- 
zeigt werden ;  dazu  dient  eine  in  den  Kreis  des  Linienstroms  eingeschaltete, 
während  des  Telegraphirens  selbst  aber  auszuschaltende  Bussole,  deren 
Nadel  den  Kreis  einer  Localbatterie  schliesst ,  worauf  der  Strom  derselben 
einen  elektromagnetischen  Wecker  durchläuft 

Mit  dem  chemischen  Apparate  stellte  Gintl  am  15.  October  1854  auf 
der  Linie  zwischen  Wien  und  Linz  Gegensprechversuche  an  und  dabei 
wurde  ein  Telegramm  von  mehr  als  80  Worten  anstandslos  von  Linz  nach 
Wien  telegraphirt  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  II,  29). 

Die  vorstehend  besprochenen  Einschaltungsweisen  leiden  an  dem 
grossen  Uebelstande ,  dass ,  während  der  eine  Taster  schwebt ,  der  Strom 
der  andern  Station  gänzlich  unterbrochen  wird,  wodurch  anlangende  Striche 
zerrissen  und  in  Punkte  aufgelöst  werden  können.  Zur  Beseitigung  dieses 
Uebelstandes  schlug  Gintl  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  II,  136)  für  den  chemi- 
schen Schreibapparat  vor,  die  beiden  Punkte  1  und  2  des  Tasters 
leitend  mit  einander  zu  verbinden,  wodurch  dem  ankommenden 
Strome  auch  bei  schwebendem  Taster  bereits  der  Weg  durch  die  Telegra- 
phirbatterie  B  geöffnet  wird.  Freilich  wird  dadurch  zugleich  bei  ruhendem 
Taster  ein  kurzer  Schluss  der  zugehörigen  Telegraphirbatterie  B  herbei- 
geführt, weshalb  die  Batterie  ausgeschaltet  werden  muss,  sobald  man  auf- 
hört zu  telegraphiren ;  ausserdem  wird  bei  ruhendem  Taster  natürlich  auch 
ein  schwacher  Zweigstrom  in  die  Leitung  entsendet.  Dieselbe  Einschal- 
tung des  Tasters  kann  auch  beim  Gegensprechen  mit  dem  Morse  Anwen- 
dung finden. 

Endlich  überzeugte  sich  Gintl  durch  Versuche,  dass  man  die  Aus- 
gleichungsbatterien bei  Anwendung  des  chemischen  Schreibapparates  ohne 
jede  andere  Aenderung  der  Einschaltung  ganz  weglassen  könne  (Zeitschr. 
d.  TeL-Ver.  II,  137),  wenn  man  nur  den  Widerstand  des  Rheostaten  so  re- 
gelt, dass  beim  eigenen  Zeichengeben  der  Haupttheil  des  Linienstromes 
durch  den  Rheostat  in  die  Leitung  und  nur  ein  so  schwacher  Theilstrom 
durch  den  Empfangsapparat  geht,  dass  er  auf  dem  Papierstreifen  kein 
wahrnehmbares  Zeichen  hervorzubringen  vermag,  welches  jedoch  alsobald 
zum  Vorschein  kommt ,  wenn  der  von  der  andern  Station  kommende  elek- 
trische Strom  einen  gleichen  Theil  zu  jenem  Theilstrome  liefert,  so  dass 
die  Summe  beider  Theilstrome  ein  Zeichen  auf  dem  Papierstreifen  erzeugt, 
welches  dem  von  der  andern  Station  gegebenen  Zeichen  entspricht. 

Eine  Erläuterung  der  Vorgänge  beim  chemischen  Apparate  nach 
Massgabe  des  von  Kirchhof  auf  den  vorliegenden  Fall  angewendeten 
Ohm'schen  Gesetzes  findet  sich  in  Dub,  Anwendung  des  Elektro- 
magnetismus (Berlin  1863)  8.  462  aus  Poggendorffs  Annalen  98, 
S.  122. 
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2.    Gegensprecher  von  Hy ström;  mit  Ausgleichungsbatterie  und 
1  Beiais  mit  einfacher  ümwindnng. 
Der  Telegraphenstations-Director  C.  A.  Ny ström   in  Oerebro  in 
Schweden  beschrieb*)   im  December  1855  (Di n gl er's  Journal  138,  S.  409) 
einen  dem  Gintl'schen  ähnlichen,  aber  im  Relais 
nur  eine  einfache  Windung  enthaltenden  Gegen- 
sprecher, bei  welchem  die  Einschaltung  nach  Fig.  3 
erfolgt.     Auch  hier  findet  der  ankommende  Strom 
auf  der  Empfangsstation  „keinen  Weg  zur  Erde, 
während  der  Taster  dieser  Station  schwebt.   Ny- 
ström  gab  daher  dem  Taster  eine  besondere,  ans 
Fig.  4  ersichtliche  Einrichtung,  um  diesen  Uebel- 
stand  zu  beseitigen.    Wird  der  Tasterhebel  nieder- 
gedrückt, so  drückt  er  das  kürzere  Ende  des  um 

c  drehbaren  He- 
bels auf  denCon- 
tact  d ,  während 
die  Berührung 
am  längeren  Ar- 
me dieses  Hebels 
bei  a  aufgehoben 
wird ;  dadurch 
wird  die  Linien- 
batterie B  ge- 
schlossen und  sendet  ihren  Strom  über  d  und  c  nach  m,  durch  das  Relais  R 
und  von  n  in  die  Linie.  Gleichzeitig  wird  aber  auch  die  Ausgleichungs- 
batterie A  geschlossen ,  indem  sich  der  durch  das  Einsetzstück  t  isolirte 
Stift  e  an  die  durch  2  Stellschrauben  regulirte  Feder  f  anlegt;  auch  diese 
Batterie  sendet  ihren  Strom  durch  das  Relais ,  aber  in  entgegengesetztem 
Sinne.  Um  die  magnetisirende  Wirkung  beider  auszugleichen,  ist  der  Wi- 
derstand W  in  den  Kreis  der  Ausgleichungsbatterie  eingeschaltet;  dieser 
Widerstand  soll  zugleich  bewirken ,  dass  bei  niedergedrücktem  Taster  der 
ankommende  Strom  nicht  seinen  Weg  durch  W  und  A  nach  m  nimmt  und  so 
das  Relais  unigeht.  Die  Vorgänge  bei  diesem  Gegensprecher  sind  ganz  ähn- 
lich wie  bei  dem  Gintl'schen;  desgleichen  die  Mängel. 

3.    Gegensprecher  von  zur  Nedden;  mit  Zweigströmen  und  1  Beiais 
mit  einfachen  Windungen. 
In  einem  bereits  im  Januar  1855  niedergeschriebenen  und  im  19.  Hefte 


*)  Nystrom  theilt  zugleich  mit,  dass  in  Schweden  ausser  Professor  £  dl  und 
auch  die  Herren  Telegraphencommissair  Rhen  und  Telegraphenaccessist  N  äs  man 
in  Ußsala  eine  Einrichtung  zum  Gegensprechen  ersonnen  und  ein  Patent  darauf  ge- 
nommen hätten. 
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des  Dingler'schen  Journals  vom  Jahre  1855  veröffentlichten  Artikel  giebt 
Dr.  zurNedden  auf  S.  84  eine  Einschaltungsweise  für  Morseapparate  an, 
welche  mit  der  von  Dr.  Gintl  in  einer  vom  Mai  1855  datirten  Mittheilung 
(Zeitschr.  d.  Tel.  -  Ver.  II,  137)  als  für  den  chemischen  Schreibapparat  zu- 
lässig bezeichneten  Ein- 
schaltung  (ohne  Ansglei-  *  L     n 

cbong8batterie)  dem  Wesen 
nach  nahe  zusammenfällt. 
Wird  bei  dieser  Einschal- 
tung (Fig.  5)  der  Wider- 
stand W  grösser ,  als  der 
Widerstand  der  Luftlei- 
tung L  gewählt,  so  wird,  Fig.  5. 
wenn    blos    eine    Station 

spricht,  von  dem  Strom  der  Telegraph irbatterie  auf  der  gebenden  Station 
nnr  ein  schwacher  Theilstrom  durch  das  Relais  gehen,  und  dessen  Wirkung 
kann  hier  durch  eine  entsprechend  gespannte  Feder  aufgehoben  werden ; 
der  stärkere  Zweigstrom  geht  durch  die  Luftleitung  nach  der  Empfangs- 
station und  daselbst  bei  ruhendem  Taster  durch  das  Relais;  wenn  dagegen 
der  Taster  der  Empfangsstation  schwebt,  so  wird  der  stärkere  Zweigstrom 
durch  das  Relais  der  gebenden  Station  und  nur  der  schwächere  in  die  Luft- 
leitung L  gehen ,  und  es  würde  zwar  nichts  schaden ,  wenn  in  Folge  dessen 
das  Relais  der  gebenden  Station  bereits  anspräche,  wohl  aber,  wenn  dabei 
das  Relais  der  Empfangsstation  aussetzt,  was  zu  befürchten  ist  und  was 
den  Vortheil  aufheben  würde ,  dass  bei  schwebendem  Taster  dem  ankom- 
menden Strome  noch  ein  Weg  zur  Erde  bleibt.  Sind  beide  Taster  nieder- 
gedrückt, so  heben  sich  die  Zweigströme  beider  Batterien  in  L  auf  und  die 
Zweigströme  durch*  W  und  R  müssen  auf  beiden  Stationen  die  Relais  an- 
sprechen lassen,  wenn  die  in  Rede  6tehende  Einschaltung  zum  Gegenspre- 
chen geeignet  sein  soll.  Die  von  einer  Station  ausgehenden  Zeichen,  z.  B. 
ein  langer  Strich,  würden  dabei  auf  der  andern  Station,  wenn  letztere 
gleichzeitig  spricht,  abwechselnd  von  dem  ankom- 
menden Strome  der  ersten  und  von  dem  Zweigstrome 
der  zweiten  Station  hervorgebracht  werden ,  was 
aber  keinen  Nachtheil  bringt,  da  beide  Ströme  das 
Relais  in  gleichem  Sinne  durchlaufen. 

Ebendaselbst  S.  36 — 39  bespricht  zurNedden 
noch  eine  andere ,  in  Fig.  6  skizzirte  Anordnung,  bei 
welcher  2  (hufeisenförmige)  Elektromagnete  auf  zwei 
Anker  am  Relaishebel  wirken,  welche  zu  beiden  Sei- 
ten der  Ankeraxe  in  gleichen  Abständen  von  dieser  angebracht  sind ;  an 
dem  einen  dieser  Elektromagnete  wird  in  gewissen  Fällen  nur  der  eine 
Schenkel  vom  Strome  durchkreist. 


Fig.  0. 
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4.    Gegenspreoher  von  Frischen  und  Siemens  -  Halke;  mit  Zweig- 
strömen   bei    gleiohen   Windnngsxahlen.      Abänderung    desselben   Ton 

Stark. 
Durch  die  ersten  Versuche  des  Dr.  Gintl  auf  der  Linie  Wien -Prag 
wurde  der  damalige  Telegraphen-Ingenieur  C.  Frischen  in  Hannover  zu 
Versuchen  über  denselben  Gegenstand  veranlasst  und  fand  im  März  1854 
einen  Gegensprecher,  dessen  Brauchbarkeit  er  am  26.  Mai  1854  auf  der 
Linie  zwischenHannover  undGöttingen  nachwies  (Zeitschr.d.TeL- Ver.II,85) ; 
andere  Versuche,  welche  Frischen,  nachdem  er  seine  Erfindung  an 
New  all  &  Gordon  in  London  verkauft  hatte  (polytechn.  Centralbl.  1855, 
8.  567,  aus  der  Zeitschrift  des  Architekten-  und  Ingenieur- Vereins  für  Han- 
nover 1855,  S.  142),  mit  diesem  Gegensprecher  im  Januar  1855  in  Sunder- 
land  in  England  anstellte,  waren  eben  so  befriedigend.  Ebenso  wurden 
Werner  Siemens  und  Halske  in  Berlin  durch  die  späteren  Versuche 
Gintl's  auf  der  Linie  Wien-Linz  zur  Aufsuchung  einer  Gegensprech -Vor- 
richtung angeregt,  und  im  November  1854  war  ihr  Apparat  im  Zimmer 
in  Thätigkeit*)  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  II,  85;  Poggendorffs  Annalen 
08,  S.  125).  Sowohl  Frischen,  als  Siemens  &  Halske  wendeten  keine 
Ausgleichungsbatterie  an ,  sondern  suchten  die  Ausgleichung  des  abgehen- 
den Stromes  im  eigenen  Relais  durch  einen  Zweig  dieses  Stromes  selbst  zu 
erreichen.  Dem  Wesen  nach  waren  die  Methoden  beider  übereinstimmend 
und  nur  in  weniger  wesentlichen  Punkten  von  einander  abweichend ,  wes- 
halb diese  3  Herren  bald  ihre  Interessen  in  dieser  Angelegenheit  verschmol- 
zen. Die  Einschaltung  sieht  etwas  anders  aus ,  je  nachdem  man  ein  ge- 
wöhnliches Beiais  mit  besonderem,  unmagnetischen  Anker  benutzt  oder  das 
Beiais  von  Siemens  &  H  a  1  s  k  e ,  bei  welchem  die  Kerne  des  Elektro- 
magnetes  mit  flügelformigen  Ansätzen  versehen  sind ,  und  der  eine  Kern 


*)  Dagegen  theilt  Werner  Siemens  in  Poggendorffs  Annalen  98,  8.  115 
mit,  das s  er  sich  bereits  im  Jahre  1849  in  Gemeinschaft  mit  Halske  mit  der  Lösung 
der  Aufgabe  beschäftigt  habe ,  durch  telegraphische  Leiter  eine  die  Zahl  der  Drähte 
übersteigende  Zahl  gleichzeitiger  Telegramme  zu  befördern.  Sie  gingen  dabei  von 
folgenden  Betrachtungen  aus :  Wenn  man  das  Ende  jedes  Leitungsdrahtes  mit  dem 
Ende  aller  übrigen  Drähte  duroh  ein  telegraphisches  Instrument  mit  zugehöriger  Bat- 
terie verbindet,  so  kann  man  J»  (n  —  1)  solcher  Telegraphenapparate  auf  jeder  Seite 
der  die  Stationen  I  und  II  verbindenden  n  Leitungsdrähte  aufstellen.  Schaltet  man 
nun  mit  einem  der  eingeschalteten  Apparate  die  zugehörige  Batterie  zwischen  die  be- 
treffenden Drähte  ein,  so  werden  alle  vorhandenen  Leitungsdrähte  und  Apparate  von 
-einem  mehr  oder  weniger  starken  Strome  durchlaufen.  Die  Aufgabe  war  nun,  durch 
passend  gewählte  Widerstände ,  locale  Nebenschliessungen  und  zweckmässige  Con- 
struction  der  Apparate  den  durch  den  homologen  Apparat  der  andern  Station  gehen- 
den Strom  möglichst  stark  und  wirksam ,  die  durch  die  andern  Apparate  laufenden 
Ströme  dagegen  entweder  sehr  schwach  zu  machen  oder  ihre  Wirkung  ganz  oder  doch 
grösstenteils  zu  compensiren.  Siemens  &  Halske  nahmen  zwar  den  23.  October 
1849  in  England  ein  Patent,  überzeugten  sich  aber  bald  von  der  Schwierigkeit  der 
Lösung  bei  einer  grössern  Zahl  von  Drähten. 
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mit  seinen  Ansätzen  den  Ankerhebel  bildet  (vergl.  Zeitschr.  f.  Mathem.  u. 
Phys.  VI,  S.  380). 


R 


A.  Bei  Anwen- 
dung eines  gewöhnli- 
chen Relais  erfolgt 
die  Einschaltung  nach 
Fig.  7.  Die  beiden  um 
dieRelaisschenkel  ge- 
führten Drahtumwi- 
ckelangen bestehen  Fig.  7 
aus    gleich    starkem 

Draht,  enthalten  gleich  viel  Windungen  und  sind  an  dem  einen  Ende  unter 
einander  und  mit  der  Axe  2  des  Tasterhebels  verbunden ,  während  das 
zweite  Ende  der  einen  Umwickelung  mit  der  Luftleitung,  das  zweite  Ende 
der  andern  durch  einen  Rheostat  W  mit  der  Erdleitung  E  in  leitender  Ver- 
bindung steht;  der  Buhepunkt  3  des  Tasters  T  ist  mit  der  Erde,  der  Arbeits - 
contact  1  auf  beiden  Stationen  mit  demselben  Batteriepol  in  Verbindung  ge- 
setzt, während  beiderseits  derselbe  zweite  Pol  der  Batterie  mit  der  Erde 
verbunden  ist.  Der  Widerstand  W  ist  so  gewählt ,  dass  der  Strom  in  der 
TT  enthaltenden  Local -Zweigleitung  einen  eben  so  grossen  Widerstand  fin- 
det, als  in  der  die  Luftleitung  und  die  äussere  Umwickelung  des  Relais  der 
andern  Station  enthaltenden  andern  Zweigleitung.  So  lange  nun  beide 
Taster  ruhen  oder  schweben,  ist  in  der  Leitung  und  den  beiden  Stationen 
nirgends  ein  Strom  vorhanden.  Wird  ein  Taster  auf  den  Arbeitscontact 
niedergedrückt,  während  der  Taster  der  andern  Station  ruht,  so  theilt  sich 
wegen  der  vorausgesetzten  Gleichheit  der  Widerstände  in  den  beiden  Zweig- 
leitungen der  abgehende  Strom  auf  der  gebenden  Station  in  zwei  gleich- 
starke Zweigströme,  deren  jeder  eine  Umwickelung  des  Relais  der  gebenden 
Station  durchläuft,  aber  in  entgegengesetzter  Richtung,  weshalb  dieses  Re- 
lais kein  Zeichen  giebt;  auf  der  Empfangsstation  dagegen  geht  der  Strom 
zum  allergrössten  Theile  blos  durch  die  äusseren  Relaiswindungen  und 
durch  den  Taster  zur  Erde ,  weshalb  hier  auf  dem  Relais  das  Zeichen  er- 
scheint. Wird  nun  aber  auf  der  zweiten  Station  der  Taster  ebenfalls  nie- 
dergedrückt, so  kommt  er  zunächst  zum  Schweben  und  dadurch  muss  der 
Strom  auf  der  zweiten  Station  jetzt  auch  die  inneren  Windungen  des  Relais 
und  den  Widerstand  W durchlaufen,  um  zur  Erde  zu  gelangen;  die  jetzt 
vorhandenen  beiden  Zweigströme  sind  wegen  der  Verschiedenheit  der  Wi- 
derstände in  ihren  Leitungen  offenbar  nicht  mehr  gleich ,  sondern  der  die 
Luftleitung  durchströmende  der  kleinere,  weshalb  auf  der  gebenden  Station 
im  Relais  der  Loealzweigstrom  den  andern  überwiegt  und  das  Relais  bereits 
anspricht,  sofern  die  Relaisfeder  nicht  zu  stark  gespannt  ist;  auf  der  Em- 
pfangsstation dagegen  erseheint  wieder  das  Zeichen,  weil  der  Strom  im 
Relais  zwar  jetzt  schwächer  ist,  als  bei  ruhendem  Taster,  dafür  aber  beide 
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Windungen  in  derselben  Richtung  durchläuft.  Wenn  endlich  beide  Taster 
zugleich  arbeiten,  so  erscheinen  auf  beiden  Stationen  die  Zeichen ,  hervor- 
gebracht durch  die  localen  Zweigströme  in  den  inneren  Umwickelungen 
des  Relais.  Fig.  36  auf  Taf.  VII  des  1.  Jahrg.  d.  Zeitschr.  f.  Mathem.  u. 
Phys.  zeigt  die  Einschaltung  für  den  Fall,  wo  diese  Methode  zum  Collatio- 
niren  angewendet  werden  soll. 

Bei  dieser  Methode  (sagt  Frischen  in  der  Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  IX, 
S.  250)  haben  die  Nebenschliessungen  der  Luftleitung  keinen  Einfluss,  we- 
nigstens in  keinem   höheren  Grade   als  bei    einfacher  Telegraphie.     Nur 
unter  dem  Einflüsse  der  raschen  Veränderlichkeit  in  der  Grösse  der 
Nebenschliessungen  der  Leitungen  haben  unsere  Methoden  mit  allen  übri- 
gen gemeinsam  zu  leiden,  und  zwar  ist  dieser  Einfluss  grösser  als  beim  ein- 
fachen Apparat.     Durch  die  Veränderlichkeit  der  Nebenschliessungen  wird 
der  Widerstand  in  der  Leitung  verändert,  und  es  findet  mithin  in  den  beiden 
Relaisumwickelungen  keine  vollständige  Ausgleichung  mehr  statt  und  es 
muss  zur  Erreichung  derselben  der  Widerstand  in  der  Nebenleitung  ent- 
sprechend geändert  werden.     Tritt  die  Veränderung  der  Nebenschliessung 
wiederholt  und  rasch  nacheinander  ein ,  so  wird   dadurch  nicht  allein  die 
Handhabung  des  Gegensprechers  erschwert,  sondern   auch  dessen  Sicher- 
heit beeinträchtigt,  nnd  es  wird  der  Gegensprecher  auf  Linien,  deren  Ne- 
benschliessungen z.  B.  durch  Witterungswechsel  etc.  sehr  stark  verändert 
werden,  nie  mit  Vortheil  anzuwenden  sein.    Da  indessen  kleinere  Differen- 
zen sich  in  keiner  Leitung  vermeiden  lassen,  so  wird  es  sich  empfehlen,  die 
Relais  unter  Bezugnahme  für  den  abgehenden  Strom  nicht  zu  empfindlich 
zu  wählen ,   denn  da  jede  geringe  Veränderung   des  Widerstandes  in  der 
Hauptleitung  eine  entsprechende  Veränderung  des  abgehenden  Stromes  in 
jeder  Relaisumwickelung  zur  Folge  hat,  so  wächst  der  störende  Einfluss 
mit  der  Anzahl  der  Windungen,  die  in  der  Hauptleitung  liegen,  und  es  er- 
hellt daraus,  dass  das  Stark'sche  modificirte  Relais  (siehe  4.,  C.)  auch  in 
dieser  Beziehung  nicht  zu  empfehlen  ist.     Der  störende  Einfluss  der  Ver- 
änderlichkeit der  Nebenschliessungen  —  geringe  Schwankungen  innerhalb 
gewisser  Grenzen  ausser  Acht  gelassen  —  äussert  sich  beim  Gegensprechen 
in  der  Weise ,  dass ,  wenn  die  Relaisbewegungen  beim  einfachen  Arbeiten 
exact  sind,  dieses  nicht  mehr  der  Fall  ist,  wenn  die  empfangende  Station 
auch  gleichzeitig  Strom  absendet,  und  so  entsteht  beim  Gegensprechen  leicht 
verworrene  Schrift.      Eine  Relaisregulirnng  kann  nur  in   beschränktem 
Maasse  dem  Uebelstande  abhelfen  und  nur  eine  stetige  entsprechende  Aen- 
derung  des  künstlichen  Widerstandes  in  der  Nebenleitung  kann  von  Erfolg 
sein.     Dass  eine  solche  stete  Widerstandsregulirung  nicht  stattfinden  kann 
und  darf,  ist  einleuchtend  und  würde  der  Anwendung  des  Gegensprechers 
durchaus  nicht  entsprechen ,  wie   denn   auch   vielfach  dadurch  der  Gegen- 
sprecher als  „unpraktisch"  sich  gezeigt  haben  wird. 

In  der  Zeitschrift  des   österreichischen  Ingenieur- Vereins  1858,  S.  221 
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(aus  Annales  Uligraph.  1855)  ist  ein  dem  Wesen  nach  gleicher  Gegensprecher ' 
mit  etwas  anderer  Einschaltung  besprochen :  Die  Luftleitung  ist  nach  der 
Tasteraxe  geführt  und  gleichzeitig  mit  dem  localen  Zweigkreis  verbunden ; 
der  Ruhecontact  des  Tasters  und  der  zweite  Batteriepol  stehen  mit  dem 
Vereinigungspunkte  beider  Windungen ,  die  Erdleitung  mit  der  (äusseren) 
Windung  für  den  Linienstrom  in  Verbindung.  Die  Batterien  der  beiden 
Stationen  werden  entweder  mit  gleichnamigen  oder  mit  entgegengesetzten 
Polen  an  den  Taster  geführt. 

Wartmann  hat  1856  im  Märzhefte  des  Arch.  des  sciences physiqu.  de 
Geneve  drei  verschiedene  Anordnungen  beschrieben,  von  denen  die  erste 
mit  der  von  Gintl,  die  zweite  mit  der  eben  beschriebenen  von  Frischen 
und  die  dritte  sich  von  dieser  nur  dadurch  unterscheidet,  dass  (wie  bei  der 
von  Edlund)  die  Verbindung  des  Taster-Ruhecontactes  mit  der  Erde  weg- 
gelassen ist.  Vergl.  Poggendorffs  Annalen  98,  S.  183  und  Annal.  tele'gr. 
1861, 8.145 ;  desgl.  G 1  ö  s  e n  e  r,  iraüe  des  appL  de  fe'lectr.  Paris  &Ltege  1861 ,  S.184. 

B.  Der  Kern  des  bei  dem  andern  Siemens -Halke'schen  Gegen- 
sprecher benutzten  Relais  ist  nicht  hufeisenförmig,  sondern  er  besteht  aus 
zwei  einzelnen,  in  den  beiden  Multiplicationsrollen  steckenden  Eisenstäben, 
welche  über  die  Rollen  vorstehen  und  mit  flügeiförmigen  eisernen  Ansätzen 
▼ersehen  sind;  letztere  Ansätze  bilden  Verlängerungen  der  durch  den  Strom 
entwickelten  Elektromagnetpole;  der  eine  Kern  liegt  fest,  der  andere  ist 
um  seine  Axe  drehbar;  läuft  nun  der  Strom  so  um  die  Kerne,  dass  in  bei- 
den Kernen  nach  derselben  Seite  hin  entgegengesetzte  Pole  entstehen  oder 
umkreist  der  Strom  blos  einen  Kern ,  so  ziehen  sich  die  beiden  Flügel  an, 
und  die  Localbatterie  für  den  Schreibapparat  wird  geschlossen;  entstehen 
dagegen  in  den  Kernen  nach  gleicher  Seite  hin  gleichnamige  Pole,  so  stos« 
sen  diese  sich  ab,  und  die 


Localbatterie  bleibt  offen. 
Die  Einschaltungsweise  ist 
aus  Fig.  8  ersichtlich;  die 
beiden  Enden  der  Relais- 
umwickelung  sind  einer- 
seits mit  der  Luftleitung  L 
und  andererseits  durch  den 
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Fig.  8. 


Rheostat  TT,  dessen  Widerstand  dem  in  der  Luftleitung  möglichst  gleich  zu 
wählen  ist ,  mit  der  Erde  verbunden ;  bei  a ,  wo  der  Draht  von  der  einen 
Rolle  des  Elektromagnetes  zur  andern  geht,  zweigt  sich  ein  Draht  nach  der 
Axe  des  Tasters  ab  ,  während  der  Ruhecontact  des  Tasters  mit  der  Erde 
verbunden  und  die  Batterie  wie  gewöhnlich  eingeschaltet  ist  So  lange 
beide  Taster  ruhen  oder  schweben  ,  kreist  kein  Strom  in  der  Leitung  und 
den  Apparaten.  Wird  ein  Taster  auf  den  Arbeitscontact  niedergedrückt, 
so  durchläuft  der  Strom  auf  der  gebenden  Station  beide  Rollen  des  Relais, 
da  er  sich  von  a  aus  nach  L  und  nach  W  verzweigt;  die  Rollen  sind  nun 


210    Beiträge  zur  Geschichte  d.  Fortschritte  in  der  elektr.  Telegraphie. 

aber  so  gewiekelt,  dass  im  vorliegenden  Falle  die  gleichnamigen  Pole  der 
beiden  Kerne  nach  derselben  Seite  hin  liegen,  also  das  Beiais  der  gebenden 
Station  nicht  anspricht.  Auf  der  Empfangsstation  dagegen  läuft  der  amr  J& 
ankommende  Stromzweig  entweder  vorwiegend  blos  durch  die  eine  Rolle 
des  Beiais  (durch  die  andere  geht  nur  ein  sehr  geringer  Theil),  sofern  dort 
der  Taster  ruht,  oder  durch  beide  Bollen  in  demselben  Sinne ,  wenn  der 
Taster  schwebt;  im  ersteren  Falle  wird  blos  ein  Kern  magnetisch,  im  an- 
deren beide  Kerne  und  zwar  so ,  dass  die  nach  der  nämlichen  Seite  hin  lie- 
genden Pole  entgegengesetzt  sind,  in  beiden  Fällen  spricht  also  das  Beiais 
der  Empfangsstation  an ,  im  zweiten  Falle  wieder  auf  einen  schwächeren 
Strom,  der  aber  dafür  durch  beide  Bollen  geht  und  beide  Kerne  magneti- 
sirt.  Sind  endlich  beide  Taster  gleichzeitig  auf  den  Arbeitscontact  nieder- 
gedrückt, so  ist,  wenn  die  Batterien  beider  Stationen  mit  demselben  Pole 
an  den  Taster  geführt  sind ,  in  der  Leitung  gar  kein  Strom  vorhanden  und 
beide  Beiais  sprechen  in  Folge  des  Magnetismus  an ,  welcher  durch  den  in 
dem  Localzweigkreise  vorhandenen  Zweigstrom  geweckt  ist. 

Eine  andere,  ebenfalls  mit  Erfolg  angewendete  Ein- 
schaltung zeigt  Fig.  9;  bei  derselben  ist  der  Widerstand 
FT  zwischen  Beiais  und  Luftleitung  eingeschaltet,  die 
Batterie  zwischen  dem  Arbeitscontact  des  Tasters  und 
der  Mitte  der  Belaiswindungen.  Vergl.  Zeitsohr.  d.  Tel- 
Ver.  H,  87. 

Als  Nachtheil  der  eben  beschriebenen  Methode  führt 
Frischen  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  EX,  247  u.  251)  an,  dass 
sowohl  im  Momente  des  Gegensprechens,  als  auch,  wenn  die  Batterie  nur 
einer  Station  thätig  ist,  das  empfangende  Beiais  nur  mit  einem  Schenkel 
arbeitet,  wenngleich  man  diesen  Uebelstand  durch  zweckentsprechende 
Beiais  vermindern  kann.  Ferner  findet  trotz  der  beim  abgehenden  Strome 
auf  der  eigenen  Station  sich  bildenden  gleichstarken  und  gleichnamigen 
Magnetpole  am  Beiais,  doch  eine  geringe  Influenz  auf  den  Anker  statt, 
welche  mit  der  Stärke  der  angewandten  Leitungsbatterie  wächst,  und  es 
findet  demnach  stets  eine  nactheilige,  wenn  auch  nur  geringe  Beeinflussung 
der  eigenen  Apparate  durch  den  abgehenden  Strom  statt.  Ist  der  ankom- 
mende Strom  z.  B.  wegen  starker  Nebenschliessungen  nur  schwach ,  so 
kann  derselbe  im  Momente  ,  wo  zugleich  der  abgesandte  Strom  das  Beiais 
umkreist ,  nur  einen  geringen  Einfluss  auf  die  Stärken  -  Differenz 
der  Magnetpole  haben,  da  ohnehin  der  abgehende  Strom  wegen  der  Neben- 
sehliessung  und  des  dadurch  entstehenden  geringeren  Widerstandes  in  der 
Leitung,  das  eigene  Beiais  kräftiger  magnetisirt.  Trotz  dieser  Nachtheile 
eignet  sich  diese  Gegensprechmethode  doch  recht  gut  zum  praktischen  Ge- 
brauch, setzt  allerdings  eine  besser  isolirte  Leitung  voraus,  als  die  vorher- 
gehende Methode  mit  doppelter  Umwickelang  des  Beiais. 

Zur  grösseren  Sicherheit  wenden  die  Erfinder  (Zeitschr.  d.  Tel.  -  Ver. 


Von  Dr.  Eduard  Zetzsche.  211 

II,  87)  eine  doppelte  Relaisum  Wickelung  nach  dem  Schema  Fig.  10  an;  da* 
hei  umkreist  der  aus  der  Leitung  L  kommende  Strom  auf  seinem  Wege  zur 
Erde  E  jeden  der  beiden  Kerne  zweimal  immer 

in  derselben  Richtung;  der  vom  Taster  Tkom-  /'jäRX/flSS^- 

mende,  fortgehende  Strom  dagegen  theilt  sich  bei  T  vJ^a/^3?_L---* 
a  in  zwei  Zweige ,  welche  ebenfalls ,  aber  in  ent-  Fi^  10 

gegengesetzten  Richtungen,  beide  Kerne  umkrei- 
sen ,  sich  also  in  ihrer  magnetisirenden  Wirkung  gegenseitig  aufheben ,  so 
dass  in  den  Kernen,  sofern  die  Zweigströme  gleich  sind,  gar  kein  Magne- 
tismus entsteht.     Diese  Einschaltungsweise  ist  auch  bei  dem  gewöhnlichen 
Relais  anwendbar  und  der  obigen  ganz  ähnlich. 

C.  Während  bei  den  vorstehend  beschriebenen  Gegensprechern  die 
Zeichen  auf  dem  Relais  der  Station  nicht  erscheinen,  weil  der  Strom  dieser 
Station  in  zwei  gleichen  Zweigströmen  in  gleich  vielen  Windungen ,  aber 
in  entgegengesetzten  Richtungen  die  Elektromagnetkerne  umkreist,  schlug 
der  Vorstand  des  k.  k.  Telegraphen- Central  am  tes  zu  Wien,  Dr.  J.B.  Stark, 
vor  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  II,  169  ff*.),  dem  localen,  vorwiegend  blos  zur 
Ausgleichung  vorhandenen  Stromkreis  im  Relais  nur  eine  geringe  Anzahl 
Windungen  zu  geben,  die  mit  der  Luftleitung  verbundenen  Windungen  da- 
gegen so  zahlreich  zu  machen,  wie  bei  einem  gewöhnlichen  Relais.  Soll 
dann  aber  noch  eine  Ausgleichung  zwischen  den  beiden  Zweigströmen  mög- 
lich sein ,  so  muss  die  Stärke  des  ersteren  um  so  viel  mal  grösser  sein ,  um 
wie  viel  mal  seine  Windungszahl  kleiner  gemacht  worden  ist;  daraus  folgt, 
dass  auch  der  Widerstand  FT  eben  so  viel  mal  kleiner  sein  muss,  als  der 
Widerstand  der  Leitung  in  dem  andern  Zweigstromkreis.  Dabei  wird  hier 
der  in  die  Luftleitung  L  entsendete  Zweigstrom  zwar  schwächer,  bei  An- 
wendung gleicher  Drahtlänge  im  Relais  geht  er  aber  durch  mehr  Windun- 
gen und  deshalb  ist  seine  magnetisirende  Wirkung  dennoch  grösser.  Da- 
bei ist  aber  auch  die  Gesammtabnutzung  der  Batterien  bedeutend  grösser, 
und  mit  der  mehr  oder  weniger  raschen  Abnutzung  der  Batterie  steht  zu- 
gleich deren  Constanz  in  engem  Zusammenhange.  Mit  solchen  Apparaten 
wurden  1855  auf  der  72  Meilen  langen  Linie  Wien-Passau-Müncben  befrie- 
digende Versuche  angestellt  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  II,  173);  in  München 
waren  dabei  48  Zink-Kohlen-Elemente  und  in  Wien  12  Daniell'sche  Bat- 
terien zu  12  Elementen  in  Anwendung.  Auch  wurde  zwischen  München 
und  Triest  mit  Translation  in  Wien  befriedigend  telegraphirt. 

Der  Unterschied  dieser  Abänderung  gegen  die  Anordnung  von  Fri- 
schen und  Siemens-Halke  wird  um  so  kleiner,  je  kleiner  der  Wi- 
derstand der  Luftleitung,  je  kürzer  also  diese  Luftleitung  ist  (vergl.  Zeitschr. 
d.  Tel.-Ver.  IX,  249). 

In  der  Zeitschrift  des  Telegraphen-Vereins  (II,  296)  und  in  Poggen- 
dorffs  Annalen  (98,  S.  127)  theilen  Siemens  &  Halske  mit,  dass  sie  ihre 
ersten  Versuche  in  dem  Sinne  der  von  Stark  vorgeschlagenen  Verbesserung 


212    Beiträge  zur  Geschichte  d.  Fortschritte  in  der  elektr.  Telegraphie. 

ihrer  Einschaltung  angestellt ,  auch  diese  Abänderung  von  ihrer  gewöhnli- 
chen Construction  in  ihrem  Patent  ausdrücklich  mit  aufgenommen  hätten. 
Auch  weist  Siemens  (Poggendorffs  Annalen  99,  S.  312)  auf  den  Nach- 
theil der  Verzögerung  der  Entwickelung  des  Stromes  (durch  den  entwickel- 
ten Gegenstrom)  in  der  dicken  Spirale  dünnen  Drahtes  gegenüber  den  we- 
nigen Windungen  der  Ausgleichungsrolle. 

5.    Oegentpreoher  von  B  dl  und;  mit  Zweigströmen  bei  ungleichen 

Windunguahlen. 

Professor  Dr.  E.  E  d  1  u  n  d  in  Stockholm  war  bereits  im  März  1854  dar- 
auf bedacht,  Apparate  zum  Doppeltelegraphiren  nach  seiner  Methode  ver- 
fertigen zu  lassen.  Sobald  zwei  solche  Apparate  fertig  geworden  waren, 
stellte  er  mit  denselben  einige  vorläufige  Versuche  an,  und  da  diese  ein 
günstiges  Resultat  lieferten  ,  wurde  am  Ende  des  Monats  August  die  erste 
Gegensprecheinrichtung  auf  der  Linie  zwischen  Stockholm  und  Upsala  aus- 
geführt. Im  Anfang  des  Januar  1855  wurden  Apparate  zur  Doppelcorre- 
spondenz  zwischen  Stockholm  und  Gothenburg  aufgestellt  (Zeitschr.  d.  Tel.- 
Ver.  III,  129  u.  Poggend.  Annalen  98,  S.  632).  Die  erste  Beschreibung 
seiner  Methode  gab  E  dl  und  in  Oef versigt  af  kongl.  Velenskaps-  Akademien* 
Förhandlingar,  Arg.  All,  No.  6  vom  13.  Juni  1855  und  darauf  in  der  Zeitschr. 
d.  Tel.-Ver.  III,  S.  121. 

Der  von  jeder  Station  gegebene  Strom  wird  ebenfalls  in  zwei  Zweigen 
in  entgegengesetzten  Richtungen  um  den  Elektromagnet  des  Relais  dieser 
Station  herumgeführt ,  aber  nicht  Mos  die  Widerstände ,  sondern  auch  die 
Windungen  des  localen  Zweiges,  welche  minder  zahlreich  sind,  als  die  Win- 
dungen des  anderen  Zweiges,  können  durch  beliebige  Ein-  oder  Ausschal- 
tung mittels  eines  besonderen  Rheostats  vermehrt  oder  vermindert  werden, 
um  eine  genügende  Ausgleichung  der  Wirkung  beider  Zweigströme  zu  er- 
reichen. Die  Batterien  beider  Stationen  können  mit  demselben  oder  mit 
entgegengesetzten  Polen  an  den  Amboss  des  Tasters  geführt  werden.  Uebri- 
gens  unterscheidet  sich  die  Einschaltungsweise  von  jener  in  Fig.  7  im  Wesent- 
lichen nur  dadurch,  dass  die  Verbindung  zwischen  dem  Ruhecontact  desTasters 
und  der  Erde  weggelassen  ist;  dadurch  ist  aber  der  ankommende  Strom  sowohl 
bei  ruhendem  als  bei  schwebendem  Taster  genöthigt,  beide  Windungen  des  Re- 
lais zu  durchlaufen;  obgleich  dies  einerseits  als  Vorzug  geltend  gemacht  wer- 
den kann ,  so  muss  doch  auch  eben  deshalb  stets  der  in  die  Luftleitung  ge- 
hende Theilstrom  schwächer  sein  und  durch  mehr  Windungen  geführt  wer- 
den, als  der  locale  Zweigstrom,  und  es  ist  daher  auch  gegen  diese  Einschal- 
tungsweise genau  dasselbe  einzuwenden,  was  gegen  die  von  Stark  gesagt 
wurde.  Ausserdem  ist  der  Uebelstand  nicht  zu  übersehen,  dass,  wenn 
nicht  alle  Windungen  des  localen  Zweigstroms  für  diesen  benutzt  werden, 
die  nichtbenutzten  in  sich  geschlossene  Drahtumwickelungen  um  den  Elek- 
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Fig.  11. 
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tromagnet  bilden,  welche  durch  ihre  dämpfende  Wirkung  den  Elektromag- 
net träge  machen. 

6.    Gegenspreoher  Ton  Maron;  mit  Zweigströmen  in  1  Beiais  mit 
einfachen  Windungen. 

In  dem  Parallelogramm  von  Wheatstone, 
Fig.  11,  zeigt  sich  an  einem  in  der  Diagonale  pq 
eingeschalteten  Galvanometer  G  keine  Spur  von 
Nadelausschlag,  sobald  die  Widerstände  in  den 
Parallelogrammseiten  einander  proportional 
sind ,  d.  h.  sobald  a  :  b  =  c :  d\  die  Grösse  der 
Widerstände  in  der  Diagonale  pq  und  in  dem 
übrigen  Stromkreise  rBs  ist  dabei  ganz  ohne 
Einfluss.  Vergl.  auch  Dub,  Anwendung  des 
Elektromagnetismus,  S.  70;  Poggend.  Annal.  104,  S.  460. 

Hiervon  machte  der  königl.  preussische  Telegraphen-Inspector  Maron 
zum  Gegensprechen  und  zum  Doppelsprechen  Ge- 
brauch (Zeitschr.  d.  Tel.- Ver.  X,  1  und  125).  Zum 
Gegensprechen  wird  nach  Anleitung  von  Fig.  12  in 
die  Diagonale  pq  ein  Relais  R  von  gewöhnlicher 
Construction  mit  einfacher  Umwickelung  des  Elektro- 
magnetes  eingeschaltet.  Bei  a  und  b  befinden  sich 
constante  Widerstände,  deren  Grösse  gleich  n$her 
bestimmt  werden  wird.  Beide  Stationen  haben  eine 
ganz  übereinstimmende  Einschaltung.  So  lange  keine 
Station  spricht ,  sind  die  Linienbatterien  beider  Sta- 
tionen kurz  geschlossen  und  die  dabei  in  die  Leitung 
gehenden  sehr  schwachen  Zweigströme  werden  die 
Relais  nicht  zum  Ansprechen  bringen.  Maron  hat  diese 
Einschaltung  gewählt,  damit  beim  Niederdrücken  eines  Tasters  die  Leitung 
nie  unterbrochen  wird.  Eine  Unterbrechung  ist  indess  eigentlich  gar  nicht 
zu  befürchten,  da  dem  ankommenden  Strome  auch  bei  schwebendem  Taster 
immer  noch  der  Weg  durch  den  Rheostat  FF  bliebe;  dadurch  würde  zwar 
die  Stärke  des  Stromes  in  der  Luftleitung  L  abnehmen,  allein  derselbe  würde 
dafür  dann  fast  ganz  durch  das  Relais  der  Empfangsstation  gehen;  die  spä- 
teren Versuche  (Zeitschr.  d.  Tel. -Ver.  X,  128,  woselbst  auch  eine  Einschal- 
tung mit  Translation  gegeben  ist)  haben  auch  bestätigt ,  dass  die  Batterien 
mit  dem  zweiten  Pole  eben  so  gut  an  den  Amboss  des  Tasters  geführt  wer- 
den können,  wie  an  die  Axe  desselben.  Um  aber  bei  der  in  Fig.  12  gezeich- 
neten Einschaltung  die  Batterien  ausschalten  zu  können ,  während  nicht 
telegraphirt  wird ,  befindet  sich  zwischen  B  und  n  ein  Ausschalter.  Wird 
der  Taster  der  einen  Station  niedergedrückt,  so  theilt  sich  der  Strom  der 
Batterie  B  in  r  über  a  und  b  nach  p  und  q\   ist  nun   der  Widerstand  des 
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Bheostates  W  so  regulirt,  dass  er  sich  zum  Widerstände  L  der  Luftleitung 
(durch  die  Empfangsstation  bis  nach  s)  verhält,  wie  b  zu  a,  also  W:L=sb:a, 
so  geht  durch  das  Beiais  der  gebenden  Station  kein  Strom ;  auf  der  Em- 
pfangsstation dagegen  theilt  sich  der  in  der  Luftleitung  L  ankommende 
Strom  bei  p,  der  eine  Theil  geht  über  a  und  r,  der  andere  durch  R  und  6 
über  r  (zum  Theil  auch  durch  W)  zur  Erde.  Damit  nun  der  zweite  Theil 
mindestens  die  Hälfte  des  ganzen  ankommenden  Stromes  betrage,  muss 
Ä  +  6=a8ein;  wählt  man  nun  6  =  Ä,  so  wird  «=2Ä=26,  und  deshalb 
anch  W=\L.  Werden  in  beiden  Stationen  die  Taster  zugleich  niederge- 
drückt, so  ist  bei  gleich  starken  Batterien  in  der  Hauptleitung  L  wieder 
kein  Strom  vorhanden ,  und  die  beiden  Beiais  sprechen  auf  die  durch  W 
hindurchgehenden  Zweigströme  an ;  wegen  der  Verzweigung  bei  r  ist  der 
durch  R  gehende  Theilstrom  sehr  schwach  (£,  da  R  +  a=%b).  Auch  wenn 
blos  1  Taster  spricht,  geht  }  vom  ganzen  Strome  in  die  Zweigleitung  durch 
W  und  nur  \  in  die  Luftleitung  Z,  und  von  letzterem  Theilstrome  geht 
wiederum  fast  nur  die  Hälfte  durch  das  Beiais  der  Empfangsstation.  Diese 
starke  Abnutzung  der  Batterien  ist  ein  Uebelstand  dieser  Methode,  welche 
übrigens  weniger  als  andere  Methoden  von  der  Veränderlichkeit  der  Wider- 
stände auf  der  Linie  zu  leiden  hat. 

Bei  den  verschiedenen  Versuchen  mit  diesem  Stromlaufe  wurden  Be- 
iais mit  Winkelhebel  benutzt;  sie  hatten  etwa  10  Meilen  Widerstand;  es 
wurden  dann  in  b  10  Meilen,  in  a  etwa  20  Meilen  eingeschaltet.  Je  kleiner 
unter  sonst  gleichen  Verhältnissen  der  Widerstand  des  inpq  eingeschalte- 
ten Beiais  ist,  desto  kleiner  können  die  constanten  Widerstände  a  und  b  ge- 
macht werden,  die  eine  unvermeidliche  Vermehrung  der  Gesammtwider- 
stände  bilden.  Die  sogenannten  Nottebohm'schen  Beiais  arbeiten  sehr 
gut  und  haben  meist  nur  5,5  bis  6  Meilen  Widerstand.  Schaltet  man  ein 
solches  Beiais  in  p  q  ein,  so  könnte  der  constante  Widerstand  in  a  auf  12,  in 
b  auf  6  Meilen  vermindert  werden.  Behufs  der  Begulirung  des  Widerstan- 
des im  Bheostat  W  wird  in  der  Diagonale  pq  noch  ein  möglichst  empfindli- 
ches, doch  mit  einfacher  Umwickelung  versehenes  Galvanometer  eingeschal- 
tet, dann  aber  mittelst  eines  Stöpsel- Ausschalters  ausgeschaltet,  da  es  ohne 
wesentlichen  Nutzen  den  Widerstand  für  den  ankommenden  Strom  zwischen 

p  und  q  vermehrt  Erforderlichen  Falls  lässt  man 
ein  gewöhnliches  Galvanoskop  von  etwa  \  Meile 
Widerstand  irgendwo  zwischen/?  u.g  eingeschal- 
tet, um  den  ankommenden  Strom  in  gewohnter 
Weise  beobachten  zu  können. 

Will  man  den  Nachtheil  vermeiden,  welcher 

mit  der  in  Fig  12  gezeichneten  Einschaltung  der 

FiS-  I3-  Batterien  verknüpft  ist,  so  könnte  man  Taster 

verwenden,  wie  sie   in  Fig.  13   skizzirt  sind:    In   dem  Hebel  rt  ist  das 

Stück  rm  gegen  nt  durch  ein  Zwischenstück  mn  aus  Elfenbein  oder  Hörn* 
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gummi  isolirt;  wenn  die  Abreissfeder  fr  entsprechend  gespannt  ist,  wird  die 
Contaetschraube  /  beim  Niederdrücken  des  Tasters  erst  dann  den  Hebel 
rt  verlassen,  and  dadurch  die  Verbindung  zwischen  L  und  E  aufheben,  wenn 
bereits  durch  die  Contaetschranbe  h  die  Verbindung  zwischen  L  und  B  her- 
gestellt ist,  und  ebenso  umgekehrt  beim  Loslassen  des  Tasterhebels.  Bei 
Anwendung  solcher  Taster  kann  vielleicht  auch  eine  gemeinschaftliche  Lfi- 
nienbatterie  für  mehrere  Linien  und  Apparate  verwendet  werden;  denn 
wenn  auch  beim  Niederdrücken  oder  Loslassen  des  Tasterhebels  jedesmal 
die  Batterie  momentan  kurz  geschlossen  wird,  so  findet  dieser  kurze  Schluss 
und  die  dadurch  herbeigeführte  Unterbrechung  des  von  den  anderen  Appa- 
raten in  die  Leitungen  entsandten  3tromes  doch  nur  einen  unendlich  klei- 
nen Zeitraum  hindurch  statt,  während  dessen  die  Relais  der  Empfangssta- 
tionen in  Folge  der  Coercitivkraft  des  Eisens  die  einmal  angezogenen  An- 
ker muthmassiieh  festhalten  werden.  Unzweifelhaft  kann  man  dagegen  für 
mehrere  Leitungen  eine  gemeinschaftliche  Linienbatterie  anwenden ,  wenn 
man,  wie  oben  angedeutet  wurde,  die  zweiten  Batteriepole  nicht  an  die  Axe, 
sondern  an  den  Amboss  der  Taster  führt. 


7  und  8.  Die  Gegensprecher  von  Schaaok  und  von  Bosscha, 
Der  königi.  preuse.  Telegraphen-Secretair  F.  Schaack  hat  (Zeitschr. 
d.  TeL-Ver.  X,  5)  eine  Apparatzusammenstellung  mit  4  Relais  angegeben, 
welche  als  Gegensprecher  und  als  Doppelsprecher  zugleich  dienen  kann 
Ebenso  läset  sich  der  Doppelsprecher  von  Bosscha  als  Gegensprecher  an 
wenden.  Ihre  Beschreibung  folgt  später  nach  Besprechung  des  Doppel 
Sprechens  unter  III,  A,  1  und  3. 

9.  Gegensprecher  von  Schaack;  mit  1  Morse  mit  Doppelwindungen, 
nur  theil weise  mit  Zweigströmen. 
Um  eine  bessere  Ausnutzung  der  Linienbatterie  zu  erzielen ,  schlug 
der  königi.  preuss.  Telegra- 
phen-Secretair und  Calcula- 
tor  F.  Schaack  1868  in  der 
Zeitachr.d.Tel.-Ver.  (X,240) 
die  in  Fig.  14  skizzirte  Ein- 
schaltung vor.  Es  sind  dabei 
die  Morse  -  Schreibapparate 
M  und  Mt  (ohne  Relais)  unmittelbar  in  die  Linie  eingeschaltet.  Diese 
Morse  haben  eine  Doppelspiral« ,  von  der  die  eine  Umwickelang  mit  dem 
einen  Ende  an  den  Ruhecontact,  die  zweite  an  den  Amboss  des  Tasters 
geführt  ist,  während  die  andern  Enden  beider  mit  der  Erde  E  in  Verbin- 
dung stehen.  Von  den  beiden  Um  Wickelungen  hat  die  äussere,  mit  dem 
Ruhecontact  des  Tasters  verbundene,  nur  einen  so  grossen  Widerstand,  dass 
der  von  der  andern  Station  anlangende  Strom  den  Schreibhebel  des  Schreib- 


*8 


216    Beiträge  zur  Geschichte  d.  Fortschritte  in  der  elektr.  Telegraphie. 

apparates  bei  geeigneter  Spannung  der  Schreibhebelfeder  anzieht,  also  ein 
Zeichen  geben  kann.  Die  andere  innere  Umwickelang  hat  einen  geringern 
Widerstand  (Schaack  wählte  die  Widerstände  im  Verhältniss  4 : 3).  Beide 
Umwickelangen  sind  gleichzeitig  und  in  gleicher  Richtung  um  die  Kerne 
des  Elektromagnetes  gewunden ;  aber  auch  die  Zabl  der  Windungen  in  der 
äussern  und  innern  Umwickelang  ist  verschieden  (Schaack  wählte  sie  im 

Verhältniss  5  : 4).  Die  Batterien  beider  Statio- 
nen sind  mit  ungleichnamigen  Polen  an  den  Tas- 
ter geführt.  Der  Hebel  des  Tasters  (Fig.  15)  ist 
mit  federnden  Contacten  versehen ,  welche  sich 
Yi*  i5.  beim  Spiel  auf  die  aus  den  Contactkegeln  vor- 

stehenden Platinstiftchen  1  und  3  auflegen ;  so- 
wohl die  Contactfedern ,  als  auch  die  Hubhöhe  des  Hebels  ist  durch  4  in 
dem  Hebelkörper  versenkte  Stellschrauben  regulirbar;  dabei  muss  die  Span- 
nung der  Federn  so  gewählt  werden,  dass  bei  horizontaler  Lage  des  Hebels 
beide  Federn  auf  ihren  Platinstiftchen  aufliegen ,  beim  Spiel  des  Hebels 
aber  abwechselnd  die  eine  und  die  andere  ihren  Contactstift  verläset.  So 
lange  nun  keine  Station  spricht,  ist  kein  Strom  vorhanden.  Wird  blos  ein 
Taster  niedergedrückt,  so  kommt  er  zunächst  in  die  Lage,  wo  beide  Federn 
auf  den  Contactstiften  aufliegen;  dabei  geht  der  Strom  ganz  durch  die  in- 
nere Umwickelung  mit  weniger  Windungen,  theilt  sich  am  Taster,  und  der 
bei  weitem  stärkere  Zweigstrom  geht  in  entgegengesetzter  Richtung 
durch  die  äussere  Umwickelung  mit  mehr  Windungen ;  in  dem  Schreibappa~ 
rate  der  gebenden  Station  können  sich  also  beide  Ströme  ausgleichen ;  *)  in 
dem  Schreibapparate  der  empfangenden  Station  geht  der  schwächere 
Zweigstrom  nur  durch  die  äussere  Umwickelung  und  bringt  hier  voraus- 
sichtlich noch  kein  Zeichen  hervor.  Wird  darauf  der  Taster  noch  weiter 
niedergedrückt,  so  geht  der  ganze  Strom  auf  der  gebenden  Station  durch 
die  minder  zahlreichen  inneren  Windungen,  auf  der  Empfangsstation  durch 
die  zahlreicheren  äusseren ;  die  magnetisirenden,  auf  beiden  Stationen  wir- 
kenden Kräfte  verhalten  sich  nach  den  gewählten  Verhältnissen  wie  4 : 5, 
daher  darf  auf  erstere  der  Schreibapparat  (auf  der  gebenden  Station)  nicht 
ansprechen,  wohl  aber  auf  letztere  (auf  der  Empfangsstation).  Spielt  man 
mit  beiden  Tastern  zugleich ,  so  treten  noch  folgende  Erscheinungen  auf: 
Liegen  beide  Taster  mit  der  Feder  blos  auf  dem  Arbeitscontacte  auf,  so 
durchläuft  ein  durch  das  Zusammenwirken  beider  Batterien  fast  verdoppel- 
ter Strom  durch  beide  innere  Windungen  und  beide  Schreibapparate  spre- 
chen an;  Zweigströme  sind  hierbei  nicht  vorhanden*  Liegen 
dagegen  bei  beiden  Tastern  beide  Federn  auf  den  Contactstiften ,  so  ver- 

*)  Aendert  sich  während  dieser  Tasterstellung  der  Widerstand  in  der  Linie ,  so 
ändert  sich  die  Stärke  des  ganzen  Stromes  und  seines  Theilstromes  gleichzeitig  und 
dadurch  kann  möglicher  Weise  die  Veränderlichkeit  des  Linienwiderstandes  in  gerin- 
gerem Grade  störend  auf  das  Gegensprechen  einwirken. 
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stärken  sich  in  der  Luftleitung  und  den  beiden  inneren  Spiralen  die  Ströme 
beider  Batterien,  wahrend  gleichzeitig  auch  in  beiden  äusseren  Spiralen 
Zweigstöme  vorhanden  sind;  je  nach  der  Stärke  dieser  Ströme  werden 
beide  Schreibapparate  ansprechen  oder  nicht,  was  übrigens  ganz  gleichgü- 
tig  ist,  da  beide  Stationen  eben  in  Thätigkeit  übergehen  oder  dieselbe  un- 
terbrechen. Liegt  endlich  der  eine  Taster  mit  beiden  Federn  auf  den  Con- 
tactstiften,  der  andere  nur  mit  der  Feder  auf  dem  Arbeitscontacte,  so  wird 
der  Strom  im  Schreibapparat  der  letzteren  Station  voraussichtlich  so.  stark, 
dass  dieser  Schreibapparat  anspricht,  was  weiter  nicht  stört;  im  Schreibap- 
parat der  ersten  Station  dagegen  wird  (wenigstens  bei  den  gewählten  Ver- 
hältnissen, vergl.  auch  Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  X,  252)  der  Ueberschuss  in  den 
äusseren  Windungen  so  gering,  dass  der  Schreibapparat  (besonders  wenn 
diese  Tasterstellung  von  längerer  Dauer  ist)  loslassen  und  aussetzen  wird, 
wodurch  möglicher  Weise  Striche  in  Punkte  aufgelöst  werden  können. 

10.  Gegensprecher  von  Schröder;  mit  1  polarisirten  Beiais  mit  Hilfs- 
feder, ohne  Zweigströme. 
Um  das  Erscheinen  der  abgesendeten  Zeichen  auf  dem  Relais  der  ab- 
sendenden Station  zu  verhüten,  schlug  Dr.  Eduard  Schreder  in  Wien 
1860  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  VII,  260)  die  Mitbenutzung  einer  am  Taster  an- 
gebrachten, auf  das  zu  benutzende  polarisirte  (d.  h.  mit  einem  permanent- 
magnetischen  Anker 

versehene)      Relais  L 

wirkenden  Hilfsfe- 
der vor.  Dieaufbei- 
denStationen  gleiche 
Einschaltung  zeigt 
Fig.  16.  Das  zum 
Empfangen  der  Zei- 
chen bestimmte  Re- 
lais in  einem  Käst- 
chen N  ist  dem  sonst 
in  Oesterreich  ge- 
bräuchlichen Bain- 
schenlndicator  nach- 
gebildet; seine  bei- 
den halbkreisförmi- 
gen ,  permanenten  Stahlmagnete  b  stehen  vertical ,  sind  an  dem  metallenen 
Hebel  a  befestigt  und  mit  diesem  um  die  horizontale  Axe  C  drehbar,  jedoch 
nur  innerhalb  der  beiden  Contactpunkte  m  und  nj  am  hintern  Ende  des  He 
bels  a  sind  zwei  Spiralfedern  p  und  f  angebracht,  von  denen  p  für  gewöhn- 
lich den  Hebel  an  den  Contactpunkt  n  andrückt.  Das  eine  Ende  der  Elek- 
tromagnetspulen ist  mit  der  Luftleitung  Z,  das  andere  mit  der  Axe  2  des 

Zeitschrift  f.  Mathematik  <>.  Physik.  X,  S.  15 
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Tasters  verbanden,  welcher  in  Fig.  16  uro  90  Grad  verwendet  gezeichnet 
ist,  da  er  in  Wirklichkeit  mit  der  Seitenwand  des  Kästchens  N  parallel  liegt. 
Der  Rnhecontactpnnkt  3  des  Tasters  und  der  Zinkpol  der  Linienbatterie  B 
sind  mit  der  Erde  E  verbunden,  der  Kupferpol  dieser  Batterie  dagegen  mit 
dem  um  c  drehbaren  Hebel  cio,  welcher  den  Arbeitscontact  des  Tasters 
bildet,  und  an  welchem  innerhalb  des  Kästchens  iVdie  Spiralfeder  f  befe- 
stigt ist.  Die  Axe  C  des  Relaishebels  a  ist  durch  die  Multiplicationsrollen 
des  Schreibapparates  M  hindurch  mit  dem  Kupferpol  der  Localbatterie  b 
und  deren  Ziukpol  mit  der  Contactschraube  m  leitend  verbunden. 

So  lange  nun  kein  Zeichen  zu  telegraphiren ,  also  kein  Taster  nieder- 
gedrückt ist,  circulirt  kein  Strom  und  kein  Schreibapparat  spricht  an.  Wenn 
blos  eine  Station  ein  Zeichen  giebt,  dann  drückt  sie  ihren  Taster  cio  nieder 
und  der  Linienstrom  geht  von  B  über  c,  t,  2  und  d  durch  die  Elektromagnet- 
rollen  in  die  Luftleitung;  die  Einschaltung  des  Relais  ist  aber  so  gewählt, 
dass  der  Hebel  a  durch  den  jetzt  das  Relais  durchlaufenden  Strom  nur  um 
so  fester  an  n  angedrückt  wird ,  so  dass  er  selbst  durch  die  beim  Nieder- 
drücken des  Hebels  cio  etwas  angespannte  Spiralfeder  f  nicht  von  n  losge- 
rissen wird;  daher  wird  auf  der  gebenden  Station  die  Localbatterie  nicht 
geschlossen  und  es  erscheint  auf  dieser  Station  das  gegebene  Zeichen  nicht; 
auf  der  Empfangsstation  dagegen  erscheint  das  Zeichen,  denn  hier  tritt  der 
von  der  gebenden  Station  in  die  Leitung  L  gesendete  Strom  aus  dieser  in 
die  Rollen  des  Relais,  durchläuft  sie  aber  in  entgegengesetzter  Richtung 
wie  auf  der  gebenden  Station,  und  geht  dann  über  d,  2  und  3  des  nicht  nie- 
dergedrückten Tasters  zur  Erde  JS]  in  der  Empfangsstation  legt  also  der 
Strom  den  Hebel  a  an  den  Contactpunkt  m,  schliesst  dadurch  die  Local- 
batterie b  und  das  Zeichen  erscheint  auf  dem  Schreibapparat.  Wenn  beide 
Stationen  gleichzeitig  Zeichen  geben,  dann  sind  in  beiden  Stationen  die 
Taster  niedergedrückt  und  beide  Linienbatterien  senden  gleichstarke  Ströme 
in  entgegengesetzten  Richtungen  in  die  Leitung,  daher  heben  sich  diese 
Ströme  auf  und  es  bleibt  auf  jeder  Station  blos  die  Federwirkung  Übrig, 
legt  den  Relaishebel  a  an  die  Contactschraube  m,  schliesst  die  Localbatte- 
rie b  und  auf  jeder  Station  erscheint  das  von  der  andern  gegebene  Zeichen. 
Auch  wenn  die  Linienbatterien  beider  Stationen  mit  ungleichnamigen  Polen 
an  die  Taster  geführt  werden ,  lässt  sich  diese  Einschaltung  gebrauchen, 
doch  ist  auch  bei  ihr  die  Linie  gänzlich  unterbrochen,  während  der  Taster- 
hebel den  Contact  3  verlassen  und  den  Hebel  cio  noch  nicht  erreicht  hat; 
man  müsste  also  den  Contact  3  federnd  machen,  so  dass  er  den  Tasterhebel 
erst  verlässt,  wenn  dieser  den  Hebel  cio  schon  berührt,  denn  der  dann  da- 
bei eintretende  momentane  kurze  Schluss  der  Linienbatterie  ist  ohne  Be- 
deutung. Auch  schlug  Schröder  zur  Beseitigung  dieses  Uebelstandes 
einen  eigenthümlichen  Taster  vor,  dessen  Beschreibung  später  bei  Bespre- 
chung des  Schreder'schen  Doppelsprechers  folgen  wird. 
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IL    Der  Gegensprecher  von  Frischen;  mit  1  polarisirten'Relais  und 
doppelten  Telegraphirbatterien. 

Um  dem  störenden  Einfiuss  der  Veränderlichkeit  der  Nebenschliessun* 
gen  in  der  Luftleitung  anf  den  Gang  der  Apparate  (siehe  oben  4.,  A)  mit 
Erfolg  an  begegnen,  schlug  der  königl.  hannoversche  Telegraphen-Inspector 
C.  Frischen  am  17.  Januar  1863  (vergl.  Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  IX,  261)  die 
'Anwendung  von  magnetisirten  Relais  und  Doppelbatterien  vor.  Die  Ein- 
schaltung erfolgt  dann  nach 

Fig.  17.     Mit  jedem  Contacte  sL|    I  %  ■  \\   "t^ 

der  beiden  Taster  ist  eine 
Batterie  verbunden;  die  Bat- 
terien derselben  Station  sind 
mit  entgegengesetzten ,  die 
sich  entsprechenden  Batterien 
beider  Stationen  dagegen  mit 
gleichnamigen  Polen  zur  Erde 
geführt.  Jede  Batterie  sendet  durch  ihr  eigenes  Relais  2  Zweigströme  von 
entgegengesetzter  Richtung.  Es  seien  nun  die  Widerstände  entsprechend 
abgeglichen  und  dann  die  Relais,  wenn  kein  Strom  vorhanden  ist,  so  ein- 
gestellt, dass  ihre  magnetisirten  Anker  oder  Zungen  ns  bei  der  Bewegung 
mit  der  Hand  sowohl  am  Localbatteriecontact ,  als  auch  am  Ruhecontacte 
liegen  bleiben.  Wenn  kein  Zeichen  gegeben  wird,  liegen  die  Anker  beider 
Relais  durch  die  Wirkung  der  localen  Zweigströme  von  K  und  Kx  am  Ruhe- 
contacte. Wird  der  Taster  T  in  Station  7  niedergedrückt,  so  wird  der 
Strom  der  Batterie  Z  den  Anker  von  R  am  Ruhecontact  liegen  lassen,  den 
Anker  von  Rt  aber  gegen  den  Batteriecontact  drücken,  während  beim  Los- 
lassen des  Tasters  T  der  Strom  der  Batterie  Ki  auf  den  magnetisirten  An- 
ker in  Rt  einen  entgegengesetzten  Einfiuss  ausüben  und  ihn  an  den  Ruhe- 
contact andrücken  wird.  Ganz  derselbe  Vorgang  findet  in  Bezug  auf  den 
Taster  Tt  und  das  Relais  R  statt.  Werden  beide  Taster  zugleich  gedrückt, 
so  sind  die  Erscheinungen  folgende :  ist  zunächst  Tt  niedergedrückt,  so  liegt 
R  am  Arbeits-,  Rt  am  Ruhecontact;  geht  nun  T  zum  Schweben  über,  so 
bleibt  R  am  Arbeitscontact,  da  in  ihm  der  Strom  von  Zx  jetzt  beide  Win- 
dungen durchläuft,  Ä,  dagegen  geht  voraussichtlich  bereits  ebenfalls  an  den 
Arbeitscontact,  da  in  ihm  wegen  des  vermehrten  Widerstandes  in  /  der 
Strom  von  Zi  in  den  inneren  Windungen  zu  überwiegen  beginnt;  kommt 
endlich  T  auf  den  Arbeitscontact  an ,  so  bleiben  beide  Relais  an  dem  Ar- 
beitscontacte  liegen.  Es  ergiebt  sich  nun  leicht  aus  einer  weiteren  Betrach- 
tung, dass  Veränderungen  des  Widerstandes  in  der  Leitung  ohne  Einfiuss 
auf  den  sicheren  Gang  dieses  Gegensprechers  sein  müssen,  so  lange  nicht 
die  Widerstandsungleichheit  so  gross  wird,  dass  dadurch  die  Differenz  der 
Einwirkung  des  abgehenden  Stromes  in  den  entgegengesetzten  Umwindun- 
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gen  des  Relais  grösser  wird ,  als  die  Einwirkung  durch  den  ankommenden 
Strom. 

Wenngleich  diese  Gegensprechmethode  in  der  eben  beschriebenen 
Weise  vollkommen  brauchbar  ist  und  bei  ihr  auch  gemeinschaftliche  Linien* 
batterien  für  mehrere  Linien  benutzt  merden  können,  da  ja  der  eine  Batte- 
riepol mit  der  Erde  verbunden  ist,  so  kann  doch  die  stete  Wirkung  der 
Batterien  K  und  Kx  in  der  Ruhe  als  ein  Uebelstand  bezeichnet  werden. 
Man  kann  denselben  beseitigen,  indem  man  durch  einen  einfachen  Kurbel- 
oder Stöpsel-Ausschalter  diese  beiden  Batterien  ausschaltet  und  dafür  den 
Ruhecontact  des  Tasters  mit  der  Erde  verbindet.  Noch  bequemer  erreicht 
man  diesen  Zweck  durch  den  drehbaren  Submarinetaster  von  Siemens  & 
Haiske  (Schellen,  der  elektromagn.  Telegraph,  3.  Aufl.,  'S.  290;  Dub, 
Anwendung  des  Elektromagnetismus,  S.  407),  der  selbstthätig  vor  Anfang 
und  Beendigung  des  Gebrauches  die  Batterie  ein-  oder  ausschaltet  und  zu- 
gleich die  Erdverbindung  aufhebt  oder  herstellt.  Bei  Uebertragungen  kann 
man  selbstthätige  Aus-  und  Einschalter  für  die  zweite  Batterie  anwenden. 
Macht  man  von  einer  Ausschaltung  der  zweiten  Batterie  Gebrauch,  so  ist 
im  Zustande  der  Ruhe  gar  kein  Strom  vorhanden,  und  es  entbehren  deshalb 
die  Relaisanker  jeder  richtenden  Kraft  und  können  leicht  gegen  den  Batte- 
riecontact  sich  lehnen  und  dadurch  den  Schluss  des  Schreib apparates  her- 
beiführen. Um  dieses  zu  umgehen,  müssen  die  Relaisanker  durch  eine 
leichte  Feder  oder  durch  einseitige  Anziehung  des  magnetischen  Ankers 
gegen  den  Ruhecontact  gedrückt  und  die  zweiten  Batterien  dem  entspre- 
chend verkleinert  werden. 

(Fortsetzung  im  nächsten  Heft.) 
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XIV.    Integration  der  Differential-Gleichung 

1)  ary<*>  +  ay(M-|>=6ay, 

in  welcher  a  eine  positive,  and  b  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet.    Von 
Prof.  Simon  Spitzer. 

Das  Integral  der  Gleichung  l)  ist,  nach  der  L  aplace'schen  Methode 
bestimmt,  von  folgender  Form : 

/•**  —  — t  //*  -i.  —  l 

2)  y  =  Cxfe"*(u»  —  b)*       du  +  Ctfe"*(un  —  b)»       du+... 

0  0  « 

Xn  a 

+  Cnfe"*(un—b)n       du, 
0 
vorausgesetzt,  dass  Xt  A,  . .  Xu  die  n  Wurzeln  der  Gleichung 

3)  X*  =  b 

sind,  CuCt . . .  Cn  willkürliche  Constanten  bedeuten,  zwischen  welchen  die 
Gleichung : 

4)  £,  +  <;+.... +CW  +  0 

stattfindet.     Man  kann  obiges  y  auch  so  darstellen: 

1  ^-i 

*)      y=/(l— n")n       (CiXicli"*  +  CtXtelt»*+...+CnXneXn«*)du, 

0 
und  sich,  wenn  man  will,  auch  durch  directe  Substitution  von  der  Richtig- 
keit dieses  Integrales  überzeugen. 

In  dem  speciellen  Falle,  wo—  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  lÄsst  sich 

die  Integration  leicht  wirklich  durchführen  ,   denn  man  erhält ,   wenn  man 
von  folgender  bekannten  Formel  Gebrauch  macht: 

6,     jr.-^.-^iää-^ä+ijfä-...]. 
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unter  Zuhilfenahme  der  Gleichung  4)  für  y  folgenden  Ausdruck: 


') 


in  welchem 


L      X  X*  X*  J 


8)  <p(u)  =  (u«-b)* 

ist,  und  in  welchem,  weil  <p(u)  als  ganze  algebraische  Function  von  u  vor- 
ausgesetzt ist,  die  in  den  eckigen  Klammern  stehenden  Polynome  abbre- 
chen, somit  von  endlicher  Gestalt  sind.  Es  lässt  sich  leicht  darthun,  dass 
der  in  7)  aufgestellte  Werth  von  y  der  vorgelegten  Differentialgleichung 
gentigt,  selbst  wenn  die  in  4)  stehende  Gleichung  nicht  stattfindet,  und  dass 
somit  der  Ausdruck  7)  das  vollständige  Integral  der  Gleichung  l)  ist. 

Das  in  ö)  aufgestellte  y  ist  nicht  das  vollständige  Integral  der  vorge- 
legten Gleichung.  Die  Gleichung  1)  ist  nämlich  von  der  nXtn  Ordnung,  Ihr 
Integral  muss  somit  n  willkürliche  Constante  enthalten.  Das  in  5)  ste- 
hende y  hat  aber  blos  n — 1  willkürliche  Constante,  weil  zwischen  den  n Grös- 
sen CM  Ct. .  .  Cn  die  Gleichung  4)  stattfindet;  es  muss  daher  dieses  y  noch 
durch  ein  particuläres  Integral  completirt  werden. 

In  dem  speziellen  Falle,  wo  a  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  ist  es  mir 
gelungen,  das  vollständige  Integral  der  vorgelegten  Differentialgleichung 
aufzustellen.  —  Bevor  ich  dies  zeige,  will  ich  darthun,  dass  die  2  Differen- 
tial-Gleichungen : 

1)  x  y<n>  +  a  y<n-l>  —  b  xy  =0, 

9)  xzW+  (a  +  n)tl*-U— bxz  —  Q 
Integrale  haben,  die  in  folgendem  Zusammenhange  stehen: 

10)  t=yW-by. 

Denn  setzt  man  das  so  eben  aufgestellte  z  in  die  Gleichung  0),  so  erhält 
man  identisch 

x  i(»>  +  (a  +  n)  z(*-{>  —  bxz 

HJ      —-j~  (xyin)  +  ay<«-ti  —  bxy)  —  b(xifi»)  +  ay(«-D  —  bxy\ 

folglich  ist  dip  Gleichung  0)  für  den  in  10)  stehenden  Werth  von  z  erfüllt, 
wenn   die  Gleichung  1)  stattfindet,    was    zu  beweisen  war.      Es  genügt 
demnach  die  Integration  der  Gleichung  l)  zu  zeigen  für  Werthe  von  a ,  die 
gleich  1,  2,  3, ...  n  —  l  sind,  und  dies  soll  nun  geschehen. 
Ich  setze  voraus,  dass  das  Integral  der  Gleichung 
12)  x<pi»+x)(x)  =  bf(x) 
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bekannt  ist  und  behaupte  dann,  dass  das  y,  welches    der  Gleichung  1)  in 
dem  Falle  genügt,  wo  a  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  folgende  Form  habe: 

13)  y  =  je    n qfi*+»(ux) du. 

0 
Um  sich  von  der  Richtigkeit  dieses  Ausdruckes  zu  überzeugen,  substituire 

man  dasselbe  in  1);  hierdurch  gelangt  man  zu  folgender  Gleichung: 

e     *  [xuuq>(**^V(ux)  +  au^q>(^)(ux)—bxtp^x>(ux]\du==0. 

0 
Durch  a maliges  Differenziren  der  Gleichung  12)  erhält  man  aber: 

15)  xvl~W»{x)  +  a<p<*+*)(x)==b<p<*>(mx), 
und  wenn  man  hier  x  durch  ux  ersetzt: 

16)  uxq><»+^»(ux)  +  a<pl^(ux)==b<pW(ux). 

Setzt  man  den,  sich  hieraus  ergebenden  Werth  von  ux<pl*+n+1)(ux)  in  die 
Gleichung  14),  so  erhält  man : 

e    *  [bu*-1  <p(*>(ux)  —  &*$><•+!)  (ux)) du=0. 

0 
Nun  ist 

e    »  [bu*-i<p(*)(ux)  —  bxq>(*+"(ux)]du=—be     *tfm>(ux), 

folglich  erhält  man,  die  Integration  zwischen  den  Grenzen  0  und  oo  durch- 
führend, Null  zum  Resultate,  wenn  der  Ausdruck : 

e     n<p(*)(ux) 
Null  ist,  so  wohl  für  u=0,  als  auch  für  w=  oo. 

Die  Gleichung  12)  last  sich  integriren,  sowohl  in  geschlossener  Form, 
als  auch  mittelst  unendlicher  Reihen.  Hat  man  das  Integral  der  Gleichung 
12)  auf  irgend  eine  Weise  bestimmt ,  so  enthält  selbes  n  + 1  willkürliche 
Constante.  Differenzirt  man  sodann  dieses  gefundene  vollständige  Inte- 
gral amal  (unter  a  eine  ganze  Zahl  verstanden,  die  kleiner  als  n  ist)  und 
setzt  hierein  x=0}  so  führt  <p(a>(0)  =  0  auf  eine  Bedingungsgleiahung  zwi- 
schen den  n  +  \  willkürlichen  im  Integrale  der  Gleichung  12)  auftretenden 
Gonstanten.  Das  in  13)  angeführte  y  ist  daher  das  vollständige  Integral 
der  vorgelegten  Differential-Gleichung,  wenn  zwischen  den  «  + 1  willkürli- 
chen Constanten,  die  in  dieses y  eintreten,  die  Bedingungsgleichung  <p<Ä>(0)=0 
aufgestellt  wird. 
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XV.  Hebet  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde.  Vom  Baurath  Dr. 
Hermann  Scheffler. 

Der  von  Maskelyne  und  Hutton  am  Berge  Shehallion  in  England 
ausgeführte  Versuch,  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  aus  der  Ablenkung 
des  Bleilothes  in  der  Nähe  von  Gebirgen  zu  bestimmen,  hat  das  Resultat 
4,7  ergeben ,  welches  durch  eine  ähnliche  Messung  am  Mont-Cenis  nahezu 
bestätigt  sein  soll. 

Die  Beobachtungen  an  der  Drehwage  haben  dagegen  erheblich  grös- 
sere Werthe  geliefert.  Cavendish  fand  5,48,  Reich  mit  einem  höheren 
Grade  von  Zuverlässigkeit  5,44  und  Baily  bei  Anwendung  grosser  Sorg- 
falt 5,68. 

Das  von  Bessel  vorgeschlagene  Verfahren,  durch  Pendelschwingun- 
gen die  Intensitätsvermehrung  zu  bestimmen,  welche  die  Schwere  durch 
einen  unmittelbar  unter  dem  Pendel  liegenden  massenhaften  Berg  erleidet, 
scheint  noch  nicht  praktisch  ausgeführt  zu  sein. 

Von  diesen  drei  Methoden  hat  unstreitig  die  Messung  mittelst  der 
Drehwage  die  meiste  Anwartschaft  auf  Genauigkeit ,  da  sie  mit  genau  be- 
stimmbaren Massen  und  Entfernungen  operirt,  gegen  welche  Vortheile  die 
durch  mechanische  Hilfsmittel  besiegbare  Schwierigkeit  der  Herstellung 
eines  hinreichend  empfindlichen  Apparates  in  den  Hintergrund  tritt.  Aus- 
serdem ist  dieses  Verfahren  vorzugsweise  dazu  geeignet,  das  Newton'sche 
Gravitationsgesetz  an  irdischen  Körpern  zu  bestätigen,  indem  dasselbe  die 
Schwächung  der  Anziehungskraft  im  Quadrate  der  Entfernung,  sowie  auch 
die  Verstärkung  dieser  Kraft  im  directen  Verhältnisse  der  Dichtigkeit  des 
anziehenden  Köpers  anschaulich  machen  kann. 

Gleichwohl  scheint  eine  Ausbildung  der  Methoden,  bei  welcher  die 
Dichtigkeit  der  Erde  unmittelbar  mit  einem  grösseren  Theile  des  Erdkör- 
pers verglichen  wird,  zur  Controle  wünschenswerth,  und  dieses  Bedürftige 
steigert  sich  durch  die  Erheblichkeit  der  Differenz,  welche  zwischen  den 
oben  angeführten  Resultaten  obwaltet. 

Bei  den  von  Maskelyne  und  Hutton  ausgeführten  und  bei  dem  von 
Bessel  vorgeschlagenen  Verfahren  möchte-  die  Ausmessung  des  Berges 
und  die  Bestimmung  seines  Schwerpunktes ,  alsdann  die  Geringfügigkeit 
der  Wirkung,  welche  derselbe  auf  den  Beobachtungsapparat  nach  dem  den 
Experimenten  zu  Grunde  liegenden  Principe  ausübt,  ferner  in  dem  einen 
Falle  die  genaue  Bestimmung  der  Verticalen  und  in  dem  anderen  Falle  die 
Experimentirung  auf  einem  hohen  Berge ,  endlich  aber  die  Ausschliessung 
oder  gehörige  Mitberücksichtigung  benachbarter  Gebirge  oder  unterirdi- 
scher Massen  von  ungewöhnlicher  Dichtigkeit  die  hauptsächlichsten  Hin- 
dernisse darbieten. 

Wenngleich,  das  nachstehende  Verfahren  nicht  von  allen  diesen  Män- 
geln frei  ist,  ja  in  gewisser  Hinsicht  sogar  die  Besorgniss  einer  grösseren 
Differenz  erwecken  mag,  so  steht  ihm  doch  in  anderer  Hinsicht  die  Leich- 
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tigkeit  der  Ausführung  und  die  stärkere  Wirkung  des  mit  der  Gesammt- 
erde  verglichenen  Körpers  als  Empfehlung  zur  Seite. 

Dieses  Verfahren  geht  nämlich  von  dem  Gedanken  aus,  die  Anziehung 
einer  unmittelbar  unter  der  Erdoberfläche  liegenden  concentrischen 
Schale  im  Vergleich  zur  Geflammtanziehung  der  Erde  and  hieraus  die 
mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  im  Verhältnisse  zur  mittleren  Dichtigkeit  je* 
ner  concentrischen  Schicht  zu  bestimmen,  was  durch  Pendelversuche  in 
folgender  Weise  geschehen  kann. 

Es  sei  R  der  Radius  der  in  Kugelform,  aus  homogenen  concentrischen 
Schichten  zusammengesetzt  und  ruhend  gedachten  Erde  ,  D  die  mittlere 
Dichtigkeit  derselben ,  g  die  Wirkung  der  Schwere  an  der  Oberfläche 
(31,2649  preussische  Fuss  oder  9,81259  Meter  für  Berlin),  ferner  h  die  Stärke 
einer  concentrischen  Schicht,  von  dem  Beobachtungsorte  an  der  Oberfläche 
vertical  abwärts  gemessen,  d  die  mittlere  Dichtigkeit  dieser  Schicht,  g  die 
Wirkung  der  Schwere  in  der  Tiefe  h  unter  der  Oberfläche. 

Alsdann  ist  die  Masse  der  ganzen  Erde  =  $nsÄ8i),  die  Masse  der  con- 
centrischen Schicht  =| 7t ä (3 Ä*  —  ZRh  +  hi)d)  also  die  Masse  des, unter 
dieser  Schicht  liegenden  Kernes,  dessen  Radius  R — h  ist, 
=  *»[/*» -D-A^Ä*  —  ZRh  +  k*)d]. 

Die  Schwerkraft  g  in  der  Tiefe  h  verhält  sich  also  zur  Schwerkraft  g 

*      ™_    nM  i.       -    R?ß—h{ZRi—ZRh+ht)d       KD  '_ 

an  der  Oberfläche  wie ^-— — — - —  zu  — —  =ÄZ),  oder  es  ist 

(R — K)  R 

J    g~  R(R  —  hyjD  ~(R—h)*  Riß  —  hy         />' 

Umgekehrt  folgt  hieraus 

D_  h^RJ  —  SRh  +  h*)  _hg(SRl-ZRh  +  h*) 

d~Ä[*-£(*_v]~Ä^w(Ä-A)«r 

Sind  also  g  und  g  beobachtet,  so  ergiebt  die  Formel  2)  das  Verhältniss 
der  mittleren  Dichtigkeit  der  Erde  zur  mittleren  Dichtigkeit  der  oberen 
Rinde. 

Man  erkennt  leicht,  dass  man  in  diesen  Formeln  für  g  und  g  auch  die 
der  Oberfläche  und  der  Tiefe  h  entsprechenden  Längen  des  Secunden-. 
pendeis  /  und  X  setzen  kann. 

Um  den  absoluten  Werth  der  mittleren  Dichtigkeit  D  der  Erde  berech- 
nen zu  können,  muss  man  die  Dichtigkeit  d  der  oberen  Schicht  von  der 
Dicke  h  kennen.  Die  letztere  wird  sich  immer  nur  näherungsweise  aus 
geographischer  Untersuchung  angeben  lassen. 

Im  Uebrigen  leuchtet  ein ,  dass  wenn  auch  die  Schwierigkeit  der  Be- 
stimmung dieser  letzteren  Dichtigkeit  d  der  vorstehenden  Formel  immer 
nur  den  Character  einer  Näherungs-  und  Controleformel  verleihet ,  diese 
Formel  doch  mit  einem  weit  grösseren  Grade  von  Genauigkeit  dazu  ge- 
braucht werden  kann,   um  das  Verhältniss   zu  bestimmen,   in  welchem  die 
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Dichtigkeit  der  concentrischen  Schichten  der  Erdrinde  von  oben  nach  unten 
variirt,  was  für  gewisse  Zwecke  ein  besonderes  Interesse  haben  dürfte. 

Um  die  Kraft  der  obigen  Formel  2)  einigermassen  benrtheilen  zu 
können ,  wollen  wir  annehmen ,  die  Dichtigkeit  der  obern  Schicht  von  der 
Stärke  h  sei  4=2,7,  während  die  der  ganzen  Erde  2) =5,68  gesetzt  wird. 
Nimmt  man  den  Radius  der  Erde  /?==  859,5  Meilen  an,  und  wendet  die 
Formel  anf  eine  Erdschicht  von  der  Dicke  A=0,1  Meilen  an,  so  ergiebt  sich 
ans  der  Gleichung  1) 

ff        V 

£  =  --  =  1,0000668. 

ff         ' 
Wäre  aber  die  Erde  ein  Körper  von  gleichförmiger  Dichtigkeit,  also 
d=By  so  erhielt  man 

-£-  =  -=0,0998836. 
ff         * 

Während  also  unter  der  Voraussetzung  einer  gleichförmigen  Dich- 
tigkeit die  Schwere  beim  Hinabsteigen  unter  die  Oberfläche  der  Erde  ab- 
nehmen, und  zwar  in  der  Tiefe  von  T\j  Meile  um  0,0001164= BTVr  Abneh- 
men müsste,  nimmt  sie  in  Folge  der  ungleichförmigen  Dichtigkeit  in 
den  oberen  Schichten  zu,  und  zwar  in  der  Tiefe  von  ^  Meile  etwa  um 
0,0000668 =Trfar>  ein  Resultat,  auf  welches  bisher  noch  nicht  aufmerksam 
gemacht  zu  sein  scheint. 

Die  Differenz  zwischen  jener  Abnahme  der  Schwere,  wie  sie  statt- 
finden müsste,  wenn  die  Dichtigkeit  der  Erdrinde  von  3V  Meile  Stärke  zu 
gleich  die  Dichtigkeit  des  übrigen  Erdkernes  wäre ,  und  der  in  Wirklich- 
keit stattfindenden  Zunahme  der  Schwere  beträgt  0,0001832 = yj^V*  Diese 
Differenz  ist  gross  genug,  um  sich  in  der  in  vielen  Bergwerken  zugänglichen 
Tiefe  von  ^  Meilen  =2284  Pariser  Fnss  bemerkbar  zu  machen. 

Bei  der  Ausführung  eines  solchen  Experimentes  wird  man  weder  di- 
rect  durch  Fall-  oder  Druckversuche  die  Schwerkraft  g  in  der  Tiefe  A, 
noch  auch  durch  Pendelversuche  die  Länge  /'  des  Secundenpendels  in  dieser 
Tiefe  ermitteln;  vielmehr  wird  man  am  einfachsten  den  Gang  irgend 
eines  beliebigen  Pendels  an  der  Oberfläche  mit  dem  Gange  dessel- 

ben  Pendels  in  der  Tiefe  h  vergleichen  und  hieraus  das  Verhältnis«  — 

bestimmen.  Macht  nämlich  irgend  ein  Pendel  von  der  Länge  /  in  einer 
gewissen  Zeit  an  der  Oberfläche  n  Schwingungen ,  dagegen  in  der  Tiefe  h 
(bei  ganz  gleicher  Länge,  also  in  gleicher  Temperatur)  n  Schwingungen,  so 

hat  man,  da  respective  ny  —  und  n  y  — >  die  Schwingungsdauer  in  jenen 
beiden  Zuständen  ausdrückt, 


*  =  /*     oder      <=(-)'• 

n       r     g  g        \n/ 
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Für  die  wirkliche  Zunahme  der  Schwere  in  der  Tiefe  von  T\j  Meile  ist 

nahezu  —  =  1.0000668  also  —  =  1,0000334.     Dies  entspricht  hei  einem  Pen- 
9  n 

del,  dessen  Länge  £  des  Sccundenpendels,  also  für  Berlin  £.994,2239 
=248,656  Millimeter  ist,  welches  also  in  der  Secunde  2,  oder  in  der  Stunde 
7900 Schwingungen  macht,  der  Zunahme  von  1  Schwingung  auf  29940,  also 
der  Zunahme  von  1  Schwingung  in  der  Zeit  von  4  Stunden  9  Minuten  30  Se- 
cunden. 

Diese  Differenz  ist  zwar  gering;  man  muss  aber  erwögen,  dass  nicht  die 
Gleichheit  der  Schwingungen  oder  der  Werth  1  die  Grenze  ist,  welchem 

r 

sich  das  Verhältniss  ~  in  der  Tiefe  h  nähert,  je  mehr  die  gesuchte  mittlere 

9 
Dichtigkeit  D  der  gegebenen  Dichtigkeit  der  Rinde  gleich  kommt,  dass  man 

vielmehr    für    die    Gleichheit    D—d   den    Werth  —  =»  0,0008836,  also 

9 

—  =0,9099418  haben  würde,  was  einer  Verminderung  der  Schwingungen 

am  Eine  in  der  Zeit  von  2  Stunden  23  Minuten  11  Secunden  entspricht. 

Hiernach  würde  zwischen  dem  factischen  nnd  dem  letzteren  hypo- 
thetischen Zustande  ein  Unterschied  bestehen,  welcher  in  dem  Werthe 

von  —  die  Differenz  0,0001832,  also  in  dem  Werthe  von   —"»die   Differenz 

9  * 

0,0000016  ausmacht,  eine  Differenz,  welcher  der  Betrag  von  1  Schwingung  in 
der  Zeit  von  1  Stunde  30  Minuten  58£  Secunden  entspricht. 

Nahezu  in  directem  Verhältnisse  mit  der  Tiefe  h  wachsen  alle  vorste- 
henden Differenzen ,  so  dass,  wenn  es  möglich  wäre,  in  einer  Tiefe  von 
1  Meile  unter  der  Erdoberfläche  zu  experimentiren ,  jene  Differenzen  das 
10 fache  der  obigen  Beträge  annehmen,  wodurch  sie  zu  sehr  erbeblichen 
Beobachtungsgrössen  werden  würden. 

Braunschweig,  den  21.  Februar  1856. 


XTL  Einige  Bemerkungen  für  Abhandlung  des  Prot  Dr.  Krönig 
in  Poggendorffs  Annalen  der  Physik  und  Chemie  Bd.  123,  8.289  IL: 
„Condensation  der  Luftarten".    Von  K.  Robida. 

Es  ist  Aufgabe  der  Physik,  die  Kräftezahl,  welche  sie  zu  ihren  Er- 
klärungen postulirt,  auf  ein  Minimum  zu  reduziren.  Um  zur  Losung  dieser 
Aufgabe  etwas  beizutragen,  habe  ich  im  Jahre  1860  meine  „Orundzüge 
einer  naturgemässen  Atomistik "  veröffentlicht  und  die  Erklärung  der  Er- 
scheinungen im  Gebiete  der  Physik  aus  der  materiellen  Anziehung  bei- 
spielweise versucht.  Dr.  Subic  hat  auf  analytischem  Wege  der  materiel- 
len Anziehung  als  der  alleinigen  Kraft  in  der  unorganischen  Natur  Eingang 
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zu  verschaffen  sich  bestrebt.  Gegen  letztere  Arbeit  erhebt  Dr.  Krönig, 
welcher  S.  302  den  Physikern  bei  Einführung  der  Kräfte  Parteilichkeit  vor- 
wirft, haltlose  Einwendungen,  welche  zu  widerlegen  ich  dem  Dr.  Subic 
überlasse,  wenn  er  es  für  angemessen  hält.  Der  Zweck  meines  gegenwär- 
tigen Aufsatzes  ist  nur  eine  kurze  Beleuchtung  der  auffallendsten  Behaup- 
tungen des  Dr.  Krön  ig  in  oben  genannter  Abhandlung,  welche  mit  aner- 
kannt richtigen  Sätzen  der  Physik  im  Widerpruch  stehen. 

Auf  S.  301  erklärt  K  r  ö  n  i  g  das  Gleichgewicht  eines  auf  einem  Tische 
ruhenden  Körpers  aus  der  gleichzeitigen  Einwirkung  der  Schwere  und 
einer  vom  Tische  auf  den  Körper  geübten  abstossenden  Kraft.  —  Wenn 
aber  derselbe  Körper  an  einer  Schnur  in  Ruhe  hängt,  woher  kommt  etwa 
jene  als  nothwendig  supponirte  abstossende  Kraft,  welche  den  Körper  hin- 
dert, dem  Zuge  der  Schwerkraft  zu  folgen?  Statt  der  abstossenden  Kraft 
des  Krönig  nennen  alle  Physiker  als  Ursache  dieser  Erscheinung  die  Oo- 
häsion  oder  die  materielle  Anziehung  der  Tischtheilchen  im  ersten  Falle, 
der  Schnurtheilchen  im  zweiten  Falle.  —  Zur  Unterstützung  seiner  Be- 
hauptung einer  allgemein  herrschenden  abstossenden  Kraft  sagt  Krön  ig 
weiter:  „Wenn  der  Tisch  nicht  auf  jeden  Körper,  der  ihm  hinreichend 
nahe  kommt,  eine  Abstossung  ausübte ,  was  sollte  denn  diesen  Körper  ver- 
hindern, in  den  Raum  einzudringen,  in  welchem  sich  der  Tisch  bereits 
befindet?  Nichts  anderes  als  eine  derartige  von  dem  Tische  ausge- 
hende Abstossungskraft. "  Diese  Schlussfolgerung  hält  Krön  ig  für  „so 
einfach  und  klar,  dass  es  eine  einfachere  und  klarere  kaum  geben  kann4*. 

Nach  S.  307  kann  Dr.  Krönig  „mit  dem  besten  Willen  nicht  verste- 
hen, wenn  man  sagt,  dass  die  Molecule  eines  festen  Körpers  sich  gegen- 
seitig anziehen  und  dass  eben  auf  dieser  Anziehung  das  Wesen  des  festen 
Aggregatzustandes  beruht. "  Denn  „warum  soll  dieses  Molecul,  wenn  es 
sich  auf  der  Oberfläche  des  Körpers  befindet,  der  Anziehung  nicht  Folge 
leisten ?"  Dieses  Räthsel  mit  seiner  Lösung  scheint  mir  dem  nachstehen- 
den analog  zu  sein :  Warum  geht  eine  Eisenkugel  von  l  Schuh  Durch- 
messer nicht  durch  das  Mauerloch  von  1  Quadratzoll ,  wenn  man  die  Kugel 
an  einem  Seile  durchzuziehen  noch  so  sehr  sich  bemüht?  Freilich  wird 
Krön  ig  die  Abstossung  der  Mauer  als  Ursache  des  Nichtdurchganges  der 
Kugel  bezeichnen.  Er  möchte  mir  aber  zugleich  sagen  ,  warum  diese  in 
ihrer  Wirkung  so  stark  auftretende  Kraft  erst  bei  unmittelbarer  Berührung 
zu  wirken  anfangen  soll?  warum  ferner  bei  dem  bekannten  Versuch  von 
Cavendish  die  Kugeln  einander  angezogen ,  nicht  abgestossen  haben? 
Dieser  Versuch,  sowie  jene  Versuche  von  Bouguer  und  Maskelyne 
über  Ablenkung  des  Bleilothes  durch  die  Bergmasse  beweisen  auf  eine 
handgreifliche  Art  die  Anziehung  der  Materie  auch  im  Abstände,  sobald 
gegen  diesen  die  Masse  nicht  verschwindend  klein  wird.  Wenn  also 
materielle,  in  entsprechender  Entfernung  befindliche  Theilchen  sich  anaie- 
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hen ,  wie  kann  man  die  Anziehung  der  Molekel  eines  und  desselben  Kör- 
pers in  Zweifel  ziehen?  Oder  weiss  vielleicht  Dr.  Krön  ig  eine  ein- 
fachere Erklärung  des  festen  Aggregatzustandes  zu  geben?  Sind  ihm  etwa 
Versuche  bekannt,  welche  die  Abstossung  der  Materie  im  Abstände  ausser 
Zweifel  setzen? 

Aus  der  Voraussetzung,  dass  die  Molekel  eines  dilatirten  Körpers ,  so- 
bald die  dilatirende  Kraft  zu  wirken  aufhört,  durch  die  gegenseitige  An- 
siehung zurückgetrieben  werden,  ist  Krönig's  Folgerung,  dass  die  Mole- 
kel eines  zusammengedrückten  Körpers,  sobald  die  Zusammendrückung 
aufhört,  durch  die  gegenseitige  Abstossung  von  einander  sich  entfernen, 
wenigstens  übereilt.  Bevor  man  nämlich  eine  zweite  Molecularkraft  an- 
nimmt, muss  man  versuchen,  beide  Erscheinungen  aus  einer  und  derselben 
Kraft  zu  erklären,  was  auch  möglich  ist.  Denn  die  Einwirkung  der  äusse- 
ren dilatirenden  oder  zusammendrückenden  Kraft  erstreckt  sich  entweder 
bis  zu  den  innersten  Körpermolekeln ;  oder  sie  erschöpft  sich  an  dem  Wir 
derstande  der  oberflächlichen.  Im  ersten  Falle  ist  die  Einwirkung  der 
äusseren  Kraft  auf  das  innerste  Molekel  entweder  genau  so  gross,  wie  auf 
die  äussersten ,  und  der  Körper  behält  die  ihm  aufgedrungene  Gestalt  und 
Grösse  bei,  wenn  auch  die  äussere  Kraft  zu  wirken -aufgehört  hat;  oder  die 
Einwirkung  der  äusseren  Kraft  ist  auf  das  innerste  Molekel  relativ  am 
kleinsten,  daher  stellt  dieses  Molekel  beim  Aufhören  der  äusseren  Einwir- 
kung durch  die  ihm  nun  eigene  anziehende  Molecularkraft  das  Gleichge- 
wicht zwischen  allen  Körpermolekeln  wieder  her  und  das  ursprüngliche  Vo- 
lumen und  die  Dichte  des  Körpers  haben  sich  mehr  oder  weniger  geändert» 
Im  zweiten  Falle  müssen  alle  Körpermolekel  unter  dem  Einflüsse  der  un- 
geänderten  molecularen  Anziehung  des  innersten  Molekels  ihre  ursprüng- 
liche relative  Lage  nach  Aufhören  der  äusseren  Einwirkung  genau  wieder 
einnehmen.  Diese  Erklärung  des  zweiten  Falles  scheint  mir  von  der  ge- 
wöhnlichen: weil  der  Körper  elastisch  ist,  oder  mit  anderen  Worten:  die 
Theilchen  des  Körpers  nehmen  beim  Aufhören  der  äusseren  Einwirkung 
ihre  ursprüngliche  Lage  wieder  ein,  weil  sie  sie  einnehmen  —  den  Vorzug 
zu  verdienen.  Dass  im  Schwerpunkte  eines  Molekels  nur  eine  einzige 
Kraft,  nicht  die  anziehende  und  abstossende  zugleich,  angreifen  und  in  je- 
der durch  diesen  Punkt  gedachten  Geraden  wirken  muss,  folgt  aus  dem  Ge- 
setze der  Mechanik :  Wenn  zwei  Kräfte  in  einem  Punkte  angreifen  und 
in  derselben  Geraden,  aber  in  entgegengesetztem  Sinne  wirken,  so  ist  ihre 
Resultirende  die  Differenz  der  Componenten  im  Sinne  der  grösseren  Kraft. 
Geradezu  absurd  ist  es  aber,  was  man  bei  Molekeln  tropfbarer  Flüssigkei- 
ten anzunehmen  pflegt,  dass  in  einer  bestimmten  Distanz  vom  Molekel- 
centrum die  anziehende,  in  einer  anderen  Distanz  die  abstossende  Molecu- 
larkraft die  vorherrschende  sei.  Unserer  Bequemlichkeit  zulieb  verschwen- 
det die  Natur  keine  Kräfte.  Die  moleculare  Anziehung  luftförmiger  Kör- 
per ist  wegen   der  geringen  Masse  und  wegen  des  grossen  Radius  luftför- 
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miger  Molekel  allerdings  eine  sehr  schwache  und  wird  durch  die  moleculare 
Anziehung  tropfbar  flüssiger  oder  fester  Körper,  in  deren  Nähe  sich  die 
luftförmigen  befinden,  leicht  tiberwanden.  Deshalb  entfernen  sich  die 
luftförmigen  Molekel  von  einander  and  durch  diese  Erscheinung  irre  ge- 
führt, schliessen  wir:  Die  luftförmigen  Molekel  stossen  einander  ab.,  Dass 
den  luftförmigen  Körpern  die  moleculare  Anziehung  wesentlich  eigen  ist, 
ergiebt  «icb  aus  ihrem  Uebergange  in  den  tropfbar  flüssigen  oder  festen  Zu- 
stand, sobald  ihr  Molekelradius  hinreichend  verkleinert  worden  ist.  Oder 
ist  es  vielleicht  naturgemässer,  anzunehmen,  dass  durch  Anwendung  von 
Druck  und  Temperaturerniedrigung  den  Oasen  zugleich  die  moleculare  An- 
ziehung gegeben  wird?  Man  könnte  zur  Bekämpfung  dieser  Ansicht  das 
Vorhandensein  der  hohen  Erdatmosphäre  anführen.  Allein  ich  betrachte 
jedes  Theilchen  dieser  Atmosphäre  als  eine  Masse,  welche  von  ihrer  Flieh- 
kraft und  von  der  Anziehung  der  Himmelskörper  in  der  einen  Richtung 
und  von  der  Schwerkraft  in  entgegengesetzter  Richtung  getrieben  wird. 

Pr.  Krön  ig  verbindet  mit  dem  Worte  Hinderniss  einen  ganz  an- 
deren Begriff,  als  die  mir  bekannten  Physikwerke,  sonst  könnte  er  8.  SOG 
nicht  behaupten :  „Wenn  also  ein  Molecul  oder  ein  Körper,  unter  der 
Einwirkung  von  zwei  gleichen  und  entgegengesetzten  Componenten  in  Rahe 
bleibt,  so  braucht  man  nur  die  eine  der  beiden  Componenten  für  ein  Hin- 
derniss zu  erklären,  dann  verbleibt  das  Molecul  oder  der  Körper  anter  der 
Einwirkung  einer  einzigen  Kraft  in  Rohe."  Aber  wie  kann  man  doch 
einem  Physiker  zumuthen ,  dass,  wenn  er  behauptet:  Die  abgeschossene 
Kanonenkugel  ist  durch  den  Erdwall  an  der  Weiterbewegung  gehindert 
worden,  er  damit  meine:  Die  Kanonenkugel  ist  durch  die  alleinige  Pulver- 
kraft zur  Ruhe  gekommen  ?  —  Auch  nennen  gelehrte  Physiker  Hindernisse 
geradezu  Kräfte.  So  z.  B.  liest  man  in  Baumgartner's  Naturlehre, 
8.  Aufl. ,  S.  249:  Die  Tendenz  zur  Bewegung  ruft  hindernde  Kräfte  her- 
vor—  und  in  Ettingshausen's  Physik,  2.  Aufl.,  S.  136:  Hindernisse,  % 
welche  gewiseermaaesen  mit  verzögernden  Kräften  verglichen  werden 
können. 

Nach  diesen  und  ähnlichen  Prämissen  kommt  Krönig  zur  Verwerfung 
des  auf  S.  301  bereits  ausgesprochenen  Dal  tonischen  Gesetzes,  weil  es 
auf  der  Voraussetzung,  „dass  heterogene  Gasatome  sich  gegenseitig  nicht 
abstossen",  beruht,  und  er  wundert  sich  S.  309,  wie  es  möglich  gewesen, 
„dass  die  Ansicht,  in  den  von  einer  Luftart  eingenommenen  Raum  könnte 
eine  zweite  Luftart  ungehindert  eindringen ,  sich  so  allgemeinen  Eingang 
verschafft  hat? "  (Was  etwa  das  Wort  ungehindert  bedeutet?)  Meines 
Wissens  ist  aber  die  Ansicht  der  Physiker  über  Mischung  der  Gase  folgende: 
Wenn  zwei  Gase  sich  in  demselben  Gefässe  befinden,  so  lagern  sie  sich 
anfänglich  wie  tropfbare  Flüssigkeiten  nach  ihren  speeifischen  Gewichten, 
und  ein  Gas  setzt  der  Ausbreitung  des  andern  ein  mechanisches  Hinderniss 
entgegen,  und  die  Zeit  der  vollkommenen  Mischung  dauert  um  so  länger,  je 
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dichter  die  Oase  sind.  Daraus  folgt  nach  meiner  Ansicht,  dass  sich  sowohl 
die  Theilchen  desselben  Gases  als  auch  jene  heterogener  Gase  anziehen, 
ferner  folgt  daraas  die  Unrichtigkeit  des  Krönig'schen  Schlusses:  „Wenn 
die  Atome  einer  Luftart  die  einer  andern  Luftart  nicht  abstossen ,  so  muss 
sich  die  erste  Luftart  in  den  von  der  zweiten  eingenommenen  Raum  ebenso 
schnell  wie  in  einen  luftleeren  Raum  ergiessen  und  natürlich  die  zweite 
Luftart  in  den  Raum  der  ersten. "  Wäre  es  nicht  consequenter,  zu  sagen : 
Wenn  die  Atome  einer  Luftart  die  einer  andern  Luftart  abstossen,  so  kann 
die  erste  Luftart  in  den  Raum  der  zweiten  ebenso  wenig  eindringen,  wie 
die  Belagerer  in  den  Raum  einer  Festung,  wenn  sie  von  der  Besatzung  zu- 
rückgestossen  werden.  Die  Einnahme  der  Festung  wird  erst  gelingen,  wenn 
die  Besatzung  entweder  gar  nicht  mehr  abstösst,  oder  wenn  die  Abstossung 
der  Belagerer  stärker  ist,  als  die  Abstossung  der  Besatzung.  Woher  weiss 
aber  Krönig,  dass  die  moleculare  Abstossung  des  einen  Gases  stärker  ist, 
als  die  des  andern,  wenn  vor  der  Mischung  beide  Gase  gleiche  Expansiv- 
kraft haben  ?  Ferner  möchte  ich  fragen ,  worin  das  Wesen  der  Expansiv- 
kraft eines  Gases  besteht?  Nach  meiner  Definition  ist  die  Expansivkraft 
eines  Gases  seine  moleculare  Anziehung,  dividirt  durch  das  Produkt  aus 
dem  Molekelradius  und  der  Dichte  des  Gases.  Auf  die  Einheit  des  Mole- 
kelradius  bezogen ,  ist  die  Expansivkraft  eines  jeden  Gases  nach  dieser 
Definition  beim  normalen  Atmosphärendrucke  gleich  23,328  Anziehungen. 

Auf  8.  310  meint  Krönig,  dass,  weil  der  Druck,  welchen  das  Gasge- 
menge auf  die  Gefässwände  übt,  grösser  ist  als  der  Druck,  welchen  ein 
Gemengtheil  in  diesem  Gef&sse  üben  würde,  „auch  die  Gefässwände,  wie 
es  sich  von  selbst  versteht,  auf  das  von  ihnen  umschlossene  Gasgemenge 
einen  grösseren  Druck  ausüben. "  Darauf  folgt  die  Begründung  dieser 
Meinung:  „Damit  dieser  Erfolg  eintreten  könne,  hat  jedenfalls  auch  eine 
Ausdehnung  der  inneren  Gefässwände  und  eine  Vergröserung  des  von  den- 
selben umgebenen  Raumes  stattgefunden. "  Also  dieser  Erfolg,  d.  i.  der 
grössere  Druck  der  Gefässwände  auf  das  eingeschlossene  Gas  ist  Folge  der 
Ausdehnung  der  Gefässwände?  Meint  denn  Krön  ig  im  Ernst,  dass  je 
weiter  sich  die  Molekel  eines  Körpers  von  einander  entfernen ,  sie  sich  um 
so  stärker  gegenseitig  anziehen?  oder  was  speciell  dasselbe  ist:  dass  die 
Kautschukblase  um  so  stärker  wird,  je  mehr  Luft  man  in  dieselbe  eintreibt? 
Wenn  aber  die  Wände  der  Kautschukblase  mit  wachsendem  inneren  Luft- 
drucke schwächer  werden,  woher  haben  sie  denn  die  Kraft,  auf  das  einge- 
schlossene stärker  drückende  Gas  einen  stärkeren  Gegendruck  auszuüben, 
als  sie  ihn  auf  den  schwächeren  Gasdruck  übten?  Diese  confusen  Behaup- 
tungen rühren  offenbar  von  der  Verwechslung  der  Begriffe :  Druck  und 
Widerstand  gegen  den  Druck«  Nur  der  vorhandene  Widerstand  kann 
soweit  in  Anspruch  genommen  werden ,  als  es  die  Cohäsion  der  Molekel 
gestattet,  ohne  diese  Cohäsion  aufzuheben ;  aber  die  Fähigkeit  zum  Wider- 
stände wird  durch  den  verstärkten  Gasdruck  nicht  gesteigert.     Würde  mit 
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dem  Drucke  der  Widerstand  proportional  wachsen  ,  so  hätten  wir  keine 
Dampfkesselexplosionen. 

Auf  derselben  Seite  erklärt  Dr.  Krönig  die  Verdunstung  des  Wassers 
im  lufterfüllten  Räume  :  „Kann  man  sich  hiernach  darüber  wundern,  wenn 
bei  dem  eben  besprochenen  Versuche  die  in  dem  Ge fasse  enthaltene  Luft 
eine  Raumverminderung  erleidet ,  sobald  die  Gefass  wände  einen  stärkern 
Druck  auf  sie  ausüben?  Ist  es  ferner  auffallend,  dass  in  den  durch  Com- 
pression  der  Luft  frei  gewordenen  Raum  ein  anderer  Körper,  der  Wasser- 
dampf nämlich,  eindringen  kann?"  In  dieser  Anschauungsweise  des  Krö- 
nig liegt  der  Sinn:  Die  Luft  hat  einen  Druck  auf  die  Gefässwände  ver- 
sucht. Weil  aber  diese  zum  Wiederstande  sich  anschickten,  so  ist  die  Luft 
zurückgewichen  und  hat  ein  kleineres  Volumen  eingenommen.  Von  dem 
frei  gewordenen  Räume  nahm  der  Wasserdjinst  Besitz.  Diese  naturwüchsige 
Anschauungsweise  erklärt  aber  keineswegs  die  Mischung  des  Wasserdunstes 
mit  Luft. 

Der  Satz  auf  S.  322:  „In  einem  oben  offenen  Gefässe  kann  die  Luft 
nach  unten  hin  keine  andere  Pressung,  als  die  ihres  Gewichtes  ausüben, 
welche  von  ihrer  Elasticität  ganz  unabhängig  ist, "  involvirt  die  falsche  Be- 
hauptung ,  dass  die  Elasticität  eines  Gases  von  seiner  Dichte  unabhän- 
gig ist. 

Mit  den  angeführten  und  ähnlichen  Sätzen  glaubt  Krön  ig  einige  Irr- 
thümer  der  Physik  berichtigt,  die  Unnahbarkeit  der  Dal  ton'schen  Theorie 
erwiesen  und  die  nöthigen  Fundamente  zu  seiner  Theorie  gelegt  zu  haben. 
Ich  kann  zwar  die  Dalton'sche  Theorie  nicht  als  eine  fehlerfreie  empfeh- 
len, verwerfe  aber  auch  jede  andere,  welche  auf  der  Annahme  einer  ma- 
teriellen Abstossung  fusst.  Die  praktischen  Resultate  beider  Theorien  sind 
übereinstimmend  und  richtig,  aus  welcher  Richtigkeit  man  aber  auf  die 
Richtigkeit  der  Theorie  nicht  schliessen  darf,  was  eben  diese  Uebereinstim- 
mung  beweiset. 

Klagenfurt,  am  1.  Januar  1865. 


XVIL  lieber  die  näherungsweise  Berechnung  der  Permutations- 
zahlen. 

Bei  Vorträgen  über  Wahrscheinlichkeitsrechnung  und  die  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  (nach  der  Hagen'schen  Begründungsweise)  ist  es  sehr 
wünschenswerth,  für  die  bekannte  Stirling'sche  Näherungsformel 

7(1.2.3...«)  =  #(2*)  +  {n  +  \)ln  —  n 
einen  Beweis  zn  haben,  der  nicht  von  weiter  greifenden  Theorien  abhängt, 
sondern  nur  die  Kenntniss  der  gewöhnlichsten  analytischen  Lehren  voraus- 
setzt.    Vielleicht  erfüllt  die  nachstehende  Ableitung  diese  Bedingungen, 
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da  sie  im  Wesentlichen  auf  einfachen  geometrischen  Betrachtungen 
beruht. 

a.     In  rechtwinkligen  Coordinaten  sei 

_     1 
y~  l+x 
die  Gleichung  einer  gleichseitigen  Hyperbel  (Taf.  III ,  Fig.  10) ;  die    über 
der  Abscisse  OA  =  l  stehende  Fläche  OACB  besitzt  dann  den  Inhalt 

1 

1+. 

Theilt  man  OA  in  n  gleiche  Theile ,  legt  durch  jeden  Theilpunkt  eine  Or- 
dinate und  construirt  zu  allen  entstehenden  Flächenstreifen  die  eingeschrie- 
benen Rechtecke ,  so  geben  letztere  zusammen  eine  kleinere  Fläche  als 
0ACB%  also  ist 

T+--T T  +  ---  +  «— lT<ß' 


oder 


1+-  1  +  -  1+- 

n  n  n 


+  -J-<Ä. 


w+1       «  +  2  n+n 

Durch  beiderseitige  Addition  von ■ —  =  —  folgt  noch 

b.     Es  sei  ferner 

z=l(l  +  x) 

die  Gleichung  einer  logarithmischen  Linie  (Taf.  III,  Fig.  11);  die  über  der 
Abscisse  OA  =  i  stehende  Fläche  OAB  hat  dann  zum  Inhalte: 

1 


/• 


ll(l+x)dx  =  2l2  —  1. 

Auch  diese  Fläche  zerlegen  wir  in  n Streifen  von  gleichen  Grundlinien  und 
betrachten  zunächst  einen  solchen  Streifen  MNQP  (Taf.  III,  Fig.  12),  bei 


welchem   OM  =  —  ,  also 
n 


MP=l(l+^y    XQ==l(l  + 


*+l> 


n   / 

sein  möge.     Die  in  P  an  die  Curve  gelegte  Tangente  PT  bildet  mit  der 
x-Axe  einen  Winkel  SPTy  welcher  aus  der  allgemeinen  Formel 

dz  1 

/*»!*=:  —  =  — — 

dx       l+x 

k 
durch  Substitution  von  x=  —  gefunden  wird.     Das  umschriebene  Trapez 

PMNT hat  demnach  die  Fläche 

Z.iWehritl  f.  Maiktmalik  u.  Physik.  X,  3.  16 
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und  diese  ist,  wegen  der  concaven  Krümmung  der  Curve,  grösser  als  die 
Fläche  PMNQ.  Wendet  man  diese  Bemerkung  auf  alle  Streifen  an,  so 
erhält  man  durch  Addition  der  für  k  =  0,  1,  2,  ...  n  —  1  entstehenden  Un- 
gleichungen 

i[w  +  ,(1  +  I)+l(1+4)+...+I(1+!=!)] 
+  5[i+rFI+.-Ti+-+dri]>»"-1- 

Zufolge  der  Formel  1)  kann  man  dafür  die  stärkere  Ungleichung  setzen 

;[<('+>K)+:"+<('^)] 


+  s[',+s]  >2'2—' 


oder 


i(i+i)+'(i+|)+...+'(i+V!)>»"-»>»— i- 

Addirt  man  beiderseits  /2s=/f  1-J )  und  setzt  zur  Abkürzung 

2)  .«,„,(,  +  I)  +  ,(,+i)+...+,(i  +  i)f 

so  hat  man 

3)  S.>(2«  +  i)/2-»-l. 

Andererseits  beträgt  die  Fläche  des  eingeschriebenen  Trapezes  PMNQ,  d.  i. 

weniger  als  die  Fläche  des  gleichnamigen  Streifens,  und  daraus  folgt  für  die 
Summe  aller  derartigen  Trapeze: 

i[W0+,(1+i)+...+l(Hi=i)+„(1+i)]  <„,_,. 

Durch  Mnltiplication  mit  n  und  beiderseitige  Addition  von 

erhält  man  noch 

4)  S„<  (2/i +  4)72— n. 

c.     Bezeichnet  x  einen  Bogen  des  ersten  Quadranten,  so  ist 
sin2"" !  x  >  sin2"  x  >  sin2n+*  x, 
mithin  aus  bekannten  analytischen  oder  geometrischen  Gründen 
i*  i*  i* 

/  «w2""1  x  dx  >    /  sin7*  x  dx  >    /  $in2n+xx  dx% 
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d.i. 

2.4.6...(2n  —  2)       1.3. 5... (2;?  —  1)     n       2.4.6...  (2/i) 


3.5.7...(2/t  — l)"2.4.6...(2?t)         *2   ^3.5.7.  ..(2/1  +  1)' 
Der  erste  Theil  dieser  Ungleichung  giebt 

g'^'.eV .  .(2/t  —  2)*Zn  ,    '  n 

3t.5,.7« (2^3I)t>2» 

oder,    wenn  beiderseits  der  Factor  In  zngesetzt  nnd  die  Wurzel  gezogen 
wird 

6x  2^4. 6.... (In)       ^    , — 

Der  zweite  Theil  der  vorigen  Ungleichung  liefert 

oder 

^  2.4.6 (2n)         ^    /- — r-7T- 

6)  ^— }- — -  <  l/(n+  l) n. 

}  3.5. 7.. .(2n—  \y^¥K   T  ■' 

Bezeichnet  man  die  Permutationszahl  1.2.3...m  mit  Pm,  so  hat  man  weiter 

2.4.6....(2tt)     _        2*.4g.6'....(2;Q*         __  2*»  (/>„)• 

3.5.7...(2«  — l)~2.3.4.5...(2n  — l)(2n)  ^>ü 


*»  +  !     *«+2     /«  +  3  *2ä 


=  22"i>» 


1  1  1 


'n+r  n  +  2'  n+3  2»' 

und  daher  lassen  sich   die  Ungleichungen  5)  und  6)  folgendermaßen  dar- 
stellen 

P   ^  (w+ ')»  +  «) 0+3)..-  (2«)  -/- 


oder  auch 


«K5+iSS(.+i)(.+i)...(.+i> 

Vermöge  der  Bedeutung  yon  Sn  ergiebt  sich  hieraus 

IPU  >\ln  +  \ln+nln — 2n/2  +  5fl, 

lPn<  \l*+\l(n+\)+nln  —  2nl2+Sn. 

Diese  Ungleichungen  werden  stärker,  wenn  man  in  der  ersten  für  Sn  den 

kleineren  Werth  aus  No.  3),  in  der  zweiten  den  grösseren  Werth  aus  No.  4) 

substttnirt.     Man  erhält  so  für  den  ersten  Fall 
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und  für  den  zweiten 

oder,  weil  bei  echt  gebrochenen  ß  immer  /(l+0)<ß  ist, 

lPn<  4/(2*)  +  (*  +  4)/n-n+i. 
Aus  den  entwickelten  Ungleichungen  folgt  noch  die  Gleichung 
/(l.2.3...n)  =  i/(2Ä)  +  (n  +  i)/«~n  +  -i, 

worin  e  einen  zwischen  — £  und  +  i  liegenden  Bruch  bezeichnet.  Multi- 
plicirt  man  mit  dem  Modulus  der  Brigg'schen  Logarithmen,  so  gelangt 
man  zu  der  Näherungsformel 

log{l.2.Z...n)  —  \Jog  (2n)  +  (n+k)logn  —  0,43429448.«, 
bei  welcher  der  absolute  Werth  des  begangenen  Fehlers  weniger  beträgt 
als 

0,4343.  $         11 
n       ^lOOw' 
Da  die  genannte  Formel  überhaupt  nur  für  grosse   n  in  Anspruch  genom- 
men wird,  so  ist  dieser  Genauigkeitsgrad  für  die  Anfangs  erwähnten  Zwecke 
vollkommen  ausreichend. 

Schlömilch. 


XVm.  Heber  Interferenz  des  weissen  Lichtet  bei  grossen  Gang- 
unterschieden. 

Senkrecht  zur  Axe  geschnittene  Quarzplatten  erscheinen  im  Polarisa- 
tions  -  Apparate  gefärbt.  Die  Färbung  hängt  ab  von  der  Dicke  der  Platte 
und  der  Stellung  des  Analyseurs.  Je  dicker  die  Platte,  desto  weisslicher 
ihre  Farbe,  desto  geringer  der  Farbenwechsel  bei  Drehung  des  Analyseurs. 
Eine  Platte  von  30  Millimeter  Dicke  zeigt  nur  mehr  zwei  schwache  Farben- 
töne: röthlich  und  bläulichgrün.  Eine  45  Millimeter  dicke  Platte  erscheint 
bei  allen  Stellungen  des  Analyseurs  vollkommen  weiss.  Die  Ursache  der 
Färbung  ist  die,  dass  alle  Farben,  deren  Polarisations -  Ebenen  die  Plattte 
um  00°  oder  ungerade  Vielfache  von  00°  gegen  den  Hauptschnitt  des  Ana- 
lyseurs dreht,  von  diesem  ausgelöscht  werden.  Das  aus  dem  Analyseur 
kommende  Licht,  prismatisch  zerlegt,  giebt  ein  Spectrum,  in  dem  an  Stelle 
der  gelöschten  Farben  dunkle  Streifen  sich  befinden.  Die  30  Millimeter 
dicke  Platte  erzeugt  fünf,  die  45  Millim.  dicke  neun  solcher  Streifen.  Diese 
stehen,  wie  eine  frühere  Untersuchung  gelehrt  bat,  im  Spectrum  eines 
Glasprisma  gleich  weit  von  einander  ab  und  verschieben  sich  parallel  zu 
einander,  wenn  der  Analyseur  gedreht  wird.  Daraus  ergiebt  sich  folgende 
Eigentümlichkeit  unseres  Vermögens  der  Farbenempfindung : 
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Wird  in  einem  weissen  Lichte  ein  Farbenbündel  ausge- 
löscht, so  erscheint  uns  der  Rest  gefärbt.  Werden  mehrere 
Bündel,  welche  im  Spectrnm  eines  Glasprisma  gleich  weit 
von  einander  abstehen,  ausgelöscht,  so  erscheint  der  Rest 
gefärbt,  aber  um  so  weisslicher,  je  grösser  die  Anzahl  der 
gelöschten  Bündel  ist.  Eine  parallele  Verschiebung  der 
Bündel  im  Spectrnm  ändert  die  Farbe,  jedoch  um  so  weniger, 
je  grösser  die  Anzahl  dieser  Bündel  ist.  Erreicht  oder  über- 
steigt diese  die  Zahl  neun,  so  erscheint  der  Rest  des  Lichtes 
weiss  und  bleibt  weiss  bei  jeder  parallelen  Verschiebung  der 
Bündel. 

Diese  Eigentümlichkeit  des  Empfindungsvermögens  stimmt  gut  mit 
der  Hypothese,  nach  welcher  Young  und  Helmholtz  die  Farbenempfin- 
dung erklären.  Nach  dieser  giebt  es  drei  Arten  von  Nervenfasern ,  roth-, 
grün-  und  violettempfindende.  Eine  gleichmässige  Erregung  aller  giebt 
die  Empfindung  weiss,  eine  stärkere  Erreguug  der  einen  als  der  anderen 
die  Empfindung  einer  Farbe.  Wird  nun  aus  weissem  Lichte  eine  grössere 
Anzahl  gleichmässig  im  Spectrum  vertheilter  Farben  gelöscht,  so  erfährt 
jede  der  drei  Faserarten  nahe  denselben  Verlust  an  Erregung  und  die  Be- 
dingung zum  Entstehen  der  Empfindung  weiss  ist  nicht  aufgehoben. 

Diese  Eigenschaft  des  Empfindungsvermögens  macht  sich  überall  gel- 
tend, wo  wir  Interferenz-Erscheinungen  im  weissen  Lichte  beobachten.  Sie 
ist  die  Ursache ,  warum  gewöhnlich  nur  Interferenzen  solcher  Strahlen,  die 
geringe  Gangunterschiede  besitzen,  sichtbar  werden.  Ist  der  Gangunter- 
schied zweier  weisser  Strahlen  so  gross,  dass  er  für  eine  grössere  Zahl  von 
Farben  ein  ungerades  Vielfache  ihrer  halben  Wellenlängen  wird,  so  werden 
alle  diese  Farben  durch  die  Interferenz  der  beiden  Strahlen  gelöscht  und 
der  Rest  erscheint  wieder  weiss,  sobald  die  Anzahl  dieser  Farben  eine  ge- 
wisse Grösse  übersteigt. 

Dass  bei  den  gewöhnlichen  Interferenz-Versuchen  nur  wenige  farbige 
Ringe  oder  Streifen  auftreten,  könnte  auch  in  der  Unregelmässigkeit  der  in 
einem  Strahle  auf  einander  folgenden  Lichtschwingungen  begründet  sein. 
Dass  dies  nicht  der  Fall,  beweisen  die  Versuche  mit  dem  homogenen  Licht 
der  Natriumflamme.  Das  N  e  w  to  n'sche  Glas  zeigt  sich  bei  dieser  Beleuch- 
tung ganz  mit  Ringen  bedeckt.  Fizeau  hat  deren  bis  50 tausend  nach- 
gewiesen. Giebt  man  eine  Kalkspathplatte  in  die  Turmaliazange  oder 
zwischen  zwei  Nicole  und  sieht  gegen  diese  Flamme,  so  erscheint  das  ganze 
Gesichtsfeld  mit  Ringen  bedeckt  und  kann  man  durch  Drehen  der  Platte 
noch  neue  Ringe  ins  Gesichtsfeld  bringen.  Parallel  zur  Axe  geschliffene 
Quarzplatten  von  30  und  mehr  Millimeter  Dicke  zeigten  im  Pölarisations- 
Apparat  bei  homogener  Beleuchtung  Interferenz  -  Streifen ,  welche  im  un- 
vollkommenen Parallelismus  der  Flächen  oder  der  einfallenden  Strahlen 
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ihren  Grund  haben.     Im  weissen  Lichte  erscheint  eine  %  Millimeter  dicke 
Platte  schon  farblos. 

Interferenz  weisser  Strahlen  von  grösseren  Gangunterschieden  hat  zu« 
erst  Wrede  nachgewiesen.  Die  Lichtlinie  an  einem  gebogenen  Glimmer* 
blatt,  durch  das  Prisma  betrachtet ,  liefert  ein  Spectrum  mit  dunklen  Strei- 
fen, die  durch  Interferenz  des  an  der  Vorder-  und  Hinterfläche  des  Blattes 
reflectirten  Lichtes  entstehen.  Ein  solches  Spectrum  erhielten  Fizeau  und 
Foucault,  als  sie  das  von  den  Fresnel'schen  Spiegeln  reflectirte  Licht 
und  solches  ,  welches  durch  parallel  zur  Axe  geschnittene  Kalkspath-  und 
Quarzplatten  in  einem  Polarisations  -  Apparate  ging,  durch  das  Prisma  «er- 
legten. Man  kann  in  den  Polarisations  •  Apparat  auch  eine  senkrecht  zur 
Axe  geschnittene  Kalkspathplatte  geben.  Dreht  man  diese,  so  rücken  vom 
violetten  Ende  aus  schwarze  Streifen  in  das  Spectrum;  sie  folgen  in 
immer  engeren  Zwischenräumen  auf  einander,  je  weiter  die  Platte  gedreht 
wird. 

Die  Interferenz  des  von  dünnen  Plättchen  reflectirten  Lichtes  kann  am 
einfachsten  auf  folgende  Weise  nachgewiesen  werden.  Man  verwende  das 
Glimmer-  oder  Glasplättchen  als  Heliostaten,  der  Sonnenlicht  auf  die  Spalte 
des  Spectral  -  Apparates  schickt.  Man  kann  so  dickere  Plättchen  nehmen 
und  erhält  eine  einfache  und  genau  berechenbare  Erscheinung.  Sind  solche 
Linien  wegeft  zu  geringer  Breite  des  Spectrums  nicht  sichtbar,  so  verrathen 
sie  sich  oft  dadurch,  dass  gewisse  Fraunhofer'sche  Linien,  die  mit  solchen 
Interferenzlinien  zusammenfallen,  dunkler  erscheinen. 

Die  Interferenz  des  Lichtes ,  welches  direct  durch  ein  Plättchen  geht 
und  jenes,  welches  nach  einmaligen  Hin-  und  Hergange  im  Plättchen  aus 
diesem  tritt,  kann  man  nachweisen,  wenn  man  die  Spalte  des  Spectral- Appa- 
rates mit  dem  Plättchen  bedeckt.  Ist  das  Plättchen  planparallel,  kann  man 
es  auch  zwischen  Fernrohr  und  Spalte  anbringen.  Man  sieht  gerade  In- 
terferenzlinien im  Spectrum.  Eine  merkwürdige  Erscheinung  wurde  am 
grossen  Spectral*  Apparat  beobachtet,  als  das  Blättchen  zwischen  Auge  und 
Ocular  gebracht  wurde.  Es  zeigte  sich  im  Spectrum  ein  System  heller  und 
dunkler  Ringe,  deren  gemeinsames  Centrum  sich  an  der  gegen  das  Violett 
gekehrten  Seite  des  Gesichtsfeldes  befand.  Die  Ringe  sind  um  so  feiner, 
je  grösseren  Radien  sie  angehören  und  ändern  sich  beim  Neigen  des 
Plättchens« 

Die  dunklen  Streifen,  welche  durch  die  verschiedenen  Interferenzfälle 
im  Spectrum  erzeugt  werden,  sind  in  diesem  nicht  immer  in  derselben  Weise 
vertheilt;  es  entsteht  die  Frage,  bei  welcher  Vertheilungsweise  die  geringste 
Anzahl  gelöschter  Farben  im  weissen  Lichte  die  Eigenschaft,  uns  weiss  zu 
erscheinen,  nicht  aufhebt.  Es  zeigt  sich  diesem  Zwecke  günstiger  eine 
Vertheilung,  bei  welcher  die  ausgelöschten  Farben  gegen  das  violette  Ende 
des  prismatischen  Spectrums  hin  mehr  auseinander  rücken.  Daraus  kann 
geschlossen  werden,  dass  sich  die  drei  Arten  von  Nervenfasern  in  gleiche 
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Felder  eines  Speetrums  theilen,   welches  vom  prismatischen  in  der  Weise 
abweicht,  dass  es  sich  dem  Beugungsspectrum  nähert 

(Wiener  Akademie.)  Prof.  Stefan. 

* 


XEL    Elektromagnetismus. 

Dr.  Mourel  hat  der  Pariser  Akademie  der  Wissenschaften  (Oosmos 
1865,  Januar,  S.  76)  in  der  Sitzung  vom  16.  Januar  1865  eine  Mittheilung 
gemacht,  die  sich  auf  eine  ganz  unerwartete  Erscheinung  bezieht. 

Wenn  man  einen  Eisenkern  durch  Umwickelung  mit  nicht  überspon- 
nenetn  Kupferdraht  zum  Elektromagneten  macht,  so  erhält  man  in  manchen 
Fällen  beim  Dnrehleiten  eines  Stromes  einen  ebenso  starken  oder  noch 
stärkeren  Magnetismus,  als  wenn  man  denselben  Draht  im  übersponnenen 
Zustande  zu  demselben  Zwecke  verwendet.  Die  Fälle,  in  denen  der  Ver- 
such günstig  ausfällt,  sind: 

i.     wenn  der  Elektromagnet  mit  langem  und  feinen  Eupferdraht  um* 
wickelt  wird.     So  verhielten   sich  zwei  Elektromagneten  ganz 
gleich,  von  denen  der  eine  durch  27000  Umwindungen  von  Kupfer- 
draht No«  83  (nicht  übersponnen)  und   der  andere  von  ebensoviel 
übersponnenen  Windungen  gebildet  worden  war,  während  bei  An- 
wendung von  starkem  Kupferdraht  von  3mm  Durchmesser  die  Wir- 
kung beim  Elektromagneten  ohne  isolirenden  Ueberzug  beinahe 
verschwand ,  wenn  die  Windungen  stark  gegen  einander  gepresst 
worden  waren ; 
2.     wenn  die  Elemente  der  Batterie,  die  man  anwendet,  so  verbunden 
sind ,  dass  der  Strom  in  der  Batterie  durch  einen  grossen  Quer- 
schnitt gehen  muss,  also  nicht  so,  dass  in  der  Kette  grosser  innerer 
Widerstand  vorhanden  ist.     Elemente,  die  nach  Quantität  ver- 
bunden waren ,  gaben  beim  Elektromagneten  mit  nicht  überspon- 
nenem  Draht  gegen  den  mit  übersponnenem  Draht  Verstärkung 
des  Magnetismus ,  während  die  nach  Intensität  verbundenen  Ele- 
mente bei  demselben  Versuche  Schwächung  des  Elektromagne- 
tismus gaben. 
Dr.  Mourel  hat  später  (Cosm.  1665,  S.  132)  der  Akademie  der  Wissen- 
schaften ein  Besame*   über  seine  bis  dahin  angestellten  Versuche  über  die 
Magnetismusspiralen  mit  nicht  isolirtem  Drahte  gegeben ,  aus  dem  Folgen- 
des hervorgeht : 

Der  Erfinder  der  Magnetisirungsspiralen  mit  nicht  übersponnenem 
Drahte  ist  vollkommener  Laie  in  der  Physik ,  er  ist  als  Nachfolger  von 
einein  Fabrikanten  telegraphischer  Laute  werke  wahrscheinlich  auf  die  Idee 
gekommen,  statt  des  theuren  übersponnenen  Drahtes  einmal  gewöhnlichen 
Draht  zu  den  Magnetisirungsspiralen  zu  nehmen  und  hatte ,  um  den  Erfolg 
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zu  zeigen,  die  oben  erwähnten  2  Spiralen  mit  27000  Umwindungen  herge- 
stellt, eine  mit  gewöhnlichem,  die  andere  mit  tibersponnenem  Drahte.  Die 
Drähte,  die  von  gleichem  Durchmesser  und  gleicher  Länge  waren,  besassen 
aber,  wie  sich  nachträglich  herausgestellt  hat,  verschiedenes  Leitungsver- 
mögen ,  indem  der  umsponnene  Draht  bleihaltig  war  und  folglich  mehr  Wi- 
derstand hatte.  Weitere  Experimente  haben  aber  dennoch  Folgendes 
ergeben : 

1.  Wenn  die  Drähte  zweier  Spiralen,  übersponnen  and  nicht  über- 
spönnen,  gleiches  Leitungsvermögen,  Länge  und  Durchmesser  ha- 
ben, so  bleibt  für  Ströme  von  geringer  Spannung  der  Widerstand 
gleich  gross,  die  Zweigströme  welche  in  diesem  Falle  zur  Entste- 
hung kommen,  werden  durch  den  Strom  selbst  zerstört  (Gesetz 
von  Ampere),  worunter  wahrscheinlich  zu  verstehen  ist,  dassdie 
sich  abzweigenden  Ströme  nach  dem  Anipere'schen  Gesetz  vom 
Hauptstrome  wieder  angezogen  werden  müssen. 

2.  Wenn  bei  schwachen  Strömen  beide  Magnetisirungsspiralen  gleich 
gut  isoliren,  so  liefern  sie  auch,  wenn  die  Ströme  gleiche  Stärke 
haben,  Elektromagneten  von  gleicher  Stärke.  Immer  erreichen 
die  Spiralen  mit  übersponnenem  Draht  grössere  Wirkung,  wenn 
der  äussere  Theil  der  Schliessung  ausser  der  Spirale  widerstehend 
wird  (lange  Leitung  von  der  Batterie  bis  zur  Spirale). 

3.  Jede  Disposition  der  Säule,  welche  die  Spannung  des  Stromes 
/  vermehrt,  wirkt  zu  Gunsten  der  Elektromagneten  mit  überspon- 
nenem Draht,  daher  eignen  sich  die  Spiralen  mit  nicht  überspon- 
nenem Draht  nicht  zu  telegraphischen  Apparaten',  die  von  der 
Linienbatterie  activirt  werden  sollen,  sondfern  nur  zu  den  mit 
der  Localbatterie  verbundenen  oder  zu  Lautewerketa. 

Dr.  Kahl. 


X. 
IV.     Die  Entwickelung  des  Rechnens  mit  Columnen. 

Von 

Professor  Friedlein  zu  Ansbach. 


Wem  die  Abhandlung  von  Chasles  in  den  Compt.  rend.  T.  XVI,  1843, 
S.  1393  — 1420  bekannt  ist,  dem  könnte  es  genügend  erscheinen,  auf  die- 
selbe zu  verweisen  und  nur  an  die  Resultate  derselben  anzuknüpfen.  Ich 
wünschte  dieses  thun  zu  können,  aber  ein  Umstand  macht  es  unthnnlich. 
Chasles  hat  nämlich  alle  Werke  über  das  Rechnen  mit  Columnen,  die 
ihm  handschriftlich  vorlagen,  zusammengefasst  und  die  Summe  ihres  Inhal- 
tes mitg  etil  eilt.  Dadurch  sind  die  Unterschiede  der  einzelnen  Werke  ver- 
wischt worden,  und,  weil  so  die  Entwickelung,  welche  jenes  Rechnen  ge- 
habt hat,  nicht  erkennbar  ist,  sind  auch  Zeitbestimmungen  daraus  nicht 
möglich.  Das  Vorhandensein  solcher  Unterschiede  und  eine  naturgemässe 
Entwickelung  nachzuweisen  ist  daher  die  nächste  Aufgabe  des  folgenden 
Aufsatzes,  und  auf  Grund  desselben  sollen  dann  auch  die  möglichen  Zeitbe- 
stimmungen versucht  werden. 

Die  Abhandlungen  und  Fragmente  solcher,  die  mir  dazu  zu  Gebote 
standen,  sind  folgende,  die  ich  zugleich  mit  einem  Buchstaben  bezeichnen 
will,  um  kürzere  Verweisungen  zu  gewinnen : 

1.     Gerbert,  de  numerorum  divisione  (G, ) . *) 


*)  Martin  spricht  in  seinen  Recherche*  nouvelles  etc.  in  der  RJmte 
archtologique  1857,  S.  520  —  521  auf  Grund  der  Angaben  von  Chasles  von  der 
Möglichkeit,  dass  im  Cod.  St.  Emmer.  G,  LXX11I  2  verschiedene  Werke  Gerbert's 
vorliegen.  Nach  der  Einsichtsnahme  dieses  Codex  kann  ich  mittheilen,  dass  jene 
Spar  von  einem  zweiten  Werke  dort  nicht  vorhanden  ist.  Die  von  Chasles  erwähnte 
Bei6chrift  ans  dem  16.  Jahrhundert:  Gerberti  abacus,  hoc  est  atgarismus  sive  dXq>a  ort  flog 
ad  0  ton  cm  imp.  Principium  non  ad  est  steht  anf  Fol.  00",  wohin  sie  durch  ein  Versehen 
kam,  weil  feie  F.  97"  stehen  sollte.  Anf  F.  90"  steht  nämlich  gleichfalls  ein  blosses 
Fragment,  das  mit  den  Worten  beginnt  compositae  aureae  divisioms  und  auf  der 
andern  Seite  mit  divido  asses  per  divisorem  endet,  worauf  noch  10  Zeilen  freige- 
Ztilsrhrirt  f.  Mathematik  u.  Physik.  X,  4.  17 
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2.  Die  Anhänge  in  der  sogenannten  Geometrie  des  Boethius  nach 
dem  Erlanger  Ms.  288  (Bt). 

3.  Ein  Fragment  aus  dem  cod.  Bern.  299,  saec.  X  QFt).*) 

4.  Das  Werk  des  Bernelinus**)  nach  dem  ehemaligen  cod%  Sl. 
Emmer.  G.  LXXIII,  jetzigen  cod.  tat.  monac.  14689,  saec.  XI — XII, 
F.  49*  —  64«  (B2). 

5.  Eine  Anleitung  zur  Division,  die  mit  den  Worten  beginnt:  Cum 
passione  contraria,  aus  demselben  Codex  F.  64a  —  68a  (^,). 

•  6.     Das  Werk  des  Gerland**)  nach  demselben  Codex  F.  99a  — 105* 

7.  Das  Werk  de  disciplina  numerorum  abaci,  eben  dort  F.  105" 
bis  117*,  das  mit  den  Worten  beginnt:  Doctori  et  patri  theo- 
sopho  J.  G.  filius  ejus  (/tf2). 

8.  Die  Bruchstücke  von  Kegeln  der  Division,  eben  dort  F.  96Ä~*  (F,). 

9.  Die  Abhandlung  in  demselben  Codex  F.  117a — 121*,  die  mit  den 
Worten  beginnt:    Abacus  vocatur  mensa  geomelricalis  {A3). 

10.  Die  Abhandlung  in  demselben  Codex  F.  121*  —  127a,  die  mit  den 
Worten  beginnt:  Alligas  me  oneri,  cui  succumbunt  humert. 
Ein    commenlariolus    zu    G erber fs    Kegeln    über    die   Division 

(4). 

11.  Die  regulae  Herigeri  in  abacum  eben  dort  F.  98a~*  (#). 

12.  Die  Regeln  der  Division  im  cod.  lat.  monac.  14836  (ehemals  k\  C) 
saec.  XI  (2.  Hälfte)  F.  6*  — 10*  (Ar). 

13.  Die  regulae  domni  Oddonis  super  abacum  bei  M.  Gerbert, 
Script,  eccl.  de  mus.  T.  I,  S.  296  —  302  aus  einem  Codex  des 
XIII.  Jahrhunderts  (0). 

14.  Der  Anonymus  bei  Chasles,  compt.  rend.  1843,  S.  237  —  246,  aus 
einem  Codex  des  XII.  —  XIII.  Jahrhunderts  (ca.  1200)  (Ab). 

Aus  diesen  Werken  will  ich  nun  zusammenstellen: 

1.  die  Angaben  über  die  Abacustafel, 

2.  den  Gebrauch  der  Worte  öigüus  und  articulus, 

3.  die  Regeln  der  Multiplication, 


lassen  sind.  Die  Abhandluno:  Gerbert's  aber  beginnt  F.  97*  mit  c  milut.  Si  cen- 
tenum  per  decenum  mill einem  und  reicht  bis*  F.  98«,  wo  nach  den  letzten  Worten 
extremos  digitos  von  derselben  Hand  weiter  geschrieben  steht:  Caeswis  ottot'is 
studio  geometres.  Explicimt  lectiones  Gerberti  super  abacum.  Es  kann  also  kein  Zwei- 
fel sein,  dass  die  auf  F.  96"  stehende  Beischrift  verschrieben  ist,  und  nur  ein 
Werk  G  e  rbe  rt's  in  diesem  Codex  und  zwar  das  bekannte  zum  Tb  eil  enthalten  ist. 

*)  Ich  verdanke  die  Mittheilung  desselben  Herrn  Prof.  Christ  in  München, 
dorn  sein  Freund  Dr.  Usener  es  zustellte. 

**)  Im  Codex  selbst  ist  der  Name  nicht  genannt  und  ich  konnte  auf  denselben 
nur  mich  den  Angaben  von  Cnn  tor  u.  A.  schlie.sscn. 
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4.  die  Regeln  der  Division, 

5.  die  Regeln  über  das  Rechnen  mit  den  Minutien. 

1.    Die  Angaben  über  die  Abacustafel. 

Gt  enthalt  hierüber  nichts.  Dafür  wissen  wir  durch  Rieh  er  (Pcrtz 
monum.  Germ.  hist.  HI,  618),  dass  Gerbert  eine  Ledertafel  anfertigen 
Hess,  diese  der  Länge  nach  in  27  Tlieile  {partes)  eintheilte,  dort  die 
9  Zeichen,  die  alle  Zahlen  darstellen  können,  anbrachte  (di$- 
posxiil)  und  mit  1000  nach  diesen  Zeichen  gestalteten  Characteren  aus 
Hörn  die  Rechnungen  in  den  27  Theilen  ausführte.  Aus  den  Regeln  ist  nur 
der  Name  sedes  für  die  Plätze  der  Zahlen  zu  bemerken. 

Bt  enthält  ein  Bild  der  Tafel,  das  in  meinem  Schriftchen  über  Ger- 
bert  auf  Taf.  III  abgebildet  ist.  Dieses  zeigt  13  verticale  und  6  horizon- 
tale Gerade,  so  dass  in  6  Reihen  je  12  Fächer  gebildet  sind.  In  der  ober- 
sten Reihe  stehen  in  den  ersten  10  Fächern  von  der  Rechten  zur  Linken 
die  Namen  Igin  bis  Sipos,  in  der  2.  Reihe,  deren  12  Fächer  mit  Bögen 
überspannt  sind,  stehen  in  den  ersten  10  Fächern  die  Go  bar  Ziffern  mit 
dem  Zeichen  Qu  Die  Zahlen  der  folgenden  4  Reihen  sind  mit  den  römi- 
schen Ziffern  geschrieben,  und  zwar  enthält  die  erste  die  Zeichen  I,  X,  C 
u.  s.  w.  bis  CMI  (10u). 

Bt  beschreibt  die  Tafel  als  eine  sorgfältig  polirte ,  die  von  den  Geo- 
metern  {ab  geomelricis)  mit  bläulichem  Staub  (glaueus  pulvis)  be- 
streut werde,  um  die  geometrischen  Figuren  darauf  zu  zeichnen.  Für 
die  Rechnung  wird  sie  in  30  Columnen  (Jineae)  abgetheilt,  von  denen 
die  3  ersten  zur  Rechten  für  die  unciae,  scripuli  und  calci,  die  übrigen 
27  für  die  ganzen  Zahlen  bestimmt  sind.  Diese  letzteren  sind  von  3  zu  3 
mit  Kreisbögen  (circulus)  überspannt,  und  unter  diesen  die  erste  zur 
Rechten  für  sich,  die  andern  beiden  zusammen  durch  kleinere  Bögen.  Be- 
zeichnet sind  die  Columnen  mit  den  römischen  Ziffern  I,  X  u.  s.  w.  bis 
C.M.M.M.M.M.M.M.I  (1026).  Die  Charactere  der  Ziffern  sind  die  Gobar- 
ziffern  und  die  griechischen  Buchstaben,  für  die  Minutien  die  römi- 
schen Minutienzeichen.  Zur  Division  werden  durch  horizontale  Linien 
4  Irafnites  hergestellt. 

Ax  setzt  eine  ähnliche  Tafel  voraus,  nur  wird,  so  scheint  es,  dieselbe 
Columne  für  die  unciae  und  für  die  scripuli  benützt;  vielleicht  aber  nur 
dann,  wenn  blos  mit  den  einen  oder  blos  mit  den  anderen  gerechnet  wer- 
den soll. 

Bei  G2  finden  sich  15  arcus,  d.  h.  je  mit  einem  Bogen  überspannte 
Columnen,  die  oben  unter  dem  Bogen  und  über  einem  Strich  von  der  Rech- 
ten zur  Linken  mit  I,  X,  C  bis  CMMA1M  (1014)  bezeichnet  sind.  Als  figu- 
rae,  die  Andere  characleres  nennen,  sind  die  9  Gobarziffern  und  24  rö- 
mische Minutienzeichen  mit  ihren  Namen  von  Zelentis  bis  Chalcus  angegeben. 

17* 
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Im  Ms.  sind  nur  immer  so  viele  arcus  hergestellt,  als  die  Rechnung  bedarf. 
Die  Minntien  sind  in  dieselben  Bögen,  wie  die  ganzen  Zahlen,  einge- 
tragen. 

A%  erwähnt  von  der  tabula  geometricalis  die  arcus,  ohne  deren  Zahl 
zu  bestimmen,  dazu  2  lineae  per  medios  arcus,  die  oberen  für  die  Mul- 
tiplicatoren  und  Divisoren,  die  unteren  für  die  Mnltiplicanden  und  Dividen- 
den. Mit  Ausnahme  der  Minutien  seien  die  characteres  die  ersten  9 
griechischen  Buchstaben.  Nach  diesen  aber  werden  die  9  G o  b a r z i  f  f e rn 
angegeben.  Statt  mit  den  Minutienzeichen  wird  mit  der' Anzahl  der  Minu- 
tien ,  also  mit  ganzen  Zahlen  gerechnet  und  nur  dem  Resultat  die  Benen- 
nung der  Minutie.  gegeben. 

As  bezeichnet  den  Abacus  als  geometricalis  mcnsa,  bei  der  ein 
geometricalis  radius,*)  wie  ein  Rohr,  angewendet  werde.  Der  ganze 
Abacus  wird  in  27  i7icisiones  getheilt,  9  .characteres  werden  in  beson- 
deren Zeichen  und  in  bestimmten  Zwischenräumen  (iniervalla) ,  welche 
.  die  sedes  der  Zahlen  heissen,  beim  Operiren  angewendet. 

Bei  0  ist  die  distinctio  arcuum  bis  auf  12  angegeben,  von  denen  je 
3  durch  einen  grösseren  Bogen  überspannt  sind,  unter  dem  der  singularis, 
decenus,  centenus  durch  besondere  Bögen  überspannt  sind.  Die  figurae 
sind  die  Gobarziffern. 

Nach  Ah  sind  zur  Division  durch,  horizontale  Linien  4  tramiles  herge- 
stellt, die  Columnen  heissen  lineae. 

A6  nennt  die  Columnen  (spacia)  arcits,  die  weiter  als  singularis, 
decenus  u.  s.  w.  nach  den  eingeschriebenen  Zahlen  unterschieden  werden, 
giebt  ferner  die  9  Gobarziffern  sammt  den  Namen  Igin  etc.  (ohne  Sipos) 
an,  bedient  sich  aber  der  letzteren  im  Texte  nicht.  Mit  abacus  wird  nicht 
allein  die  Tafel  oder  die  durch  Zeichnung  hergestellte  Figur  derselben  be- 
zeichnet, sondern  auch  die  Kunst,  mit  ihr  umzugehen.  Der  Anfang  lau- 
tet nämlich:  Ars  ista  vocaiur  abacus:  hoc  nomen  vero  arabicum  est  et 
sonat  mensa ,  hac  affinilale  rertttn ,   quia  ulrirmque  de  asseribus  solet  fieri.     Im 


*)  Ich  glaube  am  besten  hier  eine  Notiz  anzufügen  über  den  Ausdruck  geome- 
tricalis radius.  Chasles,  compt.  retid.  XVI,  1843,  S.  1410  — 1412,  versteht  dar- 
unter den  Stift,  dessen  man  sich  auf  der  Staubtafel  zum  Rechnen  bediente.  Verbin- 
det man  aber  die  Worte  aus  A9  (F.  117fl):  Est  praeterea  in  hoc  diseiplina  quidam  geo- 
metricalis radius,  qui  instar  calannin  Ezechiele  templum  domint  mcnsuranlis  ad  volum  geome- 
tricorum  in  coeli ttrraque  dimensione modo  inclinatur,  modo  erigatur  mit  der  Stelle  in 
Gerber  t's  Brief  anConstantin:  Hohes  ergo  (talium  diligens  investigator)  viam  ratio- 
vis,  brevem  quidem  vei'bis,  sedprolixnm  seutentiis  et  ad  collectionem  inlervaUorum  et  distribu- 
tionem  in  actualibus  geometrici  radti  seeundum  inclinationem  et  erectionem  et  in 
speculaliombiis  et  actualibus  simul  dimensionis  coeli  et  terrae  plenafide  camparatam  und  end- 
lich mit  den  Capp.  40  —  42  im  Propheten  Hesekiel,  in  denen  die  Messungen  des  Tem- 
pels mit  der  Messruthe  enthalten  sind,  so  ist  wohl  kein  Zweifel  mehr,  dass  der  geo- 
melricalis  radius,  wie  eR  auch  sein  Name  besngt,  der  messenden  Geometrie 
und  Astronomie  diente  und  mit  dem  Koch  neu  nichts  zu  schaffen  hatte. 
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Folgenden  aber  lieisst  es:     St  quis  vero*  quomudo  fial  abacus,  iynorat,  his 
sequeniibus   auditis  cerlüs  efficialur.     Disponunlur   quaedam  spaciu.  All  vei 
plura  laier  aliler,  quae  spaciu  arcus  nominanlur.  Et  in  primo  arcu  scribilur  uni- 
tas  etc. 

Aus  dem  Vorstehenden  ergiebt   sich   nun ,   dass    die   Einen   von   dem 
Abacus    auch    in    seiner    Eigenschaft    als    mensa  geomelricalis  reden   zu 
müssen  glaubten ,  Andere  gebrauchen  das  Wort  als  bekannte  Bezeichnung 
für  die  Tafel  zum  Rechnen,  ja  selbst  vom  Rechnen  damit.    Nimmt  man 
hierzu  die  Stelle  aus  Bt :     Sed  jam  lempus  est  ad  geomelricalis  mensae 
traditionem  ....  venire  und  Pylhugorici  ....  descripserunl  sibi  quandam  formu- , 

lam,  quam  ob  honorem  sui  praeceptoris  mens  am  Pythagoream  nominabant  ...... 

a  poslerioribus  appellabatur  abucus,  so  ist  klar,  dass  es  eine  Zeit 
muss  gegeben  haben,  in  der  die  mit  Staub  bedeckte  Tafel,  der  Abacus,  vor- 
zugsweise zum  Studium  und  ynterricht  in  der  Geometrie  diente.*)  Welche 
Zeit  dieses  war ,  ist  leicht  zu  ermitteln.  So  lange  man  sich  der  calculi  be- 
diente, konnten  auf  jeder  Tafel  die  nöthigen  Linien  gezogen  und  die 
Rechnungen  ausgeführt  werden,  man  bedurfte  dazu  einer  besonderen  Tafel 
nicht.  Da  nun  das  Werk  des  Victor ius  calculus  betitelt  ist,  in  den 
Briefen  Alcuin's  der  Ausdruck  calculalor  und  calculatio  die  gewöhn- 
lichen für  den  Rechner  und  das  Rechnen  sind,  und  auch  Abbo  (Christ, 
Sitzungsbor.  der  Akad.  zu  München  1863,  S.  145)  noch  den  Ausdruck  cal- 
culalor gebraucht ,  der  auch  den  Ausdruck  abacus  anwendet ,  so  ist  mit 
grosser  Wahrscheinlichkeit  anzunehmen,  dass  vom  5.  Jahrhundert  und  wohr 
von  noch  früherer  Zeit  an  bis  zum  10.  die  Abacustafel   vorwiegend   zu  geo- 


♦)  Ich  habe  auch  in  dein  Schriftehen  über  Gerbert  Ö.  28  über  die  Aendcrung 
des  Namens  mensa  Pythagorea  in  die  Benennung  abacus  gehandelt  und  dort 
mensa  als  Ausdruck  für  eine  v  e  ranschaulich  ende  Ue  b  e  rsich  t  erklärt.  Diese 
Auffassung,  für  welche  z.  B.  auch  dio  Ueberschrift  einer  Art  von  Einmaleins  mit 
Ausdehnung  auf  die  Zehner  und  Hunderter  in  Beda's  Werken  (Basel  15Ö3  I,  col.  103 
bis  109):  Mensa  Pythugorica  siue  Abacus  nwnerandi  ein  Beleg  ist,  lässt  sich 
vollkommen  mit  dem  obigen  Resultat  vereinen,  wornach  der  Ausdruck  mensa  geo- 
melricalis vom  vorzugsweise!!  Gebrauch  der  Abacustafel  für  die  Geometrie  herrührt. 
Dieselbe  Staubtafel,  aufweiche  man  die  geometrischen  Figuren  zeichnete,  diente 
auch  zum  Anschreiben  der Zahlengruppiruugen,  welche  die  theoretische  Arithme- 
tik nothig  hatte.  In  so  fern  war  die  mensa  geometricalis  zugleich  eine  mensa 
Pytkagarea  oder  Pylhagorica  für  eine  Zeit,  die  all  ihr  Wissen  über  Zahlen  von 
Pythagoras  herleitete.  Ein  solches  Anschreiben  von  Zahlen  ist  aber  noch  kein 
Rechnen.  Dass  man  auch  dieses  selbst,  das  eigentliche  Operiren  auf  der  8 taub ta fei, 
vornahm,  das  ist  die  Neuerung,  die  ich  ungefähr  in  das  10.  Jahrhundert  setzen  zu 
müssen  glaube.  Wie  alt  der  Ausdruck  mensa  Pythagorea  für  solche  Tabellen  ist, 
wie  sie  der  Calculus  des  Victorius  enthielt,  weiss  ich  nicht  mit  Bestimmtheit  anzu- 
geben; da  aber  nach  dem  III.  Aufsatz  (oben  S.  308 — 312)  der  Verfasser  des  Abschnit- 
tes über  die  figura  minutiarum  bei  Boethius  dem  9.  Jahrhundert  näher  gerückt 
ist,  so  wird  wohl  dieselbe  Zeit  auch  für  die  Entstehung  des  fraglichen  Ausdrucke* 
anzunehmen  sein.  ^s?!rTc    TZ — ^-^ 
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metrischen  Arbeiten  benützt  .wurde  und  mit  dem  Namen  abacus  als  Re- 
chentafel die  metallenen  Tafeln  mit  den  beweglichen  Knöpfchen  bezeich- 
net wurden.  Nach  dem  10.  Jahrhundert  ergiebt  sich  die  Auffassung  von 
abacus  als  Rechentafel  aus  den  davon  gebildeten  Worten  abacista 
für  Rechner  und  abacizare  für  rechnen.  Belege  dafür  giebt  Chasles, 
compi.  rend.  XVI,  1843,  S.  1417  — 1419.  Man  beachte  aber,  dass  keiner  aus 
einer  Zeit  vor  dem  11.  Jahrhundert  stammt.*) 

Daraus  folgt  erstens,  dass  die  Verwendung  der  Staubtafel  zum 
Rechnen  um  das  10.  Jahrhundert  etwas  Neues  gewesen  sein  muss;  denn 
nur  so  lässt  sich  verstehen,  warum  einerseits  der  Name  calculator  ange- 
wendet und  andererseits  der  Abacus  auch  mensa  geomctricalis  genannt 
wird;  zweitens,  dass  Werke,  in  denen  der  letztere  Ausdruck  gebraucht 
oder  angedeutet  wird,  dem  Beginn  der  Verwendung  der  Staubtafel  zum 
Rechnen  näher  stehen  müssen  als  jene,  weiche  diese  Verwendung  als  be- 
kannt voraussetzen.  Nach  diesem  Kennzeichen  ergiebt  sich  sofort  Gt,  in 
welchem  angegeben  ist,  quiequid  ab  abacislis  excerpere  polui,  als  eine  spä- 
tere Arbeit  als  Bt,  in  welchem  von  der  tabula,  in  qua  describunl  etiam  geome- 
tricales  ftguras  die  Rede  ist.  Es  ist  aber  bekannt,  dass  Gerland  später  als 
Bernelinus  lebte  und  ich  will  damit  nur  einen  Beleg  für  die  Verlässig- 
keit  des  Kennzeichens  geben.  Es  versteht  sich  jedoch,  dass  hier  nur  die 
Stellen  in  Betracht  kommen,  in  welchen  Angaben  von  der  Abacustafel  selbst 
oder  deren  Beschreibung  gegeben  ist,  nicht  solche,  in  denen  abacus  oder 
tabula  geomelricalis  überhaupt  gebraucht  ist.  So  darf^,,  weil  darin  der 
Abacus  auch  tabula  geometricalis  genannt  wird ,  nicht  desshalb  auch  in  eine 
frühere  Zeit  gesetzt  werden;  denn  diese  Benennung  steht  dort  nur  als  eine 
bekannte  Bezeichnung  des  abacus,  die  deswegen  nicht  in  Abnahme  gekom- 
men war,  weil  der  Abacus  auch  nach  der  Benützung  zur  Rechnung,  doch 
fort  und  fort  auch  für  die  Geometrie  benützt  wurde.  Wendet  man  aber 
mit  dieser  Einschränkung  das  angegebene  Kennzeichen  auf  Az  und  0  a^ 
dann  wird  man  erkennen,  dass  Az  der  früheren  Zeit,  0  aber  einer  späte- 
ren angehört,  also  nicht  dem  Anfange  des  10.  Jahrhunderts,  in  welchem 
Odo  von  Clüny  lebte. 

Mit  diesem  Ergebniss  ganz  übereinstimmend  erscheint  der  Name  arcus 
für  die  Columnen  nicht  in  den  älteren  Werken.  Gt  bezeichnet  die 
Columnen  nach  den  Ueberschriften  z.  B.  millenus  habebil  arliculos  in  mille- 
nis,  digilos  in  centenis  und  spricht  von  sedes  dividendorum. 


*)  In  Gerbe rt's  Geometrie  finde  ich  den  Ausdruck  abacista  (P  ez,  thes.  III, 
P.  II,  col.  30)  gebraucht;  damit  wäre  ein  Beleg  für  dieses  Wort  aus  dem  10.  Jahrhun- 
dert gefunden,  was  mit  dem  Obigen  noch  immer  in  Einklaiig  steht;  denn  im  10.  Jahr- 
hundert scheint  dieses  Wort  aufgekommen  zu  sein.  Es  ist  aber  überdies  noch  die 
Krage,  ob  alles,  was  als  Geometrie  Gerbert's  gilt,  wirklich  von  diesem  stammt,  und 
ob  nicht  Zuthatcn  seiner  Schüler  auszuscheiden  sind. 
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Bei  B{  heisst  es:  binarium  sub  linca  X  ihscripla  ponentes  XX  constitue- 
rimt,  während  auf  der  Tafel  selbst  die  Bögen  zu  sehen  sind. 

B2  theilt  die  tabula  in  30  lineas,  die  au  je  drei  mit  circuli  überspannt 
sind,  unter  welchen  ein  circulus  die  Columnen  der  Einer,  ein  zweiter  die 
der  Zehner  und  Hunderter  überspannt.  Ax  spricht  von  denarius  limes.  Az 
theilt  den  Abacus  durch  27  incisiones  und  nennt  die  inlervalla  derselben  sc- 
des:  Jv  A5  und  H  sagen  linecr. 

G2,  At>  H,  0  dagegen  nennen  die  Columnen  arcus.  Der  Ausdruck 
arcus  Pythagorae,  den  Leonardo  in  der  Vorrede  seines  Liber  Abbaci  ge- 
braucht, wäre  also  im  10.  Jahrhundert  noch  nicht  möglich  gewesen,  in  wel- 
chem es  linea  würde  gehei6sen  haben. 

Ein  Mittel,  die  vorliegenden  Werke  der  Zeit  nach  von  einander  zu 
unterscheiden,  könnte  man  auch  darin  sehen,  dass  in  dem  einen  die  Her- 
stellung der  Tafel  ausführlicher*  und  vollständiger  angegeben  wird  als  in 
den  anderen,  die  nur  das  für  den  Gebrauch  Nöthige  erwähnen,  allein  dies 
hängt  zu  sehr  von  dem  Zweck  der  einzelnen  Arbeiten  und  der  Art  der  Le- 
ser, für  die  sie  bestimmt  waren,  ab,  als  dass  man  der  umständlicheren  Dar- 
stellung nothwendig  ein  höheres  Alter  vor  dar  einfacheren  zugestehen 
müsste.  Ein  Umstand  ist  aber  noch  hervorzuheben,  der  ein  Beleg  dafür 
sein  kann,  dass  die  Gobarziffern  auf  dem  Abacus  etwas  Neues  gewe- 
sen sind.  Es  is  dieses  das  Anschreiben  derselben  oben  in  den  Columnen. 
Chasles,  compt.  rend.  XVI,  S.  1399,  giebt  dafür  einen  doppelten  Grund  an: 

1.  zeigten  sie,   dass   die  Tafel  zur  Rechten  beginnt  und  zur  Linken 
endet, 

2.  zeigten  sie  einfach  zugleich  an,  die  wievielste  Columne  jede  ist. 

Allein  Ersteres  ging  doch  aus  den  Ueberschriften  I,  X,  C  u.  s.  w.  deut- 
lich genug  hervor  und  für  das  Zweite  war  viel  besser  durch  die  Bögen  und 
die  Zusammenfassung  von  je  dreien  derselben  gesorgt,  wozu  noch  kommt, 
dass  die  Ziffern  doch  nur  für  die  ersten  9  Columnen  ausreichten  und  nicht 
abzusehen  ist,  warum  die  zehnte,  elfte  u.  s.  w.  keine  Bezeichnung  erhielten, 
vielmehr  in  der  zehnten  das  Zeichen  von  Sipos  erscheint. 

Viel  wahrscheinlicher  ist  dieses  Anschreiben  nur  eine  Unterstützung 
für  das  Gedächtniss  gewesen,  damit  der  Werth  der  neuen,  noch  unge- 
wohnten Zeichen  besser  vor  Augen  blieb.  Es  scheint  ein  solches  An- 
schreiben auch  nur  stattgefunden  zu  haben,  wenn  man  die  Tafel  sammt  den 
auf  ihr  verwendeten  Zeichen  in  Uebersicht  darstellen  wollte.  Bei  förmli- 
chen Rechnungen  wenigstens  wird  dieses  Anschreiben  nicht  erwähnt  und 
die  in  den  mir  zugänglichen  Codices  enthaltenen  Darstellungen  solcher  Re- 
chenexempel  enthalten  gleichfalls  nur  die  Ueberschriften  I,  X,  C  u.  s.  w. 
Andererseits  aber  bietet  mir  dieser  Umstand  und  das,  was  ich  sonst  in 
Handschriften  bisher  habe  finden  können,  noch  keinen  Anlass,  eine  ein- 
fache und  eine  vollständige  Form  des  Abacus  zu  unterscheiden,  wie 
Chasles  a.  a.  0.  S.  1398.     Die  römischen  Zeichen  der  Minutien,  die  mit 
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römischen  Zeichen  geschriebenen  Hälften  und  Viertel  u.  s.  w.  von  I,  X,  C 
u.  s.  w. ,  die  sich  auf  einigen  Abbildungen  des  Abacus  finden  —  der  cod. 
lal.  monac.  23511 ,  zz.  511,  F.  40a  enthält  diese  Beigaben  nicht  —  müssen  als 
Zuthaten  der  Abschreiber  oder  der  Besitzer  der  Handschriften,  welche  den 
freien  Platz  nach  ihrem  Geschmack  verwendeten,  dessbalb  betrachtet  wer- 
den, weil  in  den  vorhandenen  Texten  jede  Andeutung  darüber  fehlt,  obwohl 
die  Gelegenheit  dazu  vorhanden  ist,  und  weil  eine  Verwendung  der  Hälften, 
Viertel  u.  s.  w.  wohl  beim  Rechnen  auf  Linien,  aber  nicht  bei  dem  mit  Co- 
luninen  stattfindet. 

2.    Der  Gebrauch  der  Worte  digilus  und  articulus. 

Von  den  Ausdrücken  digili  und  articuli  findet  sich  zwar  bei  £,  keine 
Erklärung,  aber  von  einziffrigen  und  zweiziffrigen  Producten  und  Summen 
werden  sie  als  Bezeichnung  der  Einer  und -Zehner  gebraucht,  welcher  Po- 
tenz von  10  diese  Producte  und  Summen  auch  angehören.  Bemerkens- 
werth  ist  die  Ausdrucksweise:  Si  muUiplicaveris  singularem  numerum  per 
singularem,  dabis  unicuique  digito  singularem  et  omni  articulo  decem. 
Denn  es  ergiebt  sich  daraus  erstens:  dass  man  den  digitus  von  singularis,  den 
articulus  von  decem  unterschied,  und  erstere  für  die  Zahl  (Ziffer) ,  letztere 
zur  Bezeichnung  der  C lasse  (Potenz  von  10),  der  sie  angehörte,  verwen- 
dete. Dieser  Unterschied  wurde  auch  äusserlich  in  den  Zeichen  ausgeführt, 
indem  für  die  Zahlen,  mit  denen  zu  rechnen  war,  die  Gobar Ziffern,*) 
für  die- Bezeichnung  der  Classe  die  römischen  Zahlzeichen  gebraucht 
wurden. 

Zweitens  ergiebt  sich,  dass  die  Bezeichnung  der  Classe  beim  Multipli- 
ciren  erst  nachfolgte,  also,  wenn  überhaupt  Columnen  gezogen  wurden, 
dieses  sowie  die  Bezeichnung  derselben  erst  nachträglich  geschah.  Anders 
musste  es  beim  Dividiren  sein,  bei  welchem  die  Plätze  der  Classen  schon 
durcli  den  Dividenden  bestimmt  waren,  daher  heisst  es  auch  dort  z.  B.  mil- 
lenus  habebit  articulos  in  millenis.  Dass  aber  G e r b e r t  Ziffern  mit  der 
Ueberschrift  der  Classe  in  römischen  Zahlzeichen  gebrauchte,  dafür  ist  sein 
Brief  an  Eemigius  der  ausreichendste  Beleg,  den  ich  S.  37  —  40  meines 
Schriftchens  über  Gerb  er  t  besprochen  habe.**) 


*)  Chasles,  compt.  rend.  XVI,  S.  1399,  Note  2,  giebtan,  die  römischen 
Ziffern  auch  in  den  Columnen  gefunden  zu  haben  und  citirt  dazu  das  Ms.  38  de  Sca- 
liger und  G.  LXXIII  dcRatisbonne.  In  letztcrem  aber  konnte  ich  nur  die  apices 
des  Boethius  angewendet  finden. 

**)  Da  ich  an  der  erwähnten  Stelle  den  Brief  nicht  völlig  zu  erklären  vermochte, 
jetzt  aber  seinen  Sinn  ermittelt  zu  haben  glaube ,  so  will  ich  hier  eine  Uebersetzung 
desselben  geben : 

„An  den  Mönch  Remigius  in  Trier.  Gut  saht  Ihr  ein,  wie  l  eine  Primzahl 
ist.  Denn  ein  Mal  Eins  ist  Eins.  Aber  deswegen  ist  nicht  jede  Zahl  eine  Primzahl, 
die  multiplicirt  sich  gleich  bleibt.  Denn  ein  Mal  4  ist  4 ,  aber  deswegen  ist  4  noch 
keine  Primzahl ,  sondern  hat  vielmehr  2  zum  Maass.     Denn  2  Mal  2  ist  4.     Der 
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In  Bt  wird  von  digili  und  arlictäi  folgende  Erklärung  gegeben :  Digilos 
veroy  quoscunque  infra  primum  limitem ,  id  est  omnes ,  quos  ab  unitate  usque  ad 
denariam  summam  numeramus,  veter  es  appellare  censuerunt,  Articuli  autem 
omnes  a  deceno  in  ordine  positi  et  in  infinitum  progressi  nuncupantur.  Im  Text 
ist  von  keinem  dare  Singular em  die  Rede,  sondern  gleich  im  Anfang  der 
•  Gebrauchsanweisung  für  die  Gobarziffern  *heisst  es :  Stire  autem  oportet . . ., 
cui  pagimdae  digiti  et  cui  articuli  sint  adjungendi  und  demgemäss  heisst  es :  sin- 
gularis  multiplicator  deceni  digitos  in  decenis,  articulos  in  cenlenis  . ...  kabebit. 
Hervorzuheben  ist,  dass  in  den  Regeln  als  digiti  stets  nur  die  Einer,  als 
articuli  die  Zehner  von  ein-  und  zweiziffrigen  Producten  und  Summen  er- 
scheinen und  zwar  die  digili  ebensogut  von  jeder  Classe  oder  Potenz  von* 
10  gebraucht,  wie  die  articuli. 

Ft  enthält  in  den  ersten  Kegeln  die  Redewendung  dabis  X,  C  u.  s.  w. ; 
gegen  den  Schluss  heisst  es:  hie  (singularis)  in  se  digitos,  in  seeundo  (deceno) 
habebit  articulos,  zuletzt  aber  steht  wieder  dabis.  Da  der  Schluss  mit  dem- 
selben wieder  beginnt,  wie  der  Anfang,  nur  in  etwas  anderem  Ausdruck,  so 
liegen  vielleicht  in  diesem  Fragment  Bruchstücke  von  zwei  verschiedenen 
Arbeiten  vor.  Es  ist  aber,  wie  sich  weiter  unten  zeigen  wird,  die  Ordnung 
des  Ganzen  keine  sonderlich  grosse.  , 

B%  zeigt  die  Schule  Gerbe rt's;  es  werden  die  fraglichen  Ausdrücke 
gebraucht,  wie  bei  £,,  nur  heisst  es:  Si  singularis  decenum  mtdtiplicaveril,  du- 
bit  unieuique  digilo  decem  etc. 

Bei  Gt  ist  die  Ausdrucksweise  folgende:  Singularis  arcus  quemeunque 
(arcum)  multiplicat,  in  eodem  (arcu)  pone  digitum  in  ulleriore  articulum.  Hier- 
bei sind  die  arcus  nothwendig  als  zuerst  hergestellt  zu  denken,  wie  sie  auch 
im  Text  vorher  angegeben  sind. 

At  enthält  dieselbe  Redeweise,  wie  G„  aber  dazu  noch  folgeude  Erklä- 
rungen: Digitus  est  minor  numerus,  1  ....  0,  ariicxdus  muior  numerus,  10, 
20  etc.  ab  artando  die  tu  s.  Arial  enim  et  concludil  minorem  numer um  in  se. 
IJass  hier  ein  missglückter  Versuch  vorliegt,  sich  den  Namen  articulus  zu 
erklären,  ist  deutlich;  die  Arbeit  selbst  könnte  daher  der  Zeit  fern  zu  lie- 
gen scheinen,  in  welcher  dieser  Name  seinen  Ursprung  erhalten  hat.  Es 
ist  aber  wahrscheinlicher,  dass  nur  Unbekanntschaft  mit  der  Fingerrechnung 
die  verfehlte  Erklärung  herbeigeführt  hat. 

In  Az  ist  die  Ausdrucksweise  für  die  Multiplication  mit  einem  Einer : 
Singularis,  quemeunque  mulliplicat,  in  eodem  digitos  ponil  et  in  ulteriori  arti- 
culum, für  die  mit  Zehnern  ebenso,  aber  im  Folgenden  wird  diese  noch  ge- 
nauer in  folgender  Weise  ausgedrückt:  primo  simpliciter  decenum  multiplica- 
torem  quasi  Singular  em  denominabis  .  . .  deinde  vero  ...  dabis  digitis  X  et  arti 


Schriftzug  (lUvra)  ferner,  den  Ihr  uutcr  dem  Zeichen  (fiyura)  X  angebracht  fandet, 
bedeutet  10  Einheiten,  die  in  6  und  -1  getheilt  das  Verhältnis»  des  Anderthalbei: 
[sesqui  alter  am  proportionem)  geben.  Dasselbe  lüsst  sich  auch  au  3  und  2  ersehen,  wo 
die  Eiuhei*  der  Unterschied  ist  " 
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culis  C.  Es  steht  somit  As  in  der  Mitte  zwischen  Gt  und  Bt  einerseits  und 
Gt  und  At  andererseits.  Dazu  findet  sich  dort  noch  folgende  Erklärung: 
Digiti  appellanlur  minores  numeri  ex  qualibet  multiplicatione  concred.  Quos 
ideo  digitos  puto  dici ,  quia,  sieul  digili  corporate*  a  brevioribus  juneiis  ineipientes 
in  longioribus  exlendunlur,  sie  et  hi  numerales  a  finita  unitatis  quantilate  inchoan- 
tes  in  infinit  um  extenduntur.  Articuli  nuneupantur  maiores  numeri  similiier  ex  t 
multiplicatione  aliqua  producii,  dicti,  quod  ipsos  minores  inier  se  arten t,  i d  est 
concludant.  Entweder  Quelle  für  die  Erklärungen  bei  At  oder  doch  aus 
derselben  Quelle  wie  diese. 

A4  stammt  aus  Gerbert's  Schule,  ist  aber  ohne  Klarheit  geschrieben; 
.der  Mangel  derselben  zeigt  sich  auch  in  dem  Ausdruck:  articulus  arliculorum, 
rjui  et  maximus  divisorttm.  Es  ist  damit  für  die  Rechnung  nichts  gewonnen, 
im  Gegentheil  die  Auffassung  des  Zehners  als  digitus  gegenüber  dem  Hun- 
derter alterirt. 

Bei  0  steht  die  Erklärung:  quidquid  infra  X  est,  digitus  vocatur.  Quod 
vero  ad  X  vel  ad  majores  numeros  pervenit,  ut  est  XX.  XXX.  XL,  in  hac  arte 
articulus  appellalur.  Weiter  unten  heisst  es:  Hoc  aulem  memoriter  tene,  quia 
singularis  arcus,  quem  arcum  mulliplical,  in  eodem  mulliplicationem  ponit,  decc- 
nus  in  seeundo  cfc.  Es  geht  also  diese  Schrift  offenbar  noch  über  G2  und  At 
hinaus. 

Ac  erklärt  nicht  nur  in  einfacher  Weise:  Digiti  sunt  omnes  usque  ad  X, 
decem  vero  articulus  est  et  quieunque  denario  vel  pluribus  denariis  addilis  numeri 
surgunt,  sondern  fügt  noch  eine  Bemerkung  bei,  die  eine  klare  Auffassung 
der  Sache  beweist.  Es  heisst  nämlich  im  Folgenden:  El  nolandum  est, 
quod,  sicut  omnes  usque  ad  decem  digiii  ad  ipsum  decem  sunt,  sie  X  et  celeri  ar- 
ticuli usque  ad  [C  digili  ad  ipsum  C]  sunt,  centum  vero  et  celeri  usque  ad  mille 
sunt  digili  ad  ipsum  mille,  et  sie  de  qualibet  inferiori  unilate  usque  ad  proximam 
superiorem  unitalem.  Dazu  kommt  noch  eine  Erklärung  der  Namen  digili 
und  articuli,  welche  völlig  die  richtige  zu  sein  scheint.  Numeri  vero  de  um- 
täte usque  ad  decem  digiti  vocanlur  co,  quod  numeri  HU  per  flexuras  vel  exlensiq- 

?ies  digitorum  notanlur Et  quia  toti  digili  ad  hos  numeros  flecluntur  vel 

eriguntur,  ut  dictum  est,  ideo  numeri  per  eos  denotali  digiti  vocantur.  Decem  vero  et 
quieunque  denario  vel  denariis  addilis  numeri  surgunl,  articuli  vocantur  eo,  quod 
digitorum  arli cutis  solcnt  notari.  Die  Ausdrucks  weise  bei  der  Multipli- 
•  cation  ist:  singularis  arcus,  quemeunque  multiplicat,  in  eodem pone  digitum,  in 
ulteriore  articulum.  Darnach  findet  sich  also  bei  A6  dasselbe  wie  bei  G2  und 
At1  aber  dazu  noch  Erklärungen,  die  ein  richtigeres  Yerständniss  und  eine 
klarere  Uebersicht  bekunden. 

Aus  dem  Angegebenen  ergiebt  sich,  dass  die  Ausdrücke  digiti  und  er* 
liculi  bei  dem  Rechnen  mit  Columnen  so  angewendet  wurden,  dass  sie  von 
den  beim  Rechnen  auswendig  gebildeten  ein-  oder  zweiziffrigen  Produc- 
ten  und  Summen  die  Einer  und  Zehner  bezeichneten.  Die  Ausdrucks- 
weisen, mit  denen  sie  angewendet  wurden,   lassen  vermuthen,  dass  die 
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Columnen,  anfangs  wenigstens  beim  Mnltipliciren,  erst  beim  Rechnen  ge- 
bildet wurden,  eine  Vermuthung,  die  durch  die  oben  gemachte  Bemerkung 
über  das  erst  spätere  Auftreten  des  Namens  arcus  bekräftigt  wird.  Die 
Erklärungen,  welche  von  jenen  Ausdrücken  gegeben  werden,  zeigen,  dass 
man  Zahlbegriffe  darunter  verstand;  der  Grund  aber,  warum  Zahlbe- 
griffe mit  solchen  Namen  belegt  werden  konnten ,  scheint  in  gewisser  Zeit 
oder  wenigstens  bei  gewissen  Leuten  nicht  bekannt  gewesen  zu  sein ;  es 
hätten  sonst  so  seltsame  Ableitungen  nicht  gegeben  werden  können ,  wie 
sie  von  Az  nnd  At  oben  angegeben  wurden.  Wer  von  der  Fingerrechnnng 
etwas  wusste,  konnte  nicht  zweifelhaft  sein,  dass  jene  Ausdrücke  von  dieser 
herrührten;  nur  das  Wie?  war  noch  fraglich.  Hätte  ich  die  Stelle  in  AQ 
früher  kennen  gelernt,  so  hätte  ich  vielleicht  die  richtige  Antwort  darin  sofort 
erkannt.  Da  dieses  nicht  der  Fall  war,  so  kam  ich  erst  nach  fortgesetztem 
Suchen  zur  Erkenntniss  des  nichtigen,  wie  es  mir  durch  die  Stelle  in  A6  in 
erwünschter  Weise  bestätigt  wurde.  Die  grössere  Mühe  lohnte  sich  aber 
dadurch,  dass  ich  nicht  allein  das  thatsächliche  Verhältniss,  sondern  auch 
das  Entstehen  desselben  kennen  lernte. 

Ich  suchte  nämlich  beide  Ausdrücke  in  den  Werken  über  die  Finger- 
rechnung, fand  aber  in  ke  inem  derselben  diese  Ausdrücke  als  Zahlbegriffe. 
Der  griechische  Text  des  N  icolaus  Smyrnaeus,  der  lateinische  des 
Beda,  der  persische  des 'Ali  Jezdi  (siehe  B,  öd  ige  r  im  Jahresbericht  der 
deutschen  morgenländischen  Gesellschaft  1845,  S.  111  — 129)  zeigen  auf  das 
Bestimmteste,  dass  das  selbstständige  Fingerrechnen  die  Ausdrücke 
digitits  und  articulus  im  Sinn  von  Fingerzahl  und  6 1  i e d z a h  1  nicht 
kannte,  sondern  damit  die  drei  letzten  Finger  der  Hand  meinte,  welche 
die  Einer  darstellten,  und  die  Glieder  des  Daumens  und  Zeigefingers,  welche 
die  Zehner  darstellten.  Dies  ist  der  Grund,  warum  entsprechende 
griechische  Ausdrücke  für  digitus  und  articulus  als  Zahl  aus- 
drücke fehlen,  während  ödnrvlog  und  Sq&qov  . von  einem  Finger  der  Hand 
und  einem  Glied  des  Daumens  und  Zeigefingers  gebraucht  wurden.  Unter 
diesen  Umständen  wusste  ich,  da  ich  den  Daumen  und  Zeigefinger  zu  den 
digiti  mitrechnete  und  die  arliculi  auch  von  den  Gliedern  der  andern  Finger 
gebraucht  dachte,  keine  mir  genügende  Erklärung  für  das  Auftreten  dieser 
Worte  als  Zahlbegriffe,  bis  ich  das  Scholion  des  Noviomagus  fand,  das  ich 
in  dem  Schriftchen  über  Gerbert  S.  23  mittheilte.  Nach  diesem  nennen 
die  Arithmetiker  digitwn  omnem  numerum  infra  decenum  und  articulos  die 
Zahlen,  qui  in  decem  aequalis  partes  dividi  possuni.  Erstere  werden  durch  die 
Finger  der  Hand,  Daumen  und  Zeigefinger  eingerechnet,  ausgedrückt,  letz- 
tere durch  die  Glieder  der  Finger.  Noviomagus  ist  sich  bewusst,  dass 
er  damit  eine  andere  Art  der  Fingerrechnung  angiebt,  als  die  der  Alten,  die 
sich  bei  Beda  findet;  die  Sicherheit  und  Klarheit,  mit  der  er  von  der  Sache 
spricht,  bestimmten  mich  anzunehmen,  dass  der  Ursprung  der  digiti  und 
arliculi   als  Zahlbegriffe   wirklich  der  sei,   den  er  augiebt.     Jetzt  finde  ich, 
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dass  derselbe  durch  das  Fingerrechnen  seiner  Zeit  bestimmt,  aas  einer 
späteren  Weise  ableitet,  was,  wovon  er  keine  Kunde  gehabt  zu  haben 
scheint,  schon  vor  derselben  vorhanden  war. 

Das  Fingerrechnen  des  10.  Jahrhunderts,  in  welchem  Noviomagus 
(eigentlich  Joh.  Bronkhorst,  geboren  zu  Nim  wegen  um  1494,  gestorben 
zu  Köln  1570)  lebte ,  reicht  wenigstens  über  das  13.  Jahrhundert  nicht  hin- 
aus.  Der  compulus  per  figurata  manuum  seeundum  magistrorum  abbaci  usum 
antiquilus  sapienlissime  inventam,  den  Leonardo  von  Pisa  in  seinem  1202 
erschienenen  Liber  Abbaci  (Ausgabe  von  Boncompagni,  S.  5)  anführt,  ist 
ganz  der  des  Beda.  Da  nun  die  Ausdrücke  digiii  und  articuli  als  Zahlbe- 
griffe aus  dem  10.  Jahrhundert  durch  Gerbert's  Schrift  de  num.  div.  nach- 
gewiesen sind ,  so  müssen  sie  auch  aus  der  alten  Fingerrechnung  erklärbar 
sein  und  es  war  eine  Stelle  im  Commeutar  des  Abbo,  welche  mir  zuerst 
diesen  Nachweis  möglich  machte.  Es  heisst  (Christ,  a.  a.  0.,  S.  140):. 
singulares  reflexis  sinislrae  manus  digitis,  deceni  attribuunlur  ipsius  arti- 
culi s.  Dass  unter  letzteren  die  Glieder  des  index  und  pollex  verstanden 
sind,  lehrt  die  weiter  unten  folgende  Stelle:  Decenorum  pollex  et  index,  sunt 
indices  se  invicem  articulatim  aut  amplexantes  aul  superimplenles.  Danach 
ist  für  Abbo  digilus  und  Einer,  arliculus  und  Zehner  noch  nicht  so  identisch, 
dass  er  nur  Zahl  begriffe  in  ihnen  sieht;  es  sind  die  digiti  und  articuli  der 
Hand,  welche  Einer  und  Zehner  darstellen.  Die  Art,  wie  sie  die  Zahlen 
darstellen,  ist  dieselbe,  welche  alle  Zeugnisse  als  die  im  Alterthum  ge- 
bräuchliche angeben.  Die  angeführten  Worte  zeigen  aber  zugleich,  wie 
der  Ausdruck  articuli  für  die  Zehner,  die  doch  mit  dem  Daumen 
und  Zeigefinger  hergestellt  wurden,  hat  gebräuchlich  werden  kön- 
nen. Die  Einer  wurden  durch  ganze  Finger  ausgedrückt,  die  Zehner 
aber  durch  die  Glieder  des  Daumens  und  Zeigefingers;  so  kam  es,  dass 
man  jene  digiii,  diese  aber  articuli  nannte.  Dieselbe  Stelle  giebt  auch  für  den 
lieber  gang  den  besten  Beleg;  denn  es  heisst  weiter  uuten:  sexies  senos 
XXXVI  esse  invenies,  ubi  sunt  tres  articuli  et  sex  digiii,  was  ebenso  viel 
heisst  als  ubi  sunt  tres  deceni  et  sex  singulares.  Die  spätere  Zeit  würde 
gesagt  haben:  ubi  est  ternarius  arliculus  et  senarius  digilus.  Dieses  Er- 
gebniss  hat  nunmehr  seine  Bestätigung  durch  die  Stelle  in  J6  erhalten  und 
ich  zweifle  nicht,  dass  der  wahre  Sachverhalt  dadurch  nun  aufgefun- 
den ist. 

Ist  aber  nun  ersichtlich,  wie  jene  Ausdrücke  zu  Zahlbegriffen  wurden, 
so  fragt  es  sich  weiter  um  den  Anlass  zu  einer  solchen  Aenderung.  Alle 
Umstände  vereinigen  sich  hierüber  darin,  dass  das  Reebnen  mit  Colum- 
nen dieser  Anlass  gewesen  ist.  Denn  in  diesem  spielen  die  ein-  und  zwei- 
ziffrigen  Producte  und  Summen  eine  hauptsächliche  Rolle  und  es  liegt  für 
dasselbe  eine  grosse  Vereinfachung  der  Regeln  darin,  für  die  Ziffern  dieser 
Producte  und  Summen  dieselben  Namen  anzuwenden,  welcher  Potenz  von 
10  sie  auch   in  der  That  angehören.     Das  Rechnen  auf  Linien  hingegen 
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bedurfte  dieser  Producte  und  Summen  nicht  und  es  konnte  daher  das  Fin- 
gerrechnen Jahrhunderte  lang  riehen  demselben  bestehen,  ohne  dass  seine 
Ausdrücke  eine  Veränderung  in  ihrer  Bedeutung  erfuhren.  Als  man  aber 
anfing,  die  Multiplication  der  Einer  unter  sich  für  die  Rechnung  mit  Colum« 
nen  zu  benutzen,  da  führte  die  Abkürzung  des  Ausdruckes  darauf, 
die  durch  die  digili  und  articuli  ausgedrückten  Zahlen  selbst  digiti  und  arti- 
culi  zu  nennen.  Die  Stelle  im  Commentar  Abbo's  ist  nun  gerade  dadurch 
bedeutend,  dass  sie  den  Ucbergang  in  der  Ausdrucks  weise  noch 
erkennen  lässt. 

Es   folgt  daraus  von    selbst,    dass  die  Zeit  des  Abbo,   d.h.   das 

10.  Jahrhundert,  dem  ersten  Aufkommen  des  Rechnens  mit  Columnen 
nicht  fern  sein  kann,  und  es  stimmt  ganz  zu  dem  oben  gefundenen  Re- 
sultat, dass  in  der  Stelle  bei  Abbo  die  Redeweise  gebraucht  ist:    Si  mulli- 

%plicareris  decenum  per  decenum  da  bis  unieuigue  digito  C  et  omni  articulo  mille. 
Dies  ist  die  Redeweise  in  den  bisher  nachweisbar  ältesten  Werken  über 
das  Rechnen  mit  Columnen,  und  es  wird  nun  auch  klar,  warum  es  dabis 
heisst.  Für  sich  bedeutete  ja  der  Finger  nur  den  Einer,  die  Glieder  des 
Daumens  und  des  Zeigefingers  nur  die  Zehner,  zum  Gebrauch  bei  der 
Rechnung  mit  Columnen  musste  ihnen  also  der  weitere  Werth  gegeben 
werden,  was,  wie  sich  oben  ergab,  wahrscheinlich  dadurch  geschah,  dass 
man  die  Zahlclasse,  der  die  Zeichen  angehörten,  mit  den  römischen  Zahl- 
zeichen darüber  schrieb. 

Der  Anfang  des  10.  Jahrhunderts,  höchstens  noch  das  Ende  des  9., 
muss  also  die  Zeit  gewesen  sein,  in  welcher  das  Rechnen  mit  Columnen 
aufkam;  denn  aus  der  Mitte  des  10.  Jahrhunderts  oder  bald  nach  derselben 
liegen  in  dem  Commentar  des  Abbo  und  dem  Brief  Gerbert's  an  seinen 
Freund  Constantin  die  unzweideutigsten  Belege  vor,  dass  frühere  An- 
schauungen mit  neu  auftretenden  zu  kämpfen  hatten.  Ich  verweise  wegen 
des  zweitgenannten  Beleges  auf  den  III.  Aufsatz,  IX.  Jahrg.,  S.  310,  an  welcher 
Stelle  ich  nachwies,  dass,  wie  die  Ausdrücke  digitus  und  articulus,  so  auch 
der  Ausdruck  minutum  eine  veränderte  Bedeutung  erhielt.  Für  letz- 
teres erinnere  ich  noch  an  die  Stelle  bei  2?,:  singularis  vel,  ui  alii 
volunt,  minutum,  auf  die  ich  auch  in* dem  Schriftchen  über  Gerber t, 
S.  58,  -aufmerksam  machte.  Sie  zeigt  nämlich,. wie  mir  scheint,  deutlich 
genug,  dass  der  Verfasser  des  Anhanges  in  der  Geometrie  des 
Boethius,  der  Zeit  nicht  fern  sein  kann,  in  welcher  minutum  die  neue 
Bedeutung  erhielt  und  zwar,  dass  er  nach  der  Einführung  der  Aenderung 
anzusetzen  ist,  also  wahrscheinlich  dem  Ende  des  10.  oder  Anfang  des 

11.  Jahrhunderts  angehört. 

Aber  nicht  blos  für  den  Anfang  der  Rechnung  mit  Columnen  ergaben 
sich  Anhaltspunkte,  sondern  es  fanden  sich  auch  solche  Merkmale,  die  auf 
eine  Reihenfolge  der  vorliegenden  Werke  darüber  einen  Schluss  zulassen. 
Wenn  es  nämlich  richtig  ist: 
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1.  dass  die  Benennung  mensa  geomelricalis  früher  ist  als  der  Gebrauch 
des  Wortes  abacus  im  Sinne  von  Rechentafel  mit  Columnen 
(nicht  mit  Linien!), 

2.  dass  die  Columnen  früher  lineae,  später  arcus  hiessen, 

3.  dass  digiti  und  articuli  früher  als  Stellungen  der  Finger  der  Hand 
und  ihrer  Glieder  die  Einer  und  Zehner  ausdrückten,  später  als 
förmliche  Zahlbegriffe  in  die  Regeln  für  das  Rechnen  Aufnahme 
fanden  und  später  erst  als  diese  Zahlbegriffe  einfach  und  ausrei- 
chend definirt  wurden, 

4.  dass  es  einer  früheren  Zeit  angehört,  zu  sagen:  dabis  unicuique 
digiio  singularem  et  omni  arliculo  decem  und  Singular is  mulliplicator 
deceni  digilos  in  deccnis,  articidos  in  cenlenis  habebil,  einer  späteren : 
Singularis,  quemcitnque  midliplicat ,  in  eodcm  digüos  ponit  el  in 
tdleriore  articulum  und  Singularis  arcus,  quemcunque  (arcum)9 
multiplical,  in  eodem  (arcu)  pone  digilum,  in  ulteriore  articulum, 

wenn  also  diese  4  Sütze  richtig  sind,  wie  es  aus  dem  Vorstehenden  hervor- 
geht, dann  müssen  die  besprochenen  Werke  der  Zeit  nach  in  folgender 
Weise  einander  gefolgt  sein:  • 

Gi,  2?2 ,  G% ,     0 , 

Was  untereinander  steht,  ist  deswegen  noch  nicht  als  gleichzeitig  an- 
zusehen ,  es  reichen  nur  die  bis  jetzt  aufgefundenen  Merkmale  noch  nicht 
hin,  zu  bestimmen,  welches  Werk  früher  oder  später  anzusetzen  ist.  Aus 
gleichem  Grunde  ist  At  und  A5  hier  weggelassen. 

3.    Die  Regeln  der  Multiplication. 
G,  giebt  nur  die  Bestimmung  der  Potenzen  von  10,  welche  als  Bezeich- 
nung des  vollständigen  Werthes  den  Ziffern  der  Producte  zuzutheilen  sind, 
die  man  erhält,  wenn  multiplicirt  wird 

ein  Einer         mit  einem  Einer       u.s.w.  bis  Einer      mit  Hunderttausenden, 
,,   Zehner        „        „       Zehner        „        „    Zehner     ,,  „ 

„   Hunderter  „       „      Hunderter  „        „  Hunderter,,  „ 

u.  s.  w.   bis 
ein  Hunterttausender  mit  einem  Hunderttausender. 

I)ie  Herstellung  des  Gesammtproductes  bei  Multiplication  mit  mehr- 
ziffrigen  Zahlen  scheint  als  bekannt  vorausgesetzt.  Wie  sie  geschah,  ist  in 
den  Regeln  über  die  Bestimmung  des  Quotienten  bei  Divisionen  angedeu- 
tet; denn  es  ist  dort  von  collectio  und  coüigere  die  Rede,  Ausdrücke,  welche 
bei  dem  Rechnen  auf  Linien  in  eigentlichster  Bedeutung  gebraucht  sind,*) 


*)  So  heisst  es  in  dem  algoritkmus  linetdis,  der  auf  der  Erlanger  Universitätsbiblio- 
thek unter  Med.  III,  522  zu  finden  ist:  Est  ergo  additio  duorum  vel plurium  7iwnerorwn  in 
unwn  collectio. 
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und  von  daher  allbekannt  sein  mussten.  Deswegen  hatte  auch  Gerbert 
nicht  nöthig,  vom  Addiren  und  Subtrahiren  besonders  zu  reden.  Diese 
Operationen  entsprachen  beim  Rechnen  mit  Columnen  völlig  denen  beim 
Rechnen  auf  Linien.  Dieser  Umstand  ist  wohl  zu  beachten;  denn,  da  es 
natürlich  ist,  bei  einem  neuen  Verfahren  zunächst  das  mitzutheilen,  was  neu 
ist,  und  dann  erst,  was  ungeändert  bleiben  konnte  oder  nur  geringer  Aen- 
derung  zur  nöthigen  Anpassung  bedurfte,  aufzunehmen,  so  liegt  darin  eine 
Andeutung,  dass  Gerber  t's  Werk  nicht  einer  Zeit  angehören  kann,  in  der 
das  Rechnen  mit  Columnen  schon  eine  altbekannte  Sache  war,  sondern  einer 
Zeit,  in  der  es  als  etwas  Neues  in  das  bis  dahin  geübte  Rechnen  auf  Linien 
eingriff. 

Nach  Bx  wird  die  forma  oder  formula  mit  den  lineae,  paginae,  paginulae 
unilale,  X,  C  etc.  inscriptae^  d.  h.  die  Zeichnung  der  Columnen  mit  ihren  Ue- 
berschriften  vorausgesetzt.     Dann  werden  ähnliche  Regeln,  wie  bei  G,  an- 
*  gegeben,  nämlich  für 

einen  Einer    mit  einem  Zehner  bis  Einer  mit  Hunderttausenden,*) 
„      Zienner    „       „  ,,  ,,        ,,       ,,  „  j 

u.  s.  w.  bis  für 
einen  Hunderttausender  mit  einem  Hunderttausender. 
Die  Ausdrucksweise  ist  aber  keine  gleich  massige,  sondern  der  Verfas- 
ser  wechselt  mit  habebit,  subtendel,  habere  dinoscetur ,  habere  deprehendüur, 
supponel. 

Fx  giebt  dieselben  Regeln  wie  £,,  aber  in  folgender  Unordnung  und 
mit  Schreibfehlern;  1,  10  u.  s.  w.  der  Kürze  wegen   für  die   Worte  Einer, 
Zehner  u.  s.  w.  gesetzt: 
1.10, 


1 . 100, 


10.10, 

100 

.100, 

1000 

.  1000, 

10.100, 

100 

.1000, 

1  .1000, 

100000 

.100000, 

10000 

.10000, 

10.1000, 

10000 

.100000, 

1000 

.10000, 

1000 

.100000, 

100 

.10000, 

100 

.100000, 

10 

.10000, 

10 

.100000, 

1 

.100000. 

Darauf  wird  angedeutet,  der  primtts  d.  h.  Einer  habe  26**)  species,  der 
seeundus  d.  h.  Zehner  25,  der  ierttus  d.  h.  Hunderter  23  u.  s.  w.  bis  der 
quarlus  deeimus  d.  h.  1013  habe  1  species,  und  aufs  Neue  kommen  die  Angaben 

*)  Die  Angabe  für  einen  Einer  mit  einem  Zehntausender  fehlt  und  könnte  durch 
ein  Schreibversehen  ausgefallen  erscheinen,  da  sie  aber  2  Mal  fehlt  und  in  den  fol- 
genden 3  Regeln  nach  der  mit  den  Hunderttausenden  kommt,  auch  die  Regel  für 
Einer  mit  Einer  fehlt ,  so  dürfte  eher  ein  Beweis   der  Ungeschick lichk eit  des. 
Verfassers  vorliegen. 

**)  Wenn  n'rcht  XXVI  verschrieben  ist  statt  XXVII ;  es  kommt  aber  XXVI  2  Mal 
vor  und  müsstc  also  2  Mal  verschrieben  sein. 
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für  1.1,  1 .10,  womit  das  Fragment  abbricht.  Was  für  species  gemeint  sind, 
ist  unschwer  zu  erkennen.  Der  Verfasser  hat  eine  Colnmnentafel  mit  27 
Columnen  vor  Augen.  Will  man  nun  für  alle  dabei  möglichen  Fälle  beson- 
dere Kegeln  geben,  so  erhält  man 

fürl       .1      bisl     .10*« 

„   1       .10      „    1     .10*« 

„    10     .10      „    10  .I025 

„    I02   .102     „   102.1024 

„    1013.10«   „ 

Da  Gerbert's  Abacus  27  Columnen  enthielt,  so  stammt  das  Fragment 
wahrscheinlich  aus  seiner  Schule,  ja  man  könnte  denken,  dass  es  ein  Stück 
seiner  vermutheten  ersten  Arbeit  über  das  Rechnen  mit  Columnen  ist,  wenn 
nicht  die  Unordnung  zeigte,  dass  es  das  Excerpt  oder  Notat  oder  die  Ue- 
bungsarbeit  eines  Anfängers  und  nicht  eines  Lehrers  ist. 

B2  giebt  von  dem  Abacus  30  Columnen  an,  27  für  die  ganzen  Zahlen,  3 
für  die  Minutien,  ferner  ist  das  Einmaleins  mit  römischen  Ziffern  und 
den  lateinischen  Zahladverbien  in  folgender  Form  vorangestellt: 


27  Species, 
20        „ 
25        „ 

23        ,,       u.  s.  w.  bis 
1        „ 


semel  I 
I 

bis  // 
IUI 

bis  /// 
VI 

ier  III 
Villi 

u.  B.  w.  bis 


hinV  IUI 

XV III 


terVIIII 
XXVII 


J. 


twvies  Villi 
LXXXI 


Die  Regeln   selbst  verleugnen  die  Schule  Gerbert's  nicht;  die   als 
Beispiel  beschriebene  Multiplication  hatte  danach  folgendes  Aussehen : 


Als  figurae,  quibus  caracicres  pernotantur,  sind  die 
Gobarziffern  und  daneben  die  entsprechenden  griechi- 
schen Buchstaben  angegeben. 


G2  enthält  das  Tableau  von  15  areus,  aber  nur  mit  den  Ucberschriften 
in  römischen  Zahlzeichen,  also  gleichsam  den  K  o  p  f  der  Abacustafel.  In 
den  Columnen  selbst  werden  die  Gobarziffern  angewendet  und  diese 
mit  den  Namen  Igin,  Andras  u.  s.  w.  ausgesprochen.     Der  Multiplicator 


c 

X 

' 

1     2 

1 

2 

2 

4 

1 

2 
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wird  als  fundamenlum  mulUplicationis  oben  angeschrieben,  der  Multiplicand 
nnten,  das  Product,  quod  surgü  de  mullipticatwne  aliqua,  in  der  Mitte.  Da- 
nach hat  die  als  Beispiel  angegebene  Multiplication  von  4.6,  die  jetzigen 
Ziffern  statt  der  älteren  Gobarziffern  gesetzt,  folgendes  Aussehen : 


X 

I 

6 

2 

4 

4 

Für  diese  Multiplication  heisst  die  regula  singularis:  Singularis  arcus 
quemcunque  multiplical,  in  eodem  pone  digitum,  in  ulteriore  articulum.  Also  statt 
der  früheren  vielen  spccies  nur  eine  einzige  allgemeine  regula.  Das 
Resultat  24  soll  nun  weiter  mit  6  multiplicirt  werden ;  dazu  ist  ausdrücklich 
angegeben,  dass  man  24  an  die  Stelle  von  4  herabziehen  muss  (Irahes 
eos  (34)  in  inferiorem  partem  sui  arcus  arbante  ex  pul  so).  So  kann  nur  spre- 
chen, wer  mit  beweglichen  Marken  zu  operiren  geübt  wurde,  wie 
Gerbert  es  mit  seinen  Marken  aus  Hörn  auf  der  Tafel  aus  Leder  ge- 
than  hat. 

Ferner  wird  die  regula  deceni  angegeben:  Decenus  quemcunque  mul- 
tiplical arcum,  in  secundo  ab  eo  pone  digitum,  in  ulteriore  articulum.  Also  die- 
selbe Allgemeinheit,  wie  bei  der  regula  singularis.  Bemerkenswerth  ist, 
dass  darauf  das  Product  von  24  .  6  zuerst  in  folgender  Gestalt  angegeben 
wird: 


also  mit  2  Zweiern  in  der  2.  Columne,  was  doch  jede  Idee  von  Positions- 
werth  ausschliesst.  Dann  wird  gesagt,  dass  man  statt  der  2  Zweier  auch 
4  setzen  kann. 

Endlich  werden  die  weiteren  Regeln  bis  für  ccnlies  mille  millenus  kurz 
mitgetheilt  ohne  weitere  Beispiele. 

Der  Fortschritt  von  den  umständlicheren  Regeln  Gerbert's  zu  den 
vereinfachten  Gerland's  ist  ebenso  unverkennbar,  als  er  ein  natürlicher 
ist,  während  es  als  unnatürlich  und  unbegreiflich  erscheinen  muss, 
wenn  das  Verfahren  Gerbert's  im  10.  Jahrhundert  um  nichts  anders  sein 
soll,  als  das  des  Boethius  gegen  Ende  des  5.  oder  im  Anfang  des  6.  Jahr- 
hunderts. 

At  nennt  die  Gobarziffern  caracleres  novem  graecas  literas  pro  nu- 
meris  conlinentes,  wie  es  scheint,  ein  Versuch,  diese  Ziffern  aus  den 
griechischen  Buchstaben  zu  erklären.  Oben  ist  die  ähnliche  An- 
gabe erwähnt  worden ,  nach  der  articulus  von  arlare  abzuleiten  ist.  Wer 
nicht  wusste,  oder  nicht  glaubte,  dass  digitus  und  articulus  vom  Fingerrech- 
nen stammen,   der  mochte  auch  nicht  wissen,  aus  welcher  Quelle  die  Go- 

Zeilschrifl  f.  Mathematik  u.  Physik.  X,  4.  18 
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barziffern  stammen,  oder,  wenn  er  es  erfahren  hatte,  es  doch  nicht  glauben, 
sondern  an  seinen  eigenen  Phantasien  mehr  Gefallen  finden.  Dieser 
Mangel  an  geschichtlichem  Wissen  hindert  nicht,  den  Verfasser  als  einen 
Mann  von  klarem  Verstände  zu  denken;  denn  es  finden  sich  bei  ihm  allge- 
meinere und  bündigere  Regeln  als  bei  den  Uebrigen.  Nachdem  er  von  der 
geontelricalis  tabula  in  Bezug  auf  die  äussere  Form  angegeben ,  dass  man 
2  Linien  per  medios  arcus,  also  wagerecht  durch  die  Columnen  zieht  und 
auf  der  oberen  Multiplicator  und  Divisor,  auf  der  unteren  Multiplicand  und 
Dividend  anschreibt,  giebt  er  für  die  Multiplication  nur  die  eine  Regel: 
Quoto  loco  mulliplicator  quisque  dislabil  a  primo  arcu  abaci,  toto  loco  digitum  se- 
ponet  ab  eo>  quem  muUiplicabil ,  el  arliculum  in  ulleriori.  Diese  Regel  ist  in 
demselben  Maasse  die  Vereinfachung  der  bei  Gerland,  wie  diese  die  Ver- 
einfachung der  bei  Gerbert,  und  man  kann  sagen,  dass  hiermit  die  mög- 
lichste Vereinfachung  erreicht  ist,  die  ohne  Anwendung  von  Stellenwerth 
zu  erreichen  war.  Das  angeführte  Beispiel  24  .  14  kann  nach  der  Beschrei- 
bung, in  der  alle  Zahlen  mit  römischen  Ziffern  geschrieben  sind,  folgende 
Gestalt  gehabt  haben : 


4.4=16         4,2=8 
1  .4=    4  1  .2  =  2 

Summe  336,  denn  1+8  +  4  =  13 
1  +  2=  3. 
Die  fett  gedruckten  Ziffern  wur- 
den  wohl   im  Verlauf  der   Rechnung« 
getilgt. 


Bei  Az  lauten  die  Regeln  der  Multiplication  ähnlich  wie  bei  Gt ,  aber 
ohne  das  Wort  arcus:  Singularis  quememque  mtdtiplical,  in  eodem  digitos  ponil 
el  in  ulleriori  arliculum.  Eben  solche  Regeln  sind  für  decenus  u.  s.  w.  bis 
centies  mille  millenus  gegeben,  sogleich  aber  bei  jeder  auch  die  entsprechende 
Regel  für  die  Division.  Für  die  Praxis  werden  hierauf  noch  folgende 
Bemerkungen  gemacht:  Nolandum,  quod  in  omni  mulliplicalione  numerortm 
primo  quidem  consliluendi  sunt  digili  in  singularibus  et  artietdi  in  deceniß,  post- 
modum  vero  seeundum  cerlam  regulam  certis  distribuendi  intervallis.  Für  die 
Multiplication  mit  einem  Zehner  heisst  es:  primo  simpliciter  decenum  multi- 
plicalorem  quasi  singularem  denominabis  dicendo  semel,  non  decies  (bei  1), 
bis,  non  vicies  (bei  2  u.  s.  w.);  deinde  vero  seeundum  praefalae  regulam  senten- 
tiae  da  bis  digilis  X  et  articulis  C. 


c 

l 

/ 
4 

~ 

3 

4 

¥ 

1 
8 
4 

6 

i 

3 

3 

Die  3  Beispiele   3  .  20,   2  .  50 ,   4  .  30  wurden  nach  der  Beschreibung  in 
folgender  Weise  gerechnet: 
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ur 

/ 

2 

3 

0 

6 

fc 

X 

7 

C 

X 

7 

2 

1 

5 

3 

1 

4 
2 

1 

1 

2 

mulliplicator 
MulUplicandus 


Das  Product  wurde  zuerst  angeschrieben ,  wie  es  lautete,  und  dann 
vorgerückt.  Bemerkt  wird  noch,  dass  2  .  30,  2  .  50,  3  .  40  dasselbe  Resul- 
tat giebt. 

Unzweifelhaft  ergiebt  sich  diese  Arbeit  als  eine  frühere  als  Gt  und  A%\ 
denn  sie  lässt  den  Uebergang  erkennen,  wie  es  von  den  Kegeln  Gerbert's 
zu  denen  Gerland's  gekommen  ist. 

Bei  0  lauten  die  Multiplicationsregeln :  Quid  quid  mulliplicare  volueris, 
sine  summa  et  fundamento  facere  non  poteris.  —  Summa  vocatur,  quod  in 
summitate  areuum,  fundamentum  aulem,  quidquid inferius  disponüur.  Et  quod 
ex  ulroque  numero  procedit  multiplicalo,  inter  duas  lineas  ponitur,  —  Hoc  autem 
memoriter  lene,  quia  singularis  arcus,  quem  arcum  muldplical,  in  eodem  mul- 
tiplicationem  ponit,  decenus  in  seeundo,  centenus  in  tertio,  millenus  in  quarto, 
decenus  millenus  in  quinto :  sie  de  ceteris. 

Für  die  Multiplication  mehrzif  friger  Zahlen  heisst  die  Regel:  Quid- 
quid multiplicare  habes,  quotquot  in  summa  vel  in  fundamento  ponis,  a  singulari 
ineipiens  omnes  per  ordinem  multiplicare  ne  neglexeris.  Facta  autem  multi- 
plicatione  si  ex  adunatione  characlerum  arliculus,  id  est  major  numerus  suc- 
creverit,  quotiens  numerus  denarius  X  continetur,  kac  regula  transscendit:  quotietis 
ex  collectione  characlerum  oritur  articulus,  in  eodem  non  remanebü*  Perspecta- 
que  quantitate  characterum  juxla  situm  areuum,  qui  ex  superiori  vel  [et?] 
inferiori  numero,  id  est  ex  summa  vel  [et?]  fundamento  oriatur,  facile  compre- 
kenditur. 

Die  Regeln  für  die  Multiplication  mit  singularis  arcus ,  decenus  u.  s.  w. 
könnten  einer  früheren  Zeit,  als  die  in  At  anzugehören  scheinen,  wenn  nicht 
an  Stelle  von  digiti  und  articuli  der  Ausdruck  multiplicalio  gesetzt  wäre. 
Dieser  Ausdruck  geht  aber,  möchte  ich  sagen,  über  das  Rechnen  mit  Co- 
lutnnen  hinaus;  denn  er  setzt  den  Gedanken  voraus,  dass,  wenn  man  die 
Stelle  der  ersten  Ziffer  eines  T heilpro duetes  kennt,  die 
Stelle  der  anderen  mitgefunden  ist,  ein  Gedanke,  dem  nur  die  Kennt- 
niss  der  Null  noch  fehlt,  um  das  Anschreiben  der  Ziffern  mit  Stellenwerth 
zu  erfassen.  Dem  Stellenwerth  der  arcus  ist  der  Verfasser  ohnehin 
ganz  nahe  gekommen ,  indem  er  von  einer  quantitas  characterum  juxta  situm 
areuum,  also  von  einem  Werthe  der  Ziffern  nach  der  Stelle  der  Bögen 
spricht.  Es  sind  diese  Ausdrücke  gleichsam  Vorboten  der  nahenden  Posi- 
tionsarithmetik,  für  die  ich  wohl  im  12.  Jahrhundert,  nimmermehr  aber  im 
Anfang  des  10.  einen  Platz  weiss. 

18* 
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Ein  deutliches  Anzeichen  des  späteren  Ursprunges  ist  ferner  der  Aus- 
druck summa  für  den  oben  stehenden  und  fundamenium  für  den  unten  ste- 
henden Factor.  Bei  Gerland  heisst  der  oben  stehende  Multiplicator 
fundamentum  multiplicationis,  weil  er  der  Multiplication  gleichsam  zu  Grunde 
liegt.  Der  Name  ist  also  ein  natürlicher  und  6acbgemässer.  Hier  ist  die 
Sache  bereits  ganz  äusserlich  gefasst,  und  die  unten  stehende  Zahl  funda- 
mentitm  genannt,  wie  der  Grund  eines  Baues,  die  oben  stehende  summa, 
gleichsam  der  Giebel.  Endlich  ist  die  ausdrückliche  Erwähnung  der  mehr« 
ziffrigen  Factoren  und  der  Addition  (adunalio,  collectio)  der  Theilpro- 
duete  ein  verlässiges  Anzeichen  der  späteren  Zeit  des  Rechnens  mit  Colum- 
nen.  Was  sich  damals,  als  dieses  Rechnen  dem  auf  Linien  noch  näher 
war,  von  selbst  verstand,  und  desshalb  unerwähnt  blieb,  musste  nachher 
besonders  angegeben  werden,  weil  die  Voraussetzung  des  anderen  Verfah- 
rens nicht  mehr  möglich  war.  Immernoch  ist  aber  die  Addition  ein 
Anhängsel  der  Multiplication  und  erst  die  Positionsarithmetik  macht 
sie  zur  völlig  selbstständigen  Operation ,  mit  der  die  späteren  Lehrbücher 
den  Anfang  machen. 

Bei  A%  werden  4  Arten  der  Multiplication  genannt,  die  einfache,  zusam- 
mengesetzte ,  continuirliche  und  unterbrochene ,  aber  es  wird  ausdrücklich 
bemerkt,  dass  im  Wesen  die  Multiplication  ein  Ganzes  ist*)  und  es  wird 
daher  auch  nur  ein  Beispiel  gegeben.  Die  Multiplicatoren  werden  unten 
angeschrieben,  die  Multiplicanden  oben,  die  summa,  quae  inde  excrescil,  in 
der  Mitte.  In  das  Beispiel  sind  die  regulae  von  der  Multiplication  mit  sin- 
gxdaris  arcus  und  mit  decenus  arcus  gerade  so  eingefügt,  wie  bei  £2,  dann 
Bind  die  für  cenlenus ,  mülenus ,  decies  millenus  kurz  angegeben ,  aber  zum 
Schluss  heisst  es:  et  ut  plane  et  breviter  dicatur:  quoto  loco  quilibet  arcus  distal 
a  singulari,  loto  loco  removetur  digitus  ab  eo,  quem  multiplicat,  et  semper  in  ulte- 
riore  ponitur  articulus;  also  so  allgemein,  wie  bei  At.  Die  mehr  ziffrigen 
Multiplicanden  werden  in  so  weit  erwähnt,  als  die  Erklärung  der  Arten  der 
Multiplication  die  Anzahl  der  Multiplicanden  für  beliebig  erklärt.  Dazu 
kommt  weiter  die  Anleitung  zum  pur  gare  arcus,  d.  h.  pro  multis  caracte- 
ribus  unum  solutn  ponere.  Die  Anweisung  dazu  ist  umständlicher  als  bei  0, 
so  dass  kein  Zweifel  sein  kann,  dass  diese  Arbeit  zwischen  At  und  0  zu 
setzen  ist. 

Es  ist  also  die  Erwartung,  bei  dem  Rechnen  mit  Oolumnen  eine  naturge- 
mässe  Entwickelung  zu  finden,  die  ein  Früher  oder  Später  für  die  einzelnen 
Werke  aus  ihnen  selbst  bestimmen  lässt,  durch  die  nun  besprochenen  Regeln 
über  die  Multiplication  nicht  getäuscht  worden.  G,,  Fu  Bt,  /?,  zeigen  die  grösste 


*)  Sed  quin  nulta  maior  difficultas  est  in  composUa  quam  in  simplici  aut  (in)  inter- 
missa  quam  in  eontinua,  redeuntes  ad  ipsum  iotum,  ad  mulliplicationem  scilicet,  diversitatem 
regulär  um iltius,  a  singulari  arcu  ineipientts  ostendamus,  aliquos  multiplicator  es  (im  Beispiel 
die  zweiziffrige  Zahl  V3)  summamque  multiplicandam  (4000)  ponentes. 
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Vereinzelung  in  den  Regeln,  gebrauchen  A  usdriieke,  welche  eine  langeGewöh- 
nung  an  Columnen  nicht  wahrscheinlich  machen,  und  setzen  die  Addition 
in  der  Weise  des  Rechnens  auf  Linien  voraus.  Az  zeigt  den  Uebergang  zu 
den  vereinfachten  Regeln  bei  Gt,  welche  nicht  mehr  die  einzelnen  Falle  für 
die  Multiplicationen  mit  singularis,  decenus  angeben,  sondern  sie  in  eine 
einzige  regula  singularis,  deceni  zusammenfassen.  A%  weist  die  nochmalige 
Vereinfachung  und  Zusammenfassung  aller  Regeln  in  eine  einzige  nach, 
worauf  A6  und  0  auch  die  mehrziffrigen  Factoren  berühren  und  die  Addition 
als  Anhang  zur  Multiplication  angebeu  und  zwar  0  bereits  so  ,  dass  An- 
klänge an  die  Positionsarithmetik  sich  unterscheiden  lassen.  Es  ergiebt 
sich  darnach  bisher  folgende  Reihenfolge  der  besprochenen  Werke : 

Gi»  &h  G*i 

Ft,     2?,,    A&  A%,     ^ö,     0. 

4.    Die  Regeln  der  Division. 

Was  hier  ti  ber  bei  Gx  und  Bx  sich  findet,  ist  im  IL  Aufsatz  (IX.  Jahrg.,  S.  145 
bis  171)  vollständig  angegeben.  Es  zeigte  sich  dort  bei  Gt  eine  Unterschei- 
dung der  Division  nach  der  Beschaffenheit  des  Divisors  und  des  Dividen- 
den, ohne  dass  den  einzelnen  Arten  besondere  Namen  gegeben  sind.  Die 
einfachste  Art  des  w  ied erholten  Subtrahirens  ist  dem  Verfahren  auf 
Linien  gleich ;  daran  reiht  sich  die  Division  mit  der  Differenz  des 
Divisors  zu  10 und  Addition  der  sich  ergebenden  Einzelproducte;  endlich 
die  Division  durch  Bildung  der  nächst  grössten  Vielfachen  des  Di- 
visors und  Subtraction  der  Einzelproducte.  Als  besondere  Ausdrücke 
sind  hervorzuheben:  seeundare  für  das  Versetzen  iu  die  nächst  niedere 
Stelle  ,  denominalio  a  lolo  et  a  partibus  für  das  Multiplicircn  mit  der  ganzen 
höchsten  Ziffer  des  Dividenden  oder  einem  Theile  derselben,  minutum  für 
die  mit  einem  Hunderter  verbundenen  Einer  des  Divisors.  Zu  erwähnen 
ist  endlich  die  Bildung  des  Quotienten  unter  der  Form  der  Bestimmung, 
quol  divisores  sinl  in  quo  übet  dividendo. 

Vom  Verfasser  von  2?,  fand  sich,  dass  er  das  bei  Gerb  er  t  wenn  auch 
kurz  doch  ausreichend  beschriebene  Verfahren  als  bekannt  voraussetzt,  da 
er  es  nur  andeutet  und  auch  dabei  ein  Mal  die  Hauptsache  weglässt.  Macht 
nun  schon  dies  nicht  den  Eindruck,  dass  man  die  Arbeit  eines  bedeutenden 
Mannes  wie  Boethius  vor  sich  hat,  so. wird  man  noch  mehr  darüber  zwei- 
felhaft, wenn  auf  die  Frage,  quid  sinl  divisores,  die  Antwort  gegeben  wird  : 
Divisores  aulem  majorum  semper  minores  constituuntur  numeri.  Ue  ber  setzt  man 
auch  in  günstigster  Weise  für  den  Verfasser :  „  Es  werden  immer  kleinere 
Zahlen  als  Divisoren  in  grössere  angesetzt u,  so  ist  dieses  doch  in  solcher 
Allgemeinheit  unrichtig ,  abgesehen  davon ,  dass  es  keine  Definition  von 
Divisor  ist.  Von  den  Ausdrücken  ist  zu  bemerken,  dass  es  statt  divisio  auch 
partieipatio  heisst,  und  dass  der  Ausdruck  minutum  für' singularis  den  Zusatz 
velut  alii  volunt  bei  sich  hat.     Cantor  findet  (S.  274  und  298)  in  denominalio 
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die  Bedeutung  „Quotient";  dass  es  in  der  dafür  citirten  Stelle  nichts 
anderes  als  den  Nennwerth  von  einem  Theile  des  Dividenden  bedeutet  und 
in  welchem  Sinne,  ist  im  II.  Aufsatz  (insbesondere  S.  167  und  152, 
140  und  163)  dargethan;  hier  will  ich  noch  bemerken,  dass  der  ächte 
Boethius  ganz  anders  sich  ausdrückt;  de  arith.  1,  10  heisst  es  von  der  Di- 
vision eines  numerus  pariier  impar  durch  seine  Factorpn:  Semper,  si  detwmi- 
nalio  (d.  h.  der  Divisor,  Nenner!)  fueril par,  guantitas  partis  (d.  h.  der 
Quotient!)  eril  impar,  et  si  fuerit  denominatio  impar,  quanlüas  erit par.*) 

Bei  Bt  finden  sich  die  Worte  Gerbert's  zum  grössten  Theile  wieder, 
aber,  während  von  der  Division  durch  wiederholtes  Subtrahiren  nur  gespro- 
chen und  kein  Beispiel  gegeben  wird,  zeigt  das  Folgende  eine  einfachere 
Eintheilung  der  Division  mit  erläuternden  Beispielen  zu  jeder  Art  derselben. 
Es  werden  nämlich  4  Arten  unterschieden  (bei  Gerbert  6!),  die  sich,  wie 
es  zum  Theil  die  im  Ms.  vorkommenden  Rubriken  auch  aussprechen,  be- 
zeichnen lassen       1)  als  divisio  simple x     cum  differentia, 

2)  ,,      »  „  n  sine  » 

3)  ,,       „      composiia  cum  „ 

4)  „       „  „  sine  „ 

Es  wird  am  zweckmässigsten  sein,  für  jede  Art  eines  der  beschriebenen 
Beispiele  zu  geben,  damit  Jedem  die  Vergleichung  mit  dem  Verfahren 
Gerbert's  selbst  möglich  ist 

l.Art.    668:6. 

Im  3.  Irames  steht  der  Divi- 
Divisor.  dend  nochmals,  damit  er  unten  für 

Differenz.  die  denominatio  wegenommen  wer- 

Dividend.  den  kann. 


^C 

"x 

./ — \ 

primus 

6 

trames 

4 

secundus 

6 

6 

8 

tertius 

6 

"6 

~8 

2 

4 

8 

1 

8 
4 

1 

2 

4 
6 

2 
2 

4 
8 

8 
2 

quartus 

— 

"6 

"6 

2 

2 

1 

2 

1 

1 

1 

1 

i 

1 

6  .  4  =  24 
4+8  =  12 
6  .  4  =  24 
8—6  =  2. 


2.4  =  8  6  +  4  +  8 
1.4  =  4  4  +  2  =  6 
2.4  =  8     8  +  4  +  8  =  20 


18      1.4  =  4 


2.4  =  8 


Dann  folgt:  copulare  denomi- 
nationes,  ut  earum  quantiiate  conclu- 
damus  divisorem  dividendos  dividere. 


Rest. 

Denominationen. 

6  +  2  +  2+  1  =  11 

6  +  2  +  1  +  1  +  1=11. 


*)  Bernelinus  noch  sagt:  Dico  ardcm  denominationein  numerum  a  quo  Hb  et 
denominatum,  ut  bis  IUI.  VIII.  Denominatio  binarUts,  diuisor  quatemarins,  dioidendut 
vero  octonarius.   Also  2  ist  nicht  denominatio,  weil  4  in  8  2  mal,  sondern  weil  2  mal  4  8. 


c 

X 

/ 

ö]~ö 

T 

8 

8 

T 

"8 

"8 

"8 

3 

3 

3 

I 

6 

6 

1 

1 

7 

7 

Von  Prof.  Fribdlein. 

2. 

Art    888:5. 

Der  Divisor  wird  vorgerückt 

Divisor 

und  dann  wieder  zurück. 

Dividend. 

5  in   8    1  mal  bleibt  3 
5  „  30   6    „ 

Rest. 
Denominationen. 

5  „     8    1    „         „     3 

5  „  30    6    „ 

5  „     8    1    „         ,,     3 
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i 

C  X 

/ 
4 

3 

4 

5 

6 

~e 

T 

2 

T 

T 

T 

"2 

1 

2 

5 

6 
3 

2 

5 

1 

6 

9 

1 

1 

2 

1 

3 

2 

7 

1 

"6 
2 

7 

6  +  1  =  7  6+1  =  7. 

3.  Art.     6121  :  344. 

Der  4.  Theil  ist  zu  nehmen, 
weil,  die  Differenzen  zum  Divisor 
addirt,  aus  3  4  wird. 
4  in  6  1  mal,  bleibt  2, 

1.6=6     1.5  =  5, 
4  in  20  5  mal, 

5.6  =  30    5.5=25, 
5+3  +  6+2  =  16  1+2+5+1=^9, 
4  in  9  2  mal,  bleibt  1, 

2.6=12   2.5=10, 
2  +  1  =  3     1  +  6  =  7    1  +  1  =  2, 

2  +  5  =  7. 


4.  Art.     908046  :  9604. 


9  in  90  zwar  10 mal,  aber  we- 
gen der  übrigen  Divisoren  nur  9 mal. 
9.9  =  81 

90—81=9  9.6=54  90— 54=36(!) 
9.4=36.  Dieses  lässt  sieb  ent- 
weder von  600  oder  von  3000  ab- 
ziehen (von  der  Columne  der  Zeh- 
ner an  gerechnet !)  3000—36=2964  (!) 
Durch  Addition  des  Vorhandenen 
ergiebt  sich  als  weiterer  Dividend 
43686 

9  in  40  4mal,  bleibt  4     4.6  =  24 
40—24=16  4.4=16  600—16=584. 
Die  Addition  des  Vorhandenen 
ergiebt  5270. 

Man  sieht,  die  äussere  Ordnung  hat  durch  das  Herstellen  der  iramites 
zugenommen;  eine  natürliche  Folge  solchen  Bestrebens  schon  durch  die 
äussere  Form  das  Operiren  zu  unterstützen,  ist  das  sonst  überflüssige  Ziehen 


C  X 

i 

C 

X 

I 

J 

9 

6 

4 

1» 

6 

4 

•f 

8 

4 

6 

9 

9 
3 

8 
6 

4 

T 

2 

9 

6 

4 

4 

3 

4 
1 

6 
6 

8 

6 

5 

8  4 

5 

2 

7 
~9 

4 
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doppelter  Bögen  über  die  Columnen  und  das  wiederholte  Anschreiben 
des  Divisors  (transmutatio  divisoris)  für  das  jedesmalige  Dividiren  in  den 
Dividenden.  Dass  es  noch  zu  keiner  sichern  Klarheit  gekommen  ist, 
zeigen  die  Stellen  des  Werkes,  an  denen  Bernelinns  die  Sache  zn 
erklären  sucht.  Ein  Beispiel  wird  genügen.  Bernelinns  wirft  die  Frage 
auf:  qua  vi  per  se  numerum  tnaiorem  ipse  divisor  trahat  ad  denominaiionem  d.  h. 
was  den  Divisor  ermächtige,  den  grösseren  Dividenden  zur  Angabe  der 
Zahl,  mit  der  der  Divisor  zu  multipliciren  ist,  herbeizuziehen.  Die  Ant- 
wort lautet :  Quocunque  modo  fit  muliiplicaüo,  semper  habet  augmenium  quanti- 
iatis  ipsa  denominatio.  In  divisione  vero  redit  augmenium  quantitatis  ad  diminu- 
iionem  denominationis  secundum  superius  partim  (?)  dictam  divisoris  differentiae 
demonstrationem  d.  h.  die  Vergrösserung  bei  der  Multiplication  rührt  von  der 
denominatio  her ,  bei  der  Division  muss  sie  also  im  Einklang  mit  dem  Divi- 
sor wieder  zur  kleineren  denominatio  zurückkehren.  Klar  wird  man  eine 
solche  Antwort  nicht  nennen  können,  der  Verfasser  ist  auch  ehrlich  genug, 
an  einer  anderen  Stelle  über  die  denominatio  a  toto  et  a  partibus  das  paulo 
obscurius  dictum  einzugestehen. 

In  Verbindung  mit  der  Unklarheit  steht  die  Umständlichkeit,  die 
an  den  Verfasser  der  Anhänge  bei  Boethius  erinnert.  So  heisst  es:  Nunc 
autem  ad  eam,  quam  promisimus  (divisionem  simplicem  sine  di/ferentia)  ....pro- 
pere veniamus:  die  Rede  kommt  aber  darauf,  dass  diese  als  eine  domina, 
jene  cum  differentia  als  eine  famula  erscheine;  dann  heisst  es:  Sed  ante- 
quam  ad  eam  veniamus,  quaedam  praemittenda  aestimo,  und  in  der  T hat 
wird  noch  mehr  über  2  andere  Punkte  gehandelt. 

Bei  alledem  ist  ein  Fortschritt  gegen  G e r b e r t's  Regeln  unverkenn- 
bar; so  wird,  was  mit  der  Verminderung  der  Arten  der  Division  von  6  auf  4 
zusammenhängt,  die  Theilung  eines  Hunderters  oder  Tausenders  nicht  mehr 
angewendet.  Ferner  wird  eine  eigene  regula  de  aequandis  numeris  gegeben, 
in  der  That  eine  Subtraction  durch  Addition  der  dekadischen  Er- 
gänzung. 

Die  Differenz  wird  beim  Einer 
von  10  bei  den  anderen,  auch  bei  je- 
der leeren  Stelle  (intercapedo),  von  9 
genommen,  in  die  letzte  Columne 
wird  aber  die  um  1  verringerte  Diffe- 
renz zwischen  der  letzten  Zahl  des 
Divisors  und  der  des  Dividenden  ge- 
setzt. Durch  Addition  der  Differenz 
mit  dem  Dividenden  mit  Ausnahme 
der  letzten  Zahl  desselben  erhält  man 
den  gesuchten  Unterschied. 

Zwischen  dem  Schluss  des  III.  Buches  des  Bernelinus  und  dem 
Anfang  des  IV.  steht  eine  unklare  Bemerkung,  dass  die  Zahlen  diverso  modo 
dividirt  werden,  und  dann  die  Summation  der  Reihe  der  natürlichen  Zahlen 
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Divisor. 
Dividend. 

Unterschied 
Differenz. 
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bei  geradem  letzten  Glied  (2n)  nach  der  Formel  n .  (2n+ 1),  medius  per  sequen- 

Qtt.J-2 

tem,  und  bei  ungeradem  letzten  Glied  (2«-f-l)  nach  der  Formel  (2w+l). , 

* 

numerus  per  majorem  partem.     Es  scheint  mir  aber  sehr  fraglich  ,  ob  diese 

Stellen  von  Bernelinus  herrühren.     Doch  vermag  ich   nicht,   hierüber 

Näheres  anzugeben. 

Von  Gt  ist  leider  ein  grosser  Theil  der  Regeln  über  die  Division  ip 
dem  von  mir  benützten  Ms.  nicht  vorhanden ,  wovon  der  Schreiber  dessel- 
ben nicht  die  mindeste  Ahnung  zeigt  Doch  reicht  das  Vorhandene  hin,  um 
die  Art  des  Ganzen  zu  erkennen.  Die  Eintheilung  ist  folgende:  Divisio 
aUa  Simplex,  alia  composita.  Et  composita  quidem  duas  continet  species 
conjunc  tarn  scilicet  ac  Interrupt  am.  Da,  wie  das  Folgende  zeigt,  die 
divisio  cum  differentiis  ganz  unerwähnt  bleibt,  so  sind  anscheinend  statt  der 
2  Arten  bei  Bernelinus  3  behandelt,  in  der  That  aber  sind  doch  nur  2  be- 
sprochen. Denn  es  heisst:  Sequitur  de  conjuncta  et  interrupta,  quarum  qui 
utriusvis  disciplinam  agnoverit,  älterius  per  illam  habebü  scientiam.  Quare  data 
diffinitione  utriusque  altert  supersediebimus.  Zur  einfachen  Division 
wird  bemerkt,  dass,  wenn  der  Divisor  grösser  ist,  als  der  Dividend, 
ohne  Brüche  nicht  dividirt  werden  kann  —  der  Verfasser  von  Bt  dachte  an 
solches  nicht!  Für  die  Bildung  des  Quotienten  lauten  die  Regeln:  Sitigu- 
laris  cuiuscunque  divisor  subponet  sibi  denominationem.  Denominationem  accipe 
ia\  quod  aufertur  arcubus  dividendis  (d.  h.  die  Anzahl  der  Divisoren,  die  hin- 
weggenommen werden).  Decenus  denominationem  secundabit  a  se  u.  s.  w.  bis 
nonus  (eorum,  qui  centenum  millenum  sequunlur)  quintadecimabiL 

Das  Verfahren  selbst  veranschaulichen  folgende  Tableaux,  die  zum 
Theil  auch  mit  den  Gobarziffern  in  den  Columnen,  im  Codex  stehen. 


3 
1    2 


Divisor. 
Dividend. 


£1/ 

3 
2 


Vorsetzung  des  Divisors  an  die  2. 
Stelle,  und  nicht  an  die  3,  weil  3>1. 


c 

/ — \ 

X 

3 

/ — \ 

/ 

1 

12 
3 

3  in  10  3  mal,  bleibt  1. 
igin  pone  juxta  andram. 
Denomination. 


Summe  von  1  und  2« 


3  in  3  1  mal,  bleibt  nichts.     1  +  3  =  4. 


Resultat:    XL. 

Ist  die  Erkenntniss  des  gleichen  Wesens  zweier  von  Andern  als 
verschieden  behandelten  Arten  ein  Fortschritt,  so  wird  man  in  dem 
Vorstehenden  einen  solchen  gegenüber  von  Gerbert  anerkennen  müssen, 

Bei  At  scheint  die  Eintheilung  der  Division  eine  frühere  Zeit,  als  die 
von  G„  anzudeuten.   Es  heisst :^  Divisio  alia  aurea,  alia  ferrea,  alia  inter- 
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missa.  Intermissa  vero  alia  cum  differentia  alia  sine  differentia  et  si 
quas  alias  humana  investigabü  industria.  Aber  gleich  das  Nächstfolgende  be- 
lehrt, dass  hier  keine  ernstgemeinte  Eintheilung,  sondern  nur  eine  flüchtige 
Erwähnung  einiger  bekannten  Arten  vorliegt.  Sofort  wird  nämlich  von 
einer  divisio  aurea  Simplex  gehandelt  and  die  Regel  Für  die  an  den  Rand 
der  geomelricalis  tabula  zn  schreibenden  detwminationes  in  einfachster  Allge- 
meinheit gegeben:  Divisor  quotocunque  loco  a  primo  arcu  staiutus  fuerit  in 
prima  sua  positione,  toto  loco  denominationem  ponel  ab  eo,  ubi  steterit  in  divisione. 
Weiter  heisst  es:  Compo sitae  vero  aureae  eadem  paene  regula  est  Die  Ab- 
weichung wird  ebenso  klar  als  bündig  gegeben:  Primi  atäem  divisoris  deno- 
minaiione  utuntur  reliqui  divisores.  Posiquam  vero  primus  divisor  nil  amplius 
capere  potuerit  in  subiecto  ,  descendet  cum  ceteris  divisoribus  in  inferiori  loco. 
Von  der  3.  Art  wird  angegeben:  Intermissa  vero  eodem  modo  fit,  quo  et  com- 
posita.  Könne  man  auch  ein  anderes  Verfahren  einschlagen ,  so  sei  dieses 
doch  mühevoll  und  die  angegebene  Regel  reiche  aus.  In  ähnlicher  Weise 
wird  von  der  ferrea  Simplex,  composita  und  intermissa  kurz  und  bündig  ge- 
handelt, so  dass  klar  ist,  dass  der  Verfasser  nur  2  Arten  der  Division  unter- 
scheidet, die  aurea  ohne  Differenzen  und  die  ferrea  mit  Differenzen.  Von 
letzterer  scheint  er  besonders  deswegen  zu  sprechen ,  weil  sie,  für  den  Un- 
kundigen cruda  und  gravis,  auch  dem  Kundigen  beschwerlich  ist.  Er  selbst 
ist  derselben  mächtig,  was  sich  auch  dadurch  kundgiebt,  dass  er  für  ganze 
Zahlen  allein  kein  Beispiel  giebt ,  sondern  diese  mit  den  Brüchen  verbin- 
det, was  für  die  damalige  Zeit  als  das  Schwierigere  angesehen  werden  muss. 
Wie  von  den  Multiplicationsregeln  dieser  Schrift  lässt  sich  auch  von  diesen 
Regeln  über  die  Division  behaupten,  dass  damit  das  Rechnen  mit  Columnen 
für  sich  seinen  Höhepunkt  erreicht  hat 

Das  Fragment  Ft  enthält  in  klaren ,  kurzen  Andeutungen  über  die 
composita  divisio  sine  differentiis ,  composita  cum  differentiis  und  Simplex  cum 
differentia  dasselbe,  was  bei  At  sich  findet  und  scheint  ein  willkürlich  geord- 
neter Auszug  daraus  zu  sein.  Es  ist  ein  ähnliches  Verhältniss,  wie  zwischen 
Ft  und  Gt. 

Bei  As  finden  sich  über  die  Division  nur  verworrene  Regeln ,  wobei 
mitten  darin  von  der  Multiplication  mit  par  und  impar  die  Rede  ist.  Er- 
wähnt sind  compositae  divisiones,  divisio  cum  differentia  und  der  Verfasser 
kennt  bei  mehrgliedrigen  Divisoren  die  Ausfüllung  der  leeren  Columnen 
(interrupliones)  mit  9.  Es  berechtigt  also  nichts  zu  der  Annahme,  dass  At  der 
Zeit  nach  vor  A9  fallen  könnte. 

AK  macht  aus  dem,  was  Gerbert  angiebt,  zum  Theil  ganz  mit  den 
Worten  desselben,  4  Divisionen.  Prima  est  divisio,  quae  fit  per  simplicem  di- 
visor em  in  simplici  dividendo  in  una  eademque  linea  juge  sortitum.  —  Secunda 
est  divisio,  quae' fit  per  simplicem  divisorem,  sed  in  minori  semper  quam  dividen- 
dus  linea  sortitum.  Denominatio  a  toto.  Ein  solcher  Divisor  sibi  differenliam 
vendical  unam  ad  X  supplemenlum.    Letzterer  Ausdruck  ist  zu  bemerken; 
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es  tritt  nämlich  hier  der  Begriff  der  Ergänzung  auf,  den  Cantor  hei 
Ger  bert  schon  finden  wollte.  Es  ist  aher  nur  eine  andere  Form  des  Aus- 
druckes und  hei  .4  steht  die  einfache  Erklärung:  Differentia  est  numerus,  quo 
differt  divisor  a  denario.  Mehr  in  diesem  Worte  Differentia  zu  sehen,  war 
durch  nichts  gefordert.  —  Tertiae  divisionis  ratio  in  duobus  continuaiim  compo- 
sitis  cadil.  Denominatio  a  parlibus.  —  Quartae  divisionis  ratio  continue  in  plu- 
ribus  cadil  acompositis.  Denominationem  a  parlibus  considerabis  et  hoc  ad  minuta 
componenda.  —  Es  ist  also  allerdings  ein  Versuch  der  Vereinfachung  ge- 
macht, aher  es  fehlt  durchgehends  an  Klarheit  und  zwar  in  noch  viel  höhe- 
rem Grade  als  hei  Bt,  so  dass  A4  vor  diesem  anzusetzen  ist,  was  auch  daraus 
folgt,  dass  bei  AA  noch  von  dissipatus  cenlenus  die  Rede  ist,  wovon  Bt  bereits 
abgekommen  ist. 

Was  bei  H  angegeben  ist,  gehört  ganz  derselben  Schule  an,  wie  A±\ 
den  Standpunkt  characterisirt  auch  die  Bemerkung,  dass  beständig  maior 
per  minorem  dividirt  werde ,  wie  sie  von  2?,  anzugeben  war.  Es  muss 
also  Herig  er  us  mit  AA  in  dieselbe  Zeit  fallen  und  dabei  dem  Bt  nahe 
sein.  Cantor  erwähnt  S.  332  bald  nach  Fulbert  von  Cbartres,  dem 
Schüler  Gerbert's,  dessen  Name  vielleicht  mit  der  Reinschrift  des  Manu- 
scriptes  C  (der  Geometrie  des  Boethius)  in  Verbindung  zu  setzen  sei,  auch 
Heriger  von  Lobbes  bei  Lüttich,  so  dass  sich  hier  eine  ähnliche  Nähe  von 
H  und  Bt  zeigt,  wie  ich  sie  eben  angegeben  habe. 

A5  schliesst  sich  in  mehreren  Punkten  an  Bt  an.  Es  werden  unter- 
schieden : 

1.  Simplex     divisio  cum  differentia, 

2.  composila      „        „    differentiis, 

3.  Simplex         „      sine  differentia, 

4.  composila     „        „    differentiü. 

Es  werden  tramiles  hergestellt  und  die  leeren  Columnen  heissen ,  wie 
hei  2?t,  intercapedines.  In  beiden  Werken  wird  vom  Vorrücken  und  Zurück- 
rücken des  Divisors  gehandelt,  und  eine  Erklärung  bezüglich  der  denomi- 
natio a parlibus  gegeben,  während  aber  die  Angabe  bei  Bt  nach  den  eigenen 
Worten  paulo  obscurius  dictum  ist,  wird  hier  einfacher  und  sachgemässer  ge- 
sagt: si  maximus  divisor  unitatis  cor  acter  e  insignitus  fuerit,  quum  ipso  Uli  men- 
ti$  intuitu  alia  unilas  supervenit,  secundam  dividendi  partem  ad  denominationem 
requirity  si  binarius,  terliäm  etc.,  womit  man  folgende  Stelle  bei  A6  vergleiche : 
unitas  de  inferiori  divisor  c  ad  superiorem  illum  mediis  interposüis  non  sensi- 
biliter  sed  intelligibiliter  transit.  Ist  schon  dadurch  eine  spätere  Zeit 
für  A$  angedeutet,  so  wird  diese  unzweifelhaft  erstens  durch  den  Wortlaut 
des  Schlusses  des  1.  Abschnittes:  Bis  rite  per  actis,  quotquot  aggregatis  de- 
nomtnationibus  inveneris,  tot  vicibus  (so  oft  mal!)  divisoris  quantitatem  divi- 
dendis  inesse  certo  certius  noveris:  zweitens  durch  die  Forderung  ,  bei  der 
Division  ohne  Differenz  zn  ermitteln,  quociens  divisor  in  dividendis  sit.  In 
beiden  zeigt  sich  der  Uebergang  zu  der  Frageform,  die  bei  0  und  A9 
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V*»^^W^^\ 


sieb  findet  und  wie  ein  Anklang  an  die  Positionsarithmetik  erscheint.  Man 
denke  an  das  Dividiren  hei  dem  Rechnen  auf  Linien,  hei  dem  verfahren 
wird,  als  handelte  es  sich  gar  nicht  darum,  zu  wissen,  wie  oft  mal  die  eine 
Zahl  in  der  anderen  enthalten  ist,  und  man  wird  nicht  umhin  können,  in  den 
Regeln  G  erbert's  (IX.  Jahrg.,  S.  162),  welche  die  Bildung  des  Quotienten  wie 
im  Anhang  behandeln,  in  denen  des  Bernclinus,  welche  bei  den  einzel- 
nen Fällen  die  Plätze  der  denominationes  angehen,  aber  noch  reden  vom 
copnlare  denominationes,  ut  earum  quantüate  concludamus  divisorem  dividendos 
dividere  und  endlich  in  den  oben  angeführten  Ausdrücken  drei  auf  einander 
folgende  Stufen  in  der  Entwickelung  der  Division  zu  sehen.  Dor  Zusam- 
menhang mit  dem  Früheren  ist  bei  Ah  überdies  noch  angedeutet  durch  den 
Ausdruck  divisorem  maximum  dividendo  comparabis,  welcher  Ausdruck  ebenso 
in  Gerbert's  Regeln  (IX.  Jahrg.)  8.  158)  sich  findet 

Bei  0  sind  die  Angaben  über  die  Division  höchst  dürftig.  Es  werden 
3  Arten  unterschieden,  stmplex,  compositum  interrupta,  in  der  That  ist  aber, 
wie  bei  £t,  nur  eine  angewendet,  nämlich  die  ohne  Differenzen.  Die 
Divisoren  werden  zum  Dividiren  vorgerückt  und  dann  wird  zu  beachten 
gefordert,  ubi  accipere  debeant  d.  h.  in  welche  Zahl  zu  dividiren  ist.  Die- 
ses geschieht  in  der  Frage  form:  Qualernarius  4  quotiens  est  in  senario 
6.'  SemeJ  et  remanent  duo.  Qttod  adverbiatiter  pronuntiasti,  denominationem 
esse  intelligas  et  unitatem  accipias.  Die  Denominationes  heissen  auch  partes  di- 
visae,  ihre  Stelle  wird  allgemein  durch  die  Regel  bestimmt:  per  quot  arcus 
recedunt  (divisores)  a  singulare,  per  tot  denominationes  retro  ponuni.  Hätte  der 
Verfasser  sich  mehr  Mühe  geben  wollen,  dann  würden  mehr  Anhaltspunkte 
zur  Beurtheilung  seines  Werkes  vorhanden  sein;  seine  Ansicht  aber  ist: 
Quae  omnia  magis  unicae  vocis  alloquio  quam  scripta  adver  tun  tur.  Aber  es 
ist  schon  die  einzige  Frage  form  beim  Dividiren  hinreichend,  um  die  spä- 
tere Zeit  der  Abfassung  deutlich  zu  machen.  Sie  ist  es  ja,  die  bei  der  Posi- 
tidnsarithtnetik  ,  weil  mehr  und  mehr  der  Quotient  bei  dem  Dividiren 
hervortritt ,  eine  vorzügliche  Rolle  spielt.  Dass  letztere  im  Anfang  des 
12.  Jahrhunderts  bereits  im  christlichen  Abendland  bekannt  war,  beweist 
der  Über  algorismi  des  Johannes  Hispalensis,  der  circa  1125  anzusetzen 
ist.  Dass  0  von  dieser  Zeit  um  fast  2  Jahrhunderte  entfernt  sein  sollte, 
finde  ich  unglaublich ;  es  stimmt  vielmehr  alles  dafür,  diese  Arbeit  in  das 
12.  Jahrhundert  oder  dessen  Nähe  zu  setzen. 

Bei  A6  wird  die  Division  in  ähnlicher  Weise  behandelt,  wie  bei  At1  aber 
die  Eintheilung  ist  eine  klarere;  denn  es  werden  zuerst  die  beiden  Haupt- 
arten divisio  sine  differentia  und  divisio  cum  differentia  angegeben,  dann  wird 
jede  in  Simplex  und  composila  abgetheilt  und  letztere  wieder  in  continua  und 
intermissa.  Die  Stelle  der  denominationes  wird  in  ebenso  einfacher  Allge- 
meinheit angegeben ,  wie  bei  At :  Quoto  loco  arcus  quilibet  a  singulari  disces- 
serit,  toto  loco  retro  ponetur  denominatio  sui  divisoris,  quocunque  translatus  fueril. 
Als  ein  Anzeichen  einer  späteren  Zeit  aber  ist  die  Frageform  anzusehen, 


Von  Prof.  Friedlein.  269 

mit  der  die  Division  ausgeführt  wird.  Nachdem  nämlich  angegeben  ist,  wo- 
hin der  Divisor  zu  stellen  ist,  heisst  es  weiter:  Nunc  res  tat  quaerere,  quo- 
ciens  est  binarius  in  X.  Possemus  dicere,  guinquies,  sed  quia  nihil  de  summa 
remaneret,  quod  inferiores  divisores  possent  capere ,  dicemus  quater  et  remanent 
II0.  Bemerkenswerth  ist  die  Art,  wie  8  von  2000  abgezogen  wird:  modo 
possemus  VIII  auferre  a  XX  [vielmehr:  //]*)  mililms,  quilibet  enim  quar- 
tus  arcus  superibr  cuilibetquartoinferiorimillenus  est,  et  posi- 
tis  residuis  bene procederemus  ad  finem  divisionis .■  sed  faciamus  compendiosius 
et  ponamus  singulos  novenarios  in  vacuis  campis  et  dempta  unitate  ab  ilio  binario, 
qui  superius  remansit,  superponamus  eam  novenario  inferiori  et  tunc  illud  VIII, 
qui  de  binario  multiplicato  per  denominationem  supra  sumptam  excrevit,  a  dena 
rio  auferamus  et  remanebunt  II,  et  transferentur  et  unitas  supra  posita  novena- 
rio abicietur.     Die  Form  dazu  ist  folgende : 

Man  sollte  glauben,  dass  zn  sagen:    „8  von  2000  bleibt 
2  1092 u  and  dieses  anzuschreiben  compendiosius  gewesen  wäre; 

1  nnd  in  der  Auffassung  des  Zehntausenders   als   eines  Tau- 

19    V)  senders  gegenüber  dem  Zehner  liegt  eine  Aufmerksamkeit 

2  auf  die  Reihenfolge  der  campt,  die  vielleicht  der  Einwirkung 
der  aufkommenden  Positionsarithmetik  zuzuschreiben  ist. 
Dass  aber  dennoch  die  mehr  mechanische  Form  der  Subtraction  vorgezogen 
wurde,  statt  2  19  9  zn  schreiben  und  8  von  10  abzuziehen ,  zeigt ,  dass  ACi 
noch  vor  O  zu  setzen  ist.  Dies  könnte  man  auch  aus  dem  Vorkommen  der 
Worte  aurea  und  ferrea  divisio  und  ähnlicher  Ausdrücke  schliessen,  wenn  O 
nicht  um  so  viel  weniger  sorgfältig  geschrieben  wäre  als  A6. 

In  der  Hauptsache  also  bringt  die  Vergleichung  der  Regeln  der  Divi- 
sion kein  anderes  Ergebniss,  als  die  der  Regeln  der  Multiplication.  Wie* 
derum  hat  sich  eine  natürliche  Entwickelung  des  Rechnens  mit  Columnen 
gezeigt,  ein  Fortschreiten  bis  zu  einem  Höhepunkte,  nach  welchem  die  Ein- 
wirkung eines  Neuen  nicht  ohne  Spuren  geblieben  ist.  Die  Aufeinanderfolge 
der  Werke  scheint  danach  folgende  zu  sein: 
Gl,  /i,  A±,  Bti  A^ 

Bu  Az%  Gf,  At,  F%,  Ap  0. 

5.    Die  Regeln  Aber  da«  Rechnen  mit  den  Minutien. 

G,  enthalt  von  den  Minutien  nichts,  rührt  aber  das  12.  und  13.  Kapitel 
der  Gerbert  zugeschriebenen  Geometrie  wirklich  von  diesem  her,  dann 
kannte  und  übte  er  auch  das  Rechnen  mit  den  Minutien;  denn  es  heisst  dort: 
neque  enim  sagacem  geometrem  minutiandi  sollertiam  decet  ignorare  und  weiter 
mit  den  Minutienzeichen  des  Victorius  und  Beda:  6|  . . .  regulariter,  quod 


*)  Der  binarius  steht  allerdings  in  der  Columne  der  Zehntausender,  aber  8 
in  der  der  Zehner;  deshalb  gilt  der  Zehntausender  nur  als  Tausender,  wie  der  Zusatz 
es  rechtfertigt. 
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abacistae  facillimum  est,  in  sc  duco  et  40^  ^  tetragonum  mvenio.   Näheres  ist 
jedoch  nicht  angegeben. 

Bei  2?,  ist  ein  ganzer  Abschnitt  de  minutiis  vorhanden.  Von  der  figura 
minuliarum,  die  der  Verfasser  von  dem  Architas  gelernt  hat,  ist  im 
III.  Aufsatz  (IX.  Jahrg.  S.  306 — 314)  nachgewiesen,  dass  ihr  Ursprung  höchst 
wahrscheinlich  in  das  Ende  des  9.  oder  den  Anfang  des  10.  Jahrhunderts 
zu  setzen  ist.  Hier  ist  nun  anzugeben,  was  der  Verfasser  selbst  daraus 
macht.  Ich  habe  dieses  bereits  in  meinem  Schriftchen  über  Gerbert 
S.  10 — 21  auseinandergesetzt.  Die  Zuthat  des  Verfassers  ist  das  wieder- 
holte Anschreiben  der  Buchstaben  angulariter  und  die  Beifügung  der  römi- 
schen Zahlzeichen,  wie  seine  eigenen  Worte  sagen,  zu  dem  Zweck:  uisi 
quando  aliquis  vel  C  vel  I  diminulionem  vel  X  vel  C  momentorum  vel  minutorum 
velpunclorum  et  deinceps  proferrejuberelur,  sineulHus  obstaCuliimpedilione  edicereU 
Ich  glaubte  früher  diminutionem  in  denominationem  umlindern  zu  müssen,  habe 
aber  unterdessen  in  dem  Werke  des  Bernelinus  den  Ausdruck  diminutio 
für  „Kleinheit,  kleine  Summe "  gefunden,  was  auch  hier  ganz  gut  passt,  so 
dass  eine  Aenderung  überflüssig  ist.  Was  mit  solchen  Vorkehrungen  ge- 
wonnen wird,  ist  nicht  abzusehen,  das  aber,  glaube  ich,  ist  klar  zu  sehen, 
dass  hier  ein  missglückter  Versuch  vorliegt,  die  Minutien  in  die  Rechnung 
auf  dem  Abacus  mit  Columnen  mit  hineinzuziehen.  Dazu  fehlt  es  aber 
dem  Verfasser  an  Vorgängern,  und  so  bringt  er  es  nur  zu  einem,  noch 
dazu  ungeschickten,  Anschreiben  und  vermag  diesem  nur  noch  die  Re- 
ductionszahlen  der  angegebenen  Minutien  beizufügen ,  von  denen  ich  die 
für  punctns  und  minutum  in  gleicher  Weise  noch  nirgends  finden  konnte.*) 
Sollten  sie  vom  Verfasser  zum  Theil  ersonnen  sein?    Die  Stellen,'  die  ich 


*)  Im  cod.  tat,  monac.  14836  finden  sich  F.  77* — 78«  folgende  Angaben:  Bora 
habet  puncto*  V,  minutu  X,  partes  XV,  momenta  XL,  ostenta  LX.  Ebenso  ist 
punctus  u.  s.  w.  durch  die  folgenden  Minutien  ausgedrückt,  die  Brüche  mit  Worteu. 
Quadraginia  Septem  athomi  untiam  constituunt,  wttiae  XII  faciunt  momentum,  momenta 
vero  X  congerunt  punctum,  puncto  IUI  hör  am  implent,  quae  ex  X  minutis  constat.  ffo- 
rae  XXI III  diem  cum  nocte  proer eant.  Ostentum  habet  atkvmos  CCCLXX VI.  Eben- 
dort  fcteht  F.  139* —  143*,  was  in  der  Ausgabe  der  Gromatici  veteres  von  Lachmann 
Ps.  I,  S.  371,6—  376,  5  sich  findet.  Dort  heisst  es  S.  374,6—7.  9—  13:  Libra  dicitur, 
quiequid  per  duodenarii  mauert  perfectionem  adimptetur.  —  Libra  esse  potest  aequinoctütäs 
dies  sine  sua  nocte ,  qtd  constat  XII  horis,  hora  constat  ex  V punetis,  X  minutis,  XV 
partibus,  XL  momentis,  LX  ostentis,  hora  autem  diei  seeundum  solis  cursum  V 
punetos  habet,  iuxta  tun  um  IUI»  In  ßt  aber  ist  gesagt :  Süiquam  igitur  vicesimam  quartam 
parttm  solidi  vel  quadrantis  designare  proposuerunt.  Puncto  vero  XXVI II am 
(XL  VIII am)  quadrantis  partem  sigw'ficari  sanxerunt.  In  puncto  autem  duomin  uta  et  di- 
midium  et  in  minuto  IUI  momenta  esse  asseruerunt.  —  Die  puncta ,  minula,  momenta ,  die 
im  1.  und  3.  Abschnitt  mit  hora,  partes,  ostenta,  im  2.  mit  hora,  untia,  athomi  in  Verbind- 
ung gebracht  sind,  also  allein  für  Zeitbestimmungen  dienen,  sind  bei  ßx  mit 
quadrans  verbunden  und  so  zur  allgemeinen  Bruchbezeichnung  beigezogen. 
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im  III.  Aufsatz  (S.  310—311)  aas  Alcuin's  Briefen  mittheilte,  geben  dieser 
Vermuthung  eher  Nahrung,  als  dass  sie  dieselbe  entkräften. 

Bei  Bt  ist  vor  allem  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass  das  4.  Buch 
de  unciis  et  minutiis  mit  einem  förmlichen  Vorwort  beginnt,  in  welchem  ein 
Freund,  ohne  weitere  Bezeichnung  desselben,  angeredet  wird:  carius  et  desi- 
derabilius  ignota  requiro  et nota  complector,  quae  iecum  traciare  desidero.  Dazu 
folgt,  wie  bereits  oben  erwähnt  wurde,  dieses  4.  Buch  nicht  unmittelbar  auf 
das  3. ,  sondern  Fremdartiges  ist  dazwischen  eingeschoben ,  so  dass  also 
dieses  4.  Buch  jedenfalls  ursprünglich  ein  selbstständiges  Werk  gewesen 
ist,  das  später  dem  verwandten  Werk  über  das  Rechnen  auf  dem  Abacus 
beigesellt  wurde.  An  einen  anderen  Verfasser  als  B  e  r  n  e  1  i  n  u  s  zu  den- 
ken, ist  zunächst  kein  Grund  gegeben.  Die  Art,  wie  die  Rechnung  mit  den 
Minntien  durchgeführt  wird ,  stimmt  zu  dem,  was  im  Anfang  des  1.  Buches 
über  die  Einrichtung  der  Abacustafel  gesagt  ist  und  zu  den  Angaben  im 
2.  und  3.  Buche  im  Ganzen  so,  da6S  ein  Zweifel  an  der  Aechtheit  dadurch 
nicht  erregt  wird. 

Weiter  ist  zu  beachten,  dass  der  Verfasser  sagt,  dass  er  nach  dem  Werk 
des  Victorius  gearbeitet  hat,  und  so  findet  sich  denn  auch  zuerst  im  We- 
sen dasselbe,  was  Christ  in  den  Sitzungsberichten  der  Akademie  zu  Mün- 
chen 1863,  S.  132  — 134  angiebt,  nur  noch  mit  Beifügung  von  dragma,  obolus, 
ceralesy  calctis,  ferner  Ausführungen  dessen,  was  im  Commentar  des  Abbo 
(Christ,  S.  137  und  139)  als  bei  Victorius  stehend  angedeutet  wird;  wo- 
von im  III.  Aufsatz  bereits  gehandelt  wurde. 

Nach  diesen  Entlehnungen  aus  dem  Werk  des  Victorius  ist  im  Codex 
von  späterer  Hand  ein  5.  Buch  angedeutet,  aber  ganz  gegen  den  Text,  der 
nicht  die  miudeste  Andeutung  enthält,  dass  ein  neues  Buch  beginnt,  wäh- 
rend solches  bei  den  andern  Büchern  sich  findet.  Was  aber  folgt ,  ist  die 
Verwendung  der  Minutienzeichen  bei  dem  Rechnen  mit  Columnen;  rechts 
an  der  Columne  der  Einer  sind  dazu  noch  3  Columnen  für  die  unciae,  scri- 
pult,  calci  hergestellt.  Das  Beispiel  für  die  Multiplication ,  12 }£  .  2| ,  ist 
nicht  bis  zu  Ende  durchgeführt,  von  der  Division  ist  aber  ein  Beispiel 
(300  :  204  17?)*  obwohl  etwas  verwirrt  und  lückenhaft,  doch  so  angegeben, 
dass  sich  folgende  Darstellung  davon  geben  lässt. 

Zur  Erleichterung  des  Druckes  wende  ich  folgende  Zeichen  an: 
c  =  calcus  =  33^4-,  0  =  obolus  =  5^,  s  i=  scripulus  =  ?|y,  e  =  emi- 
secla  =  T Jy,  dr  =  dragma  =  ^,  sex  =  sextula  =  j\>  si  =  sicilicus  =  y!¥, 
d  =  duella  =  -fc,  se  =  semuncia  =  ^V>  u  =  uncia  =  ^ ,  qa  =  quadrcuis 
=  flf  qi  =  qujncunx  —  ^ ,  sem  =  semis  —  |,  de  =  deunx  =  \\. 
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I.  Art,  nach  der  Weise  der  divisio  Simplex  mit  Bildung  der  Differenz  auch 
von  der  letzten  Ziffer  des  Divisors;  denominatio  a  toto. 


Divisor. 

Differenz, 

1.  Dividend, 


4. 
5. 
6. 

7. 
8. 


Rest. 
Denomi- 
natio. 


c 

X 

/ 

u. 

S. 

c 

2 
7 

9 

sem. 
qi. 

se.  d.  dr. 

0. 
0. 

3 

0. 

0. 
0. 

0. 

0. 

3 

2 
2 

1 
1 
1 
1 
1 

2 

1 
3 
9 
7 
5 
3 
1 
9 
1 

1 
7 
8 
7 
6 
6 
5 
5 
4 
2 

U.U. 

qa. 
qi. 
qi. 
de. 
qi. 
de. 
qi. 
de. 
de. 

s. 
se.  d.  s. 
se.  d.  e. 
se.  d.  s, 
se.  d.  s. 
se.d. 
se.d. 
se.  st.  s. 
se.si.  s. 
se.sex.s. 

i 

1 

3 
2 

Denominatio  3. 
3 .  se.  =  u.  se. 
Z.dr.=zd.s. 
3.9    =27 


3.0.  =  5.0. 

3.d.  =w. 

S.jff.  =zl.qa. 

3.7  =21. 
Durch  Addition  erhält  man  den 
2.  Dividenden.  Daraus  ergiebt  sich  als 
2.  Denominatio  2.  Mit  dieser  wird  wie 
im  Vorstehenden  multiplicirt  und  dann 
werden  die  Ergebnisse  addirt.  Ebenso 
wird  gerechnet  bis  zum  8.  Dividenden« 
dann  heisst  es :  sublatis  differenliis  con- 
fer  (diesen  Dividenden)  ipsis  divisori- 
bus.    4  mal.  * 

Rest  12  u.  d.  ü. 
Summe  der  Denominationen  14. 


2.  Art,   nach  der  Weise  der  divisio  composita  mit  Bildung  der  Differenz  nur 
bis  zur  vorletzten  Ziffer  des  Divisors ;  denominatio  a  partibus. 


Divisor. 

Differenz. 

1.  Dividend, 

2. 

3. 

Rest 

Denomi- 
natio. 


c 

X 

i 

u. 

s. 

c. 

2 

sem. 

0. 

9 

qi. 

se.  d.  dr. 

0. 

3 

9 

4 

de. 

se.  si.    s. 

3 

3 

qt. 

se.  sex.s. 

0. 

1 

2 

de. 

se.  sex.s. 

1 

T 

3 

1 
4 

Vom  Dividend  ist  der  3.  Theil  zu 
nehmen.  3 in  300  100  mal,  secundirt  =:  10. 
Damit  werden  die  Differenzen  multi- 
plicirt und  die  Ergebnisse  addirt,  wo- 
durch man  den  2.  Dividenden  erhält. 
3  in  90  30  mal ,  secundirt  =  3.  Her- 
stellung des3. Dividenden.  3  in  30  10  mal, 
secundirt  =  1.  Herstellung  des  4.  Di- 
videnden, d.h.  des  Restes,  weil  er  klei- 
ner ist  als  der  Divisor. 


Die  Durchführung  ein  und  desselben  Beispiels  als  divisio  simplex 
und  als  divisio  composila  zeigt  allerdings  eine  etwas  grössere  Klarheit,  als 
die  oben  besprochenen  Regeln  über  die  Division,  es  geht  aber  nicht 
über  das  Maass  hinaus,  in  dem  das  Werk  des  Bernelinus  sich  über 
die  Arbeit  Gerbert's  überhaupt  erhebt,  und  ist  überdies  mehr  Sache  der 
Praxis  als  der  Theorie,  in  welcher  Bernelinus  schwächer  gewesen  zu 
sein  scheint. 


Von  Prof.  Fkiedlein.  273 


Es  liegt  aber  liier  ein  gelungener  Versach  vor ,  mit  Minutien  auf  dem 
Abacus  mit  Columnen  zu  rechnen,  freilich  schwerfällig  und  umständlich 
genug. 

Ax  handelt  allein  von  der  Division  mit  Minutien,  weil  „de  multiplicalione 
in  libris  plurimis  truclalur  habunde".  Der  Gang  der  Behandlung  ist  ähnlich 
wie  bei  Bernelinus;  den  Anfang  bildet  eine  in  seltsame  Sprache  geklei- 
dete Auseinandersetzung  über  die  Einheit  (III.  Aufsatz,  S.  310);  dann  folgt 
die  Augabe  der  Producte  der  unciae  in  se  ei  invicem  für  die  minus  capaces 
mit  den  2  dieselben  ersetzenden  Kegeln  (III.  Aufsatz,  S.  318  —  319);  nach 
eiuer  Rechtfertigung  des  Verfahrens,  nach  welchem  die  übrigen  minuiiae 
früher  vorkommen,  als  von  ihnen  selbst  gehandelt  wird,  und  zwar  mit  Beru- 
fung auf  den  Satz  des  Boe  thius:  nullam  rem  nisi  ab  his,  in  quibus  subslan- 
Ham  habeat,  posse  demonsirari,  ferner  nach  der  ausdrücklichen  Angabe,  dass 
mit  Willen  die  minutiae  von  den  u/icta^'unterschieden  werden,  folgt  die  An- 
gabe der  minuiiae  von  semunciae  bis  caicus  ausgedrückt  als  Theile  der  uncia. 
Dabei  wird  auf  die  prima  paginula  huius  libri  verwiesen,  wie  auch  noch  spä- 
ter an  eiuer  2.  Stelle,  wonach  vor  dieser  Abhandlung  eine  Tabelle  der  un- 
ciae und  minuiiae,  ausgedrückt  durch  scripuli,  sich  muss  befunden  haben.*) 
Hierauf  werden  die  minuiiae  in  se  ei  invicem  wieder  für  die  minus  periti  ange- 
geben, für  die  periciores  aber  ebenso  die  zwei  sie  ersetzenden  Regeln. 

Man  sieht  also,  die  Herrschaft  des  Caleuius  des  Victorius  ist  noch 
nicht  ganz  gebrochen,  aber  man  fängt  bereits  an,  solche  Tabellen  den  minus 
capaces  und  periti  zuzuweisen.  Für  die  Division,  die  bei  Victorius  nur  in 
Zerlegungen  besteht,  wird  der  Abacus  mit  Columnen  zu  Hilfe  genom- 
men. Ehe  daher  der  Verfasser  von  dieser  spricht,  schickt  er  die  Warnung 
voraus :  Jubeo  aulem  ei  volo ,  operis  quispiam  non  instet  labori ,  ni  perilia  divi- 
sionis  et  multiplicalionis  in  abaco  succinclus  accesserit.  Es  ist  aber  die  Divi- 
sion mit  Differenzen,  die  er  anwendet,  weshalb  zuerst  die  Differenzen 
für  deunx  bis  caicus  angegeben  werden,  die  aber  in  der  Handschrift  wohl 
durch  Schuld  des  Schreibers  nicht  alle  vorhanden  sind.  Die  Ausrechnung 
geschieht  in  derselben  Weise,  wie  in  Bt  bei  der  divisio  composita,  nur  reicht, 
so  scheint  es  wenigstens,  eine  einzige  Columne  für  die  unciae  und  minuciae 
ans.     Danach  scheint  Jt  später  als  Bt  anzusetzen  zu  sein. 


*)  Dies  wird  bestätigt  durch  den  cod.  tat.  monac.  14836,  der  auf  F.  112«  —  118« 
das  Nämliche  enthält,  was  cod.  t.  m.  14Ü80  aufF.Ö4«— 07«.  Auf  F.  112«  steht  aber,  auf 
dem  Bande  zwar,  jedoch  von  gleicher  Hand  wie  das  Uebrige,  neben  der  Zeile 

Uncia  in  unciam  fit  diuddiu  sexliäa  XX  IUI 

Sesamcia  etc.  XXXIfl  * 

Sextus  etc  XL  V III 

und  ebenso  für  guadrans  LXXI1,  Mens  XCV1,  quineunx  CXX,  semis  CXLIIII,  aeptunx 
CLXVIII,  bisseCXCIl,  dodrwt  CCXfldextas  CCXL,  deunx  CCLXIIII,  as  CCLXXXflll, 
dann  unter  einem  rothon  Strich:  Seit.  XII,  DutL  Vlll,  Steif.  VI,  Sexi  IUI,  I)ray.Illy 
DU*.  *.  II,  Scrp.  I,  Ol/oL  M  (media  par*?)  tCcrut.  Q  {quurtut),  Catcns  0  (octaoa?). 
Zeitschrift  f.  Mathematik  u.  Physik.  X,  4.  19 
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Bei  Gt  finden  sich  im  4.  tractalus  nur  mehr  die  Angaben  der  Theile  des 
as  und  der  uncia,  dann  wird  sogleich  ein  Beispiel  der  divisio  conjuncta 
gegeben,  nach  welchem  sieb  der  Leser  die  divisio  interrupta  bilden  solle. 
Es  wird  aber  dazu  für  die  Minutien  keine  besondere  Columne  hergestellt, 
sondern  die  Minutienzeichen  werden  wie  die  Gobarziffern  in  die  Columnen 
der  Einer  und  Zehner  eingetragen ;  ausdrücklich  heisst  es  von  einer  denomi- 
natio:  pone  (unciam)  iuxta  celenlim  in  Singular i  arcu.  Das  Beispiel  ist,  100 
marcae  unter  11  instüores  zu  vertheilen.  Es  wird  dazu  zuerst  100  mit  11 
dividirt  und  die  Denominatio  9  angeschrieben,  dann  wird  das  übrige  eine 
Ganze  in  12  unciae  aufgelöst  und  dieses  12  so  in  die  Columnen  eingetragen, 
dass  das  Zeichen  für  1  Unze  Ußi  den  Zehnern,  das  für  2  bei  den  Einern 
steht;  so  kann  also  wieder  wie  bei  ganzen  Zahlen  dividirt  werden; 
die  übrig  bleibende  uncia  wird  ebenso  in  12  emisseclae  aufgelöst,  die  eine 
emissecla  in  12  siliquae.  Launig  heisst  es  dann  am  Schluss:  siliqua  vero,  quae 
remattet,  initivisibilis  est  inier  XI,  detur  igilur  pro  anima  parentum,  aul 
si  vis  probare,  ulrum  bene  diviseris,  relinquatur,  ubi  jacel. 

Hier  bedarf  es  wohl  kaum  noch  der  Hinweisung,  wie  die  Benützung 
der  Minutienzeichen  eine  rein  ausser  liehe  Sache  geworden  ist,  in  der 
That  aber  mit  ganzen  Zahlen  gerechnet  wird.  Die  Hauptlast  der  Minutien 
ist  damit  abgeschüttelt,  wenn  auch  ihre  Zeichen  noch  beibehalten  wurden. 

At  giebt  zuerst  die  Minutien  von  as  bis  calcus  an  mit  der  Reducirung 
auf  scripuli:  dann  wird  die  Aufgabe,  wie  viele  oboli,  cerates,  calci  auf  ein  as 
gehen,  durch  Multiplication  der  betreffenden  Reductionszahlen  gelöst,  ebenso 
die  Aufgabe,  der  wievielste  Theil  eine  Minutie  vom  as  ist,  durch  Division 
nnd  zwar  eine  förmliche  Division  auf  dem  Abacus.  Daran  reiht  sich  die 
Losung  der  Aufgabe,  denselben  Theil  einer  Minutie  zu  linden,  der  sie  selbst 
voii  as  ist,  also  Lösung  der  Aufgabe: 

as  :  minutia  =  minulia  :  x. 

Darauf  stellt  dann  der  Verfasser  die  Producte  der  uncia  in  se  zusam- 
men und  lehrt  noch  die  Auffindung  beliebiger  Theile  der  unciae.  Er  lei- 
stet also  dasselbe,  was  Bernelinus  und  Victorius  angeben,  aber  so, 
dass  man  einen  Weg  sieht,  die  Resultate  durch  einfache  Rechuung  zu  fin- 
den, und  also  dem  Gedächtniss  nicht  mehr  die  Last,  sie  festzuhalten,  auf- 
bürden mus8.  Von  den  Beispielen,  die  am  Schluss  gegeben  werden,  will 
ich  das  letzte  mittheilen,  weil  es  am  deutlichsten  zeigt ,  wie  mau  auch 
der   Zeichen    der    Minutien    los    zu    werden    wusste. 
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Da  die  letzte  Ziffer  des  Divisors  1  ist,  so 
ist  mit  2  zu  dividiren. 

2  in  14  7mal.     7.8=56,  4+6=10,  1  +  5=6 
3.8  =  24 

1.8=  8,   8+4=12 
6.8=48 

2.8=16,  6  +  8  =  14,   1  +  1=2 
1.8=  8,  8+4=12 
6.8=48 

2.8=16,  6+8=14,  1  +  1  =  2 
1.8=  8,  8+4=12 
6.8=48 

2.8=16,  6+8=14,  1  +  1=2 
1.8=  8,  8+4=12. 
Da  2  in  I  nicht  mehr  geht,  so  wird-  zu 
den  Brüchen  übergegangen,  obwohl 
12  in  12  1  mal  enthalten  ist.  Denn  es  heisst 
unten :  Hanc  aulem  absque  minuiiis  consu- 
massem,  si  voluissem; . . .  .  sed  nolui,  ut,  quo- 
modo  huius  divisionis  minutiae  dividi  debcant, 
assignarem. 

Mit  Differenzen  wird  daher  weiter  gerechnet : 

12  ass.        =  24  semiss.     Quotient  1  semiss.     Rest  12  semiss. 


C 

X 

± 

C 

X 

/ 

Divisor. 

i 

2 

Differenz. 

8 

Dividend. 

1 

4 

4 

5    6 

4 

8 

1 

1 

6 

6 
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4 

2 

4 
8 

2 
1 

8 
2 

1 

2 

4 

8 

4 

8 

1 

6 

1 

6 

1 

4 

1 

4 

2 

8 

2 

8 

1 

2 

1 

2 

Denomi- 

T 

T 

T 

T 

natio. 

3 

2 

2 

2 

1 

1 

1 

1 

*  „ 

03 

» 

* .. 

2  t 

>» 

2  ., 

12  6 

»1 

2  „ 

4  2 

1> 

2  „ 

2  l 

1» 

»  .» 

12  0 

»» 

2   ,. 

42 

» 

2   „ 

2  1 

»i 

2   „ 

12  6 

» 

2  „ 

42 

» 

2  „ 

2  1 

*» 

12  semiss. 

=  24  ^t/arfr. 

>» 

1  quadr. 

» 

12  quadr. 

12  ?u. 

aas  36  unc. 

» 

2  wie. 

n 

12  unc. 

12  w«c. 

=  24  semunc. 

»> 

1  SC/W. 

n 

12  sem. 

J2  semunc 

.  =  24  *ici7. 

>> 

1  sie. 

» 

12  sie 

12  ft'c. 

=  24  dr. 

ii 

1  </r. 

» 

12  dr. 

12  dr. 

=  36  scri/). 

» 

2  scri/>. 

»> 

12  scrip. 

12  scrip. 

=  24  o&o/. 

» 

1  obol. 

» 

12  o6o/. 

12  060/. 

=  24  cerat. 

» 

1  cera/. 

>» 

12  cerat. 

12  cerat. 

=  24  ca/c. 

»> 

1  eulc. 

» 

12  ca/c. 

12  in  12  1  mal,  also  Quotient  nochmals  1  calcus. 

Nachdem  nun  gezeigt  ist,  wie  von  B%  die  Minutien  zur  Rechnung  mit 
Coluinueu  beigezogen  wurden,  -in  Ax  eine  Vereinfachung  des  Verfahrens 
eintrat,  in  Gt  nur  mehr  die  Zeichen  figuriren,  in  A%  auch  diese  verschwin- 
den, so  fehlt  nur  noch  ein  Beleg,  dass  man  die  Sache  überhaupt  fallen  liess 
und  auch  die  Namen  nicht  mehr  anwendete. 

Diesen  giebt  endlich  0  mit  den  Worten:  Quia  haec  vocabula  minutia- 
rum  moderni  non  frequenlantj  paullatim  nolitia  eorutn  fere  periit. 
Was  der  Verfasser  selbst  noch  von  den  Minutien  und  der  Rechnung  mit 
ihnen  angiebt,  liefert  dazu  den  vollständigsten  Beweis.  Sein  Wissen  ist 
ein  bunt  zusammengerafftes.  Schon  der  Anfang  zeugt  davon:  Omnis  unitas 
I integrum  apud  anliquos  as  vel  libra  vocatur.  Denkt  man-,  dass  Isidorus 
die  Quelle  für  den  Verfasser  ist,  wie  das  Folgende  es  vermuthen  lässt,  so 
begreift  man ,   warum  von  antiqui  gesprochen  wird ;   es  hätte  der  Verfasser 
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Quotient. 


I\C 

X 

I 

T 

1 

t 

2 

4 

1 

2 

_l 

T 

T 

8 

0 

0 

z 

OS. 

unciae. 

scripuli. 

siliquae. 

siliqua. 

scripuli. 

calci. 


aber  jüngere  Schriften  finden  können,  in  denen  die  Einheit  as  heisst,  die  aber 
freilich  noch  nichts  von  1  integrum,  integritates,  inlegrae  partes  (!)  wissen,  Aus- 
drücke, die  erst  dann  auftreten,  als  die  minuliae  den  fracliones  weichen  müs- 
sen. Die  Namen  der  Minutien  leitet  derselbe  theils  a  graecis,  theils  ab  ef~ 
fectu  her.  Wie  stark  sein  Wissen  hierin  ist,  zeigen  die  Worte:  dextans,  do- 
drans  et  bisse  graecam  etymologiam  habere  videntur.  Bei  Sescuntia  schwankt 
er  zwischen  graeca  und  latina  composüio.  Von  sicilicus  weiss  er,  dass  er  apud 
Graecos  et  Ebraeus  siclus  vel  stehet  heisst  (nach  Isidor).  Man  sieht,  das 
f  notilia  eorum  fere  periit  passt  auf  das ,  was  der  Verfasser  sagt.  Er  kommt 
hierauf  ad  positionem  earum  in  abaco.  Statt  Regeln  wird  ein  Beispiel  gege- 
ben, 1001  :  1000.  Nachdem  als  Quotient  1  und  als  Rest  1  gefunden  ist,  wild 
in  folgender  Weise  ein  neuer  Tausender  als  Dividend  hergestellt:  1  as  =  1*2 

unciae,  1  zu  den  Zehnern,  sextans  (£)  zu  den 
Einern;  1  uncia  =  24  scripuli,  2  zu  den 
Hundertern,  4  zu  den  Zehnern ;  1  scripulus 
~  6  siliquae,  2  .  ü  =  12,  1  zu  den  Tausen- 
dern, 2  zu  den  Hundertern. 

Wieder  dividirt,  1  in  1  1  mal.   Hierauf 
wird  angefangen",  den  übrigen  sextans  weiter 
zu  benützen.    1  sextans  =  48  scripuli,  8  scri- 
puli =  64  calci ,  obolus  (o)  und  cerales  (*) 
statt  6  zu  den  Zehnern ,  obolus  (o)  statl  4  zu  den  Einern;   et  facta   est 
divisio! 

Freilich  sagt  nun  der  Verfasser  selbst,  dass  die  suspicio  entstehen  könnte, 
mit  den  übrigen  Resten  möchte  sich  doch  noch  ein  Tausender  bilden  lassen; 
er  weist  daher  noch  nach,  dass  dieses  nicht  der  Fall  ist,  aber  nur  causa  ex- 
ercendi  Ingenium.  Dass  etwas  Übrig  bliebe ,  ergehe  eben  nach  dem  Sprich- 
wort: niMl  est  omni  parle  bealum.  Den  Schluss  bildet  die  Tabelle:  As  habet 
duos  semisses  bis  MMCCC1V  calculos  und  das  Umgekehrte  Semisse  seeunda  pars 
assis  bis  calculus  est  bis  millesima  trecentesima  [quarta]  pars  assis. 

Eine  solche  Arbeit  mag  für  ein  Werk  des  10.  Jahrhunderts  halten ,  wer 
es  vermag;  ich  kann  mir  nur  eine  Abfassungszeit  denken,  in  der  das  Rech- 
nen mit  Minutien  aufgehört  hatte,  praktisch  geübt  zu  werden,  weil  es  durch 
die  veränderte  Methode  überflüssig  geworden  war,  und  nur,  wer  frühere 
Werke  las,  noch  Aulass  hatte,  sich  mit  demselben  zu  beschäftigen.  Deshalb 
denke  ich  mir  die  Aufeinanderfolge  der  besprochenen  Werke  in  folgender 
Weise:  Bu  Bt,  Au  Gf,  At,  0. 

Jede  der  5  Richtungen  also ,  nach  denen  ich  die  mir  zu  Gebote  stehen- 
den Werke  über  das  Rechnen  mit  Coiumuen  prüfte,  hat,  ohne  dass  es  ein 
besonderes  Suchen  oder  kühner  Deutungen  bedurfte,  eine  natürliche  sach- 
gcinässe  Entwickelung  desselben  erkennen  lassen.  Auf  Grund  derselben 
lät»st  sich   die  Zeit  der  Abfassung  der  einzelnen  Werke  relativ  bestimmen, 
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eine  Relation,  die  durch  Zusammenfassen  der  einzelnen  Ergebnisse  der  5  Un- 
tersuchungen, in  folgender  Weise  darstellbar  ist : 

Gi>  &>    ^4»    ^«i  ^5> 

Fiy  Bx  Au  Az,  GtJ      Aty  F»  A#  0. 

G„  /3T,  A#  #„  Ah  sind  deshalb  in  eine  Reihe  gestellt,  weil  sie  eine  Ab- 
hängigkeit von  einander  deutlich  erkennen  lassen;  bei  der  2.  Reihe  findet 
ein  gleiches  Verhaitniss  nicht  statt,  aber  die  vorkommenden  Aehnlichkeiten 
reichen  nicht  aus,  weitere  Sonderungen  vorzunehjnen. 

Ist  nun  die  naturgemässe  Entwickelung  des  Rechnens  mit  Columnen 
nicht  ein  blosses  Phantom,  sondern  habe  ich  den  wirklichen  Sachverhalt  da- 
durch erkannt,  dann  ist  für  die  Anhänge  in* der  dem  Boethius  zugeschrie- 
benen Geometrie  und  für  die  dem  Odo  von  Clüny  beigelegten  reguloc  super 
ahftctim  die  Zeit  ihrer  Abfassung  relativ  wenigstens  bestimmt.  Erstere  sind 
nach  Gerbert's  Werk  anzusetzen  und  also  dem  Boethius  abzusprechen, 
letztere  gehören  mindestens  in  das  12.  Jahrhundert  und  haben  den  Abt  von 
Clüny  nicht  zum  Verfasser. 


Die  vorstehende  Untersuchung  stellt  Gerbert's  Schrift  de  num\  div.  als 
das  älteste  uns  erhaltene  Document  über  das  Rechnen  mit  Columnen 
dar,  aber  nicht  mehr  in  derselben  Weise,  wie  in  dem  Schriftchen  Über  Ger- 
bert, S.  52  —  58,  kann  ich  Gerbert  als  den  Urheber  der  Multiplication 
und  Division  mit  Columnen  für  die  abendländischen  Christen  bezeichnen. 
Die  Möglichkeit  nämlich,  die  ich  dort  in  der  25.  Anmerkung  andeutete,  hat 
eine  Wahrscheinlichkeit,  die  der  Gewissheit  nahe  kommt,  dadurch  erhalten, 
daes  Gerbert  in  seinen  Briefen  eine  Schrift  de  num.  div.  von  einem  Joseph 
erwähnt,  worauf  ich  durch  Gerhardts,  erst  später  mir  bekannt  geworde- 
nes Programm,  Salzwedel  1853,  S.  23,  aufmerksam  gemacht  wurde. 

In  den  Epistolae  Gerberti  in  HisL  frauc.  scripl.  op.  ac  sind.  Andreae  du 
Chcsne,  Litt.  Par.  1636  heisst  es  S.  792  im  17.  Brief  an  den  Abt  Geraldus: 
De  multiplicaiione  et  divisione  numerortim  libellum  a  Joseph  His- 
pano  editum  Abbas  Guamerius  penes  vos  reiiqw'L  eius  exemplar  in  commune  ro- 
gamtts  und  S.  794  im  25.  Brief  an  .den  Bischof  Bonifilius:  De  multipii- 
catione  et  divisione  numerorum  Joseph  sapiens  sententias  quasdam 
edidit,  cas  pater  mens  Adalbero  Remorum  Archiepiseopus  veslro  studio  habere  ctt- 
pit.  Hiermit  ist  offenbar  eine  lateinisch  geschriebene  Anweisung  über 
das  Multipliciren  und  Dividiren  bezeichnet,  die  an  den  Stätten  Frankreichs 
gelesen  wurde,  an  denen  man  Sinn  für  Wissenschaft  hatte.  Würde  ein 
glücklicher  Fund  diese  Schrift  wieder  ans  Licht  ziehen ,  so  würde  wohl  über 
das  Verhaitniss  von  Gerbert's  Schrift  zu  den  Anhängen  an  der  Geometrie 
des  Boethius  vollständige  Klarheit  gewonnen  werden.  So  viel  ist  aber 
nun  gewiss ,  dass  man  nach  dem  Nachweis  einer  solchen  Schrift  vor  Ger- 
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bert's  Schrift,  keinen  Anlass  mehr  hat,  bei  Gerbert  zwei  Schriften  über 
den  Abacus  anzunehmen;  es  ist  dann  möglich,  das»  er  die  Tafel  aus  Leder 
mit  den  apices  aus  Hörn  blos  zur  praktischen  Einübung  der  in  dieser  Schrift 
enthaltenen  Sätze  (sentenliae)  einführte.  Damit  bin  ich  aber  weit  von  der 
Ansicht  entfernt,  die  Cantor,  S.  325,  ausspricht:  „Ich  meine,  Gerbert 
lehrte  durchaus  Nichts,  was  nicht  lange  vor  ihm  schon  gelehrt  worden  wäre, 
aber  er  lehrte  es,  wie  es  noch  nie  gelehrt  worden  war*4.  Von  „lange  vor 
ihm  "  kann  keine  Rede  sein.  Die  oben  angeführten  Stellen  zeigen,  dass  das 
Buch  des  Joseph  damals  ein  gesuchtes  Buch  war,  sein  Inhalt  also  nicht 
ein  längstbekannter  sein  konnte.  Freilich  ist  das  „wie"  einer  der  Gründe, 
warum  Gerb  er  t  als  ein  solcher  Heros  der  Wissenschaft  den  späteren  Zeiten 
erschien,  aber  das  „was"  ist  doch  die  Hauptsache  dabei.  Nicht  in  so  zwei- 
deutiger  Weise  war  Gerbert  ein  Gelehrter,  wie  Cantor,  S.  328  —  329,  die 
Sache  darstellt:  „Zweitens  . . .  darf  man  nicht  vergessen,  dass  nach  meiner 
Darstellung  Ger  her  t  nicht  etwa  als  Knabe  zu  Hatto  von  Vieh  gelangte, 
sondern  als  junger  Mann,  der  die  Wissenschaft  bereits  besass,  die  er  zu 
Haus  sich  erwerben  konnte.  Damals  kannte  er  also  die  Rechenmethode  des 
Abacus  und  er  zeigte  sich,  möchte  ich  sagen,  erst  recht  als  Gelehrter  dadurch, 
dass  er  nicht  einsah ,  welch  enormer  Unterschied  stattfindet  zwischen  dem 
bei  Benützung  der  gezeichneten  Rechentafel  doch  immer  noch  dem  Sinne 
nach  instrumentalen  Rechnen  einerseits  und  dem  Zifferrechnen  mit  Hilfe 
der  Null  andererseits,  dass  er  deshalb  nichts  neues  in  den  arabischen  Metho- 
den erkannte  und  in  der  alten  Gewohnheit  befangen  blieb."  Sein  geistiger 
Blick  fand  vielmehr  in  den  Sätzen  des  Büchleins  des  Joseph,  ungeach- 
tet er  von  der  Null' nichts  wusste,  die  Vorzüge  der  Anwendung  von 
Ziffern  statt  einzelner  Rechensteine,  und  er  wusste  durch  die  Erfindung 
von  Ziffermarken  und  der  in  27  Theile  abgetheilten  Tafel  aus  Leder 
die  in  Worten  schwer  darstellbaren,  in  Joseph's  Büchlein  gewiss  nicht  kla- 
rer als  in  Gerbert's  Schrift  selbst  gegebenen  Regeln  praktisch  leicht  er- 
kennbar zu  machen.  Auf  Grund  dieser  Leistung,  die  nicht  durch 
einen  Wilhelm  von  Malmesbury  tiberliefert  ist,  dessen  Glaubwürdigkeit 
in  Abrede  gestellt  werden  kann,  dessen  Worte  vom  Abacus  und  den  Regeln 
über  denselben  aber  mehr  Wahrheit  enthalten,  als  ihnen  geglaubt  wird,  son- 
dern die  von  dem  verlässigen  Richerus  (Pertz,  monum.Germ.hist.  HI,  618) 
bezeugt  ist,  auf  Grund  dieser  Leistung  nenne  ich  auch  jetzt  noch  Gerbe rt 
den  Urheber  des  Rechnens  mit  Columnen.  Meine  frühere  Ansicht 
freilich,  nach  welcher  dieses  Rechnen  in  Indien  seinen  Ursprung  hatte  und 
vom  X  Jahrhundert  an  bei  den  Arabern  sich  verbreitete,  ist  unhaltbar  ge- 
worden. W  o  e  p  c  k  e's  *)  sorgfältige  Untersuchungen  belehrten  mich ,  dass 
die  Gobarrechnung  im  Wesen  identisch  ist  mit  der  indischen  Arith- 


*)  Leider  ist  derselbe,  ein  Mann  von  seltener  Freundlichkeit,  am  25«  März  v.  J* 
zu  Paris  gestorben. 
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metik  und  Sparen  vom  Rechnen  mit  Columnen  bei  den  Arabern  nicht  zu 
finden  sind.  Dagegen  fand  ich  in  den  vorstehenden  Untersnchungen  eine 
andere  Spur,  die  als  richtig  sich  zu  bewähren  scheint.  Ich  habe  oben 
darauf  hingewiesen ,  dass  der  Wortlaut  von  G  er b er t's  Regeln  gar  nicht 
nöthigt,  die  Bildung,  der  Columnen  vor  dem  Anschreiben  der  Rechnung  vor- 
zunehmen, dass  er  vielmehr  vermuthen  lasst,  dass  man  die  Columnen  nach 
Bedürfnis s  bildete,  und  dann  erst  mit  den  Ueberschriften  versah.  Sedes,  li~ 
neaey  paginae  sind  die  frühesten  Bezeichnungen  der  Columnen,  und  Gerbert 
gehraucht  überdies  vorzugsweise  die  Ausdrücke  iA  decenis ,  in  centenis  u.  ä. 
Danach  ist  die  Annahme  nicht,  in  der  Luft  schwebend,  dass  in  der  Zeit  un- 
mittelbar vor  Gerbe  rt  auf  dem  Abacus  bei  der  Anwendung  der  GobarzifFern, 
nicht  in  Gallien,  sondern  in  Nordafrika  und  Spanien,  Linien  nur  gezogen 
wurden,  um  die  Plätze  der  Ziffern  besser  auseinander  zu  halten,  ähnlich  wie 
heut  zu  Tage  die  Schüler  sich  Linien  zwischen  die  Ziffern  ziehen,  wenn  bei 
grösseren  Multiplicationen  und  Additionen  die  Stellung  derselben  unter  ein- 
ander nicht  deutlich  genug  ist,  und  wie  in  den  Rechnungsbüchern  noch  jetzt 
z.  B.  Fl.,  Xr.,  Pf.  durch  Linien  getrennt  werden.  Solche  Linien  mussten 
um  so  mehr  von  dem  gezogen  werden,  der  die  Null  nicht  kannte,  oder  den 
blossen  Punkt  dafür  nicht  für  ausreichend  hielt.  Darin  Hegt  der  Keim  zur 
Columnenrechnung  und  dies  scheint  nicht  von  Gerbert  herzurühren,  son- 
dern der  Zeit  vor  ihm  anzugehören. 

Dadurch  aber,  dass  Gerbert  die  in  27  Theile  abgetheilte  Tafel  aus 
Leder  anwendete,  fixirte  er  die  C  olumnen  und  gab  die  Veranlas- 
sung, dieselben  vor  äer  Rechnung  sich  zu  zeichnen;*)  so  wurde 
er  der  Urheber  der  äusseren  Form  des  Rechnens  mit  Columnen  und  da  mit 
diesen  erst  das  Rechnen  mit  den  Ziffern  ohne  Null  brauchbarer,  weil  siche- 
rer, und  von  Vortheil  gegenüber  dem  Rechnen  auf  Linien  wurde,  so  ist  nicht 
zu  viel  gesagt,  wenn  man  Gerbert  den  Urheber  des  Rechnens  mit 
Columnen  nennt.  Den  Keim  dazu  fand  er  in  der  Schrift  des  Joseph, 
er  aber  hat  ihm  zuerst  eine  verlässige  Gestalt  gegeben,  an  der  durch 
zwei  Jahrhunderte  Gelehrte  festgehalten  haben.  Die  Linien,  die  Gerbert 
gezogen  hatte,  wurden  später  oben  durch  Bögen  verbunden  und  damit  kam 
das  Wort  arcus  als  Bezeichnung  für  die  Columnen  auf,  wie  sich  oben  ge- 
zeigt hat. 

Wie  kam  es  aber,  dass  man  nicht  arcus  Gerberti,  sondern  arcus  Pytha- 
gorae  daraus  machte?  Und  steht,  was  wir  von  der  Rechenkunst  der  Ara- 
ber aus  jener  Zeit  wissen,  mit  dem,  was  vor  Gerbert  vorhanden  gewesen 
sein  soll,  im  Einklang? 


*)  Ob  Gerbert  auch  zuerst  das  Darüberschreiben  von  I,  X,  C  u.  s.  w.'  lehrte, 
oder  ob  dieses  schon  in  der  Schrift  des  Spaniers  Joseph  angewendet  war,  vermag 
ich  nicht  zu  entscheiden,  soviel  aber  erhellt  aus  dem  Briefe  an  Re  in  i,gi  us,  dass  diese 
ßache  damals  noch  n e u  war;  denn  Remigius  verstand  die  von  Ger  bert  gebrauchte 
Form  noch  nicht. 
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Ich  will  auf  die  zweite  Frage  zuerst  antworten.  Als  ieh  in  Wo  ep  cke's 
■Schrift  Sur  Vintroduclion  etc.  die  dort  mitgetheilten  Abschnitte  ans  der  Ueber- 
setzung  des  Werkes  des  AlkhArizmi  kennen  lernte,  fiel  mir  die  Verwen- 
dung der  Worte  differeniia  nnd  mansio  zur  Bezeichnung  der  Stelle  einer 
Ziffer  auf,  so  dass  ich  auf  den  Gedanken  kam,  es  könnte  Alkh  Ärizmf  selbst 
Linien  gezogen  haben.  Seitdem  habe  ich  den  Text,  den  Bon  comp  agni 
1857  in  Rom  herausgab,  mir  verschaffen  können,  und  fand  allerdings  dafür 
keine  Angabe,  wohl  aber  blieb  die  Aehnlichkeit  im  Gebrauch  des  Wortes 
differeniia  und  mansio  mit  dem  Gebrauch  der  Worte  singularis,  deceni  u.  s.  w. 
bei  Gerb  er t,  und  des  Ausdruckes  arcus  bei  den  Späteren.  Es  ist  die 
Rede S. 3  von  prima di 'ff erenliaunitatum,  in  qua  duplicalur  et  impKcatur  quiequid 
est  inier  unum  etc.  IX.,  ebenso  von  der  seeunda  differeniia  decenorum.  Von 
der  Vereinigung  der  Ziffern  heisst  esS.5:  Cum  collecti  fuerint  in  aliqua  diffe- 
rcnliarum  .X.  vel  plus,  erigantur  ad  superiorem  differentiam  el  fial  de  unoquo- 
gue  .X.  in  superiori  differeniia  unum.  Das  Anschreiben  per  IX  lileras  wird  S.  11 
mit  folgenden  Worten  angegeben :  Posuimus  duo  milia  tercenlos  .XX VI.  per 
indas  lileras  in  IHIor  differenliis ;  fueruntque*  in  prima  differeniia,  quae  est  in 
dextera,  .VI.  el  in  seeunda  duo,  qui  sunt  .XX.  et  in  lercia  tres,  qui  sunt  lercenH 
et  in  quarla  duo,  qui  sunt  duo  milia.  AlkhArizmi  hätte  nicht  anders  sich 
ausdrücken  können,  wenn  er  unter  differeniia  und  mansio  nicht  die  blosse 
Stelle  einer  Ziffer,  sondern  Columnen  für  die  Einer,  Zehner  u.  s.  w.  verstan- 
den hätte.  Sein  Werk,  welches  das  Rechnen  mit  Columnen  weit  übertrifft, 
ist  im  christlichen  Abendland  erst  im  Beginn  des  12.  Jahrhunderts  bekannt 
geworden,  es  hat  also,  obwohl  er  selbst  circa  800  lebte,  keine  Wirkung  auf 
die  christlichen  Gelehrten  des  10.  Jahrhunderts  gehabt;  aber  es  ergiebt  sich  , 
doch  aus  den  angegebenen  Worten,  in  welcher  Weise  damals  bei  dem  prak- 
tischen Rechnen  geredet  wurde,  und  was  also  die  Abendländer  aus  dem  Ver- 
kehr mit  den  Arabern  zunächst  entnehmen  konnten:  eine  Benützung 
von  0  Ziffern  in  bestimmten  Stellen.  Ob  die  Anwendung  der  Null 
dabei  übersehen  wurde,  oder  ob  auch  bei  den  Arabern  Striche  die  Ziffern 
beim  Rechnen  in  der  nöthigen  Ordnung  erhielten,  überhaupt  Einzelheiten 
des  Uebergangs  der  indischen  Rechnung  nach  Europa  anzugeben,  hiesse 
blosse  Vermuthun gen  an  einander  reihen.  Die  bisher  vorliegenden  Anhalts- 
punkte sind  dazu  noch  nicht  ausreichend.  Möge  es  ähnlichen  Bemühungen, 
wie  die  Woepcke's,  gelingen,  auch  hierüber  Klarheit  zu  verschaffen! 

Zu  den  noch  aufzuklärenden  Punkten  gehören  die  Namen  der  Ziffern, 
d0ren  Ableitung  aus  dem  Griechischen ,  so  scharfsinnig  sie  ist,  doch  noch 
viel  zu  künstlich  ist,  um  als  wahr  gelten  zu  können.  Die  Auffindung  des 
Namens  igin  in  einigen  Sprachen  der  Berbern  (siehe  Wo epeke,  Journ.  Asiat. 
1863,  S.  53  —  54  in  der  Note,  und  Pott,  die  quinare  und  vigesimale  Zählme- 
thode, S.  111— 113)  giebt  der  Hoffnung  Raum,  dass  die  Auffindung  der  übri- 
gen Namen,  wahrscheinlich  aufspanischem  Boden,  noch  gelingen  wird.  Nur 
ein  Ausdruck  scheint  aus  dem  Griechischen  zu  stammen;  nämlich  der  Aus- 
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druck  sipos,  wie  man  bisher  annahm,  für  die  Null.  So  viel  ich  weiss,  ist  zur 
Erklärung  desselben  der  Umstand,  dass  in  dem  Zeichen  desselben  ein 
Dreieck  oder  «  in  den  Kreis  eingezeichnet  erscheint,  noch  nicht  beigezogen 
worden.  Mir  ist  der  Gedanke  gekommen,  dass  dieses  sipos  gleichsam  der 
Repräsentant  der  Marken  sein  könnte,  welche  Einige  mit  den  Zeichen  der 
griechischen  Buchstaben  anwendeten,  so  dass  also  sipos  nur  das  Bild 
eines  tyij<po$  mit  dem  Gepräge  «  wäre.  Die  Verwendung  der  Buchstaben 
ist  bei  Bt  ausdrücklich  bezeugt,  und  es  wäre  zugleich  klar,  warum  neben 
den  GobarzifFern  auch  die  griechischen  Buchstaben  als  die  gebrauchten 
9  Zeichen  angegeben  sind. 

Einen  andern  Grund  für  die  Bezeichnung  der  griechischen  Buchsta- 
ben kann  man  in  der  Angabe  der  arabischen  Schriftsteller  finden,  die  ich  im 
III.  Aufsatz  (S.  319 — 330)  mitgetheilt  habe.  Es  begegnet  dort  derselbe 
Titel:  de  numerorum  divisione^  den  Gerbert's  Werk  führt,  und  zwar  als  Ti- 
tel griechischer  Werke,  so  dass  eine  ganz  natürliche  Brücke  von  den  Grie- 
chen zu  den  Arabern  hergestellt  scheint,  nach  welcher  mit  Berücksichtigung 
des  Werkes  des  Spaniers  Joseph  ein  Weg  für  das  elementare  Rechnen 
aus  Afrika  über  Spanien  nach  Gallien  gebahnt  ist.  Wäre  die  Brücke  aus 
Angaben  verlässiger  griechischer  Schriftsteller  aufzubauen,  dann  könnte  man 
zu  weiteren  Schlüssen  sich  berechtigt  glauben.  Da  aber  arabische  Quellen 
bisher  allein  von  solchen  Werken  reden,  so  wage  ich  nur  daran  anzuknü- 
pfen, dass  sie  davon  reden. 

Damit  komme  ich  nämlich  zu  einer  Antwort  auf  die  Frage,  wie  die  Co- 
lumnen  arcus  Pythagorae  haben  genannt  werden  können.  In  den  eben 
erwähnten  Stellen  wird  dem  Pythagoras  ein  Buch  über  die  Arithmetik 
und  Musik  beigelegt  und  ein  Buch  Tafeln.  Woepke  gab  im  Journ.  Asiat. 
J863,  S.  58 — 59  eine  Stelle  aus  einem  arabischen  Ms.,  in  welcher  den  Py  • 
thagoreern  die  Aufstellung  von  6  Ordnungen  der  Zahlen  beigelegt  wird. 
Es  geht  daraus  hervor,  dass  bei  den  Arabern  Pythagoras  und  die  Pytha- 
goreer  als  Schriftsteller  über  die  Arithmetik  gelten  und  es  also  ganz  er- 
klärlich ist,  dass  es  Werke  bei  ihnen  gab,  welche  das  elementare  Rechnen 
als  von  Pythagoras  ausgehend  bezeichneten;  waren  doch  Griechen  die 
Lehrmeister  der  Araber  in  den  Wissenschaften.  Wenn  dieselbe  Tradition 
also  auch  im  Abendland  auftaucht,  nachdem  es  besonders  in  Spanien  mit 
der  arabischen  Wissenschaft,  wenn  auch  noch  so  oberflächlich  bekannt  wurde, 
so  liegt  darin  nichts  unnatürliches ,  vielmehr  ist  es  das  Wahrscheinlichste, 
dass  dasjenige,  was  von  Pythagoras  und  denPythagoreern-im  10. "Jahr- 
hundert und  den  folgenden  von  lateinischen  Schriftstellern  berichtet  wird, 
aus  der  arabischen  Tradition  entsprungen  ist,  natürlich  mit  Abrechnung 
dessen,  was  die  eigene  Phantasie  der  Abendländer  dazu  ersann.  Wie  leicht 
man  es  sich  damals  mit  geschichtlichen  Notizen  machte,  und  wie  Einer  dem 
Andern  nachschrieb,  ist  bekannt.  Bedenkt  man  also,  wie  schwierig  G er- 
ber t'sTferk  für  die  damalige  Zeit  war,  und  dass  sein  Name  nicht  einmal  seiner 


282     Beiträge  zur  Geschichte  d.  Fortechritte  in  der  elektr.  Telegraphie. 

eigenen  Schrift  gewahrt  blieb,  so  ist  es  leicht  begreiflich,  warum  man  sich 
an  die  Berichte  über  Pythagoras  hielt  und  das  Rechnen  mit  Colnmnen 
nach  ihm  benannte. 

Wenn  also  Cantor  S.  329  sagt,  dass  Nichts  übrig  bleibe,  als  den  grie* 
chisch-römischen  Ursprung  des  Abacns  anzuerkennen,  so  gebe  ich 
dieses  nur  zu  von  dem  Abacns  mit  Linien;  das  Rechnen  mit  Colnm- 
nen vermag  ich  nur  bis  Gerbert  zurück  zu  verfolgen,  und  über  ihn  hinaus 
nur  in  so  weit,  als  zu  dem,  was  er  glücklich  gestaltete,  der  Keim  in  sei- 
ner Zeit  bereits  vorhanden  war.  Cantor  folgt  der  Tradition,  ich  halte 
mich  an  die  bisher  vorliegenden  Werke  und  Stellen  aus  denselben  über 
die  Sache  selbst.  Beides  kann  täuschen;  ich  glaube  aber  mit  letzterem 
sicherer  zu  gehen.  • 
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Beiträge  zur  Geschichte  der  Fortschritte  in  der  elektrischen 

Telegraphie. 

Von  Dr.  Eduard  Zetzsche. 


IV.  Die  Doppeltelegraphie. 

(Zweite  Abtheilung). 
"(Fortsetzung  zu  No.  IX,  Jahrg.  X,  S.  194.) 


12.  Gegensprecher  vonzurHedden;mit2  Relais  ohne  Zweigströme. 

Gleichzeitig   mit  der   bereits  unter  3.  erwähnten  Methode  des  Gegen- 
sprechens  gab  Dr.    zur  Nedden   (D  in  gl  er's  Journal  188,  8.  35  und  80) 

noch  eine  zweite  in  Fig.  18 
skizzirte  Methode  an,  bei  wel- 
cher auf  jeder  Station  2  Relais 
mit  einfacher  Umwickelung  in 
Anwendung  kommen.  Jedes 
der  beiden  Relais  ist  in  der 
sonst  üblichen  Weise  mit  der 
Localbatterie  und  dem  Schreib* 


(•)[£>       <g# 


Fig.  18. 


apparate  in  Verbindung  gesetzt,  so  dass  der  Schreibapparat  ein  Zeichen 
niederschreibt ,  mag  das  eine  oder  das  andere ,  oder  auch  beide  Relais  zu- 
gleich ansprechen.     Die  Relais  R'  und  B\    haben  Windungen   aus  Draht 
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▼od  »mal  so  grossem'  Querschnitte ,  wie  die  Relais  R  und  Äf.  Die  Linien- 
batterien sind  auf  beiden  Stationen  mit  entgegengesetzten  Polen  an  den 
Taster  geführt.  Das  Spiel  der  Apparate  ist  Folgendes:  So  lange  kein 
Zeichen  gegeben  wird,  ist  kein  Strom  vorhanden.  Wird  ein  Taster,  z.  B. 
T,  auf  den  Arbeitscontact  niedergedrückt,  so  geht  der  Strom  seiner  Batterie 
B  durch  sein  Relais  if,  dasselbe  spricht  aber  nicht  an,  weil  die  Feder  am 
Relaishebel  so  stark  gespannt  ist,  dass  der  Hebel  unter  der  Einwirkung  des 
Stromes  von  blos  einer  Batterie  sich  nicht  bewegt;  auf  der  Empfangsstation 
dagegen  geht  der  Strom  durch  Ri%  dieses  spricht  an,  und  der  Schreibappa- 
rat schreibt.  Sind  beide  Taster  niedergedrückt,  so  sind  blos  die  beiden 
Relais  R  und  Kx  in  den  Stromkreis  eingeschaltet  und  beide  sprechen  an, 
weil  die  Ströme  beider  Batterien  sich  jetzt  zu  einem  doppelt  so  starken 
Strome  f»ummiren.  Bleibt  nun  der  eine  Taster  T  niedergedrückt  und  der 
andere  Tx  verlässt  den  Arbeitscontact,  so  ist,  wahrend  Tt  schwebt,  die  Linie 
unterbrochen  und  deshalb  setzen  beide  Schreibapparate  aus,  sofern  nicht 
das  Schweben  nur  so  kurze  Zeit  dauert,  dass  trotz  dieser  Unterbrechung, 
und  obgleich  der  Strom,  welcher  R'  durchläuft,  wenn  Tx  den 
Rnhecontact  erreicht  hat,  nur  die  einfache  Stärke  hat,  die  Relais* 
anker  in  K  und  Kx  beide  haften  bleiben.*)  Dieser  Uebelstand,  wel  - 
eher  schon  in-  Ähnlicher  Weise  bei  der  Gin  tischen  Einschaltung  vorhan- 
den war,  lässt  sich  durch  Hinzufügung  der  Zweigstromkreise  mit  FF  und  Wx 
nach  Fig.  5  keineswegs  beseitigen;  obwohl  man  bei  Wahl  einer  anderen 
Einschaltung  des  Schreibapparates  solche  Zweigstromkreise  anwenden  kann, 
so  würde  doch  dann  immer  noch  der  Uebelstand  bleiben ,  dass  die  den 
Schreibapparat  in  Gang  setzende  Localbatterie  abwechselnd  durch  R  und 
R'  geschlossen  wird,  wodurch  ebenfalls  ein  Absetzen  oder  Zerreissen  in  der 
Schrift  des  Schreibapparates  herbeigeführt  werden  könnte.  Um  die  bei  der 
Tasterbewegung  auftretenden  Pausen ,  in  welchen  die  Leitung  ganz  unter- 
brochen ist,  zu  verkürzen,  schlägt  zurNedden  einen  Taster  mit  federn- 
den Contacten  vor;  bei  diesem  wird  eine  mit  der  Erde  verbundene,  federnde 
Metallschiene,  welche  sich  für  gewöhnlich  au  die  vorstehenden  Zapfen  einer 
durch  das  Relais  R  mit  der  Luftleitung  L  in  Verbindung  stehenden  (also 
den  Rnhecontact  des  Tasters  vertretenden)  durchbrochenen  Platte  anlegt, 
beim  Niederdrücken  des  Tasterhebels  durch  einen  mit  einer  Spiralfeder 
verbundenen,  durch  jene 'Platte  hindurchgreifenden  Stempel  von  den 
Zapfen  entfernt  und  auf  die  mit  der  Batterie  verbundene  Contactschraube 
aufgelegt. 

Zur  besseren  Regnlirung  der  Stromstärken  behufs  der  Erzielung  einer 
dauernden  gleichmassigen  Ausgleichung  der  Ströme  im  eigenen  Relais  giebt 
zurNedden  (Dingler's  Journal  138,  S.  107)  eine  Idee  zur  Construction 
eines  Selbstregulators. 


*)  Im  letzterem  Falle  war«  freilich  zu  befürchten,  dass  der  Anker  in  7f  zu  lauge 
ungezogen  bleibt« 
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Die  vorstehend  beschriebene  Einschaltungsweise  stimmt,  bis  anf  die 
unwesentliche  Vertauschung  der  Luft*  und  Erdleitung,  mit  der  dritten  der 
drei  Methoden  von  W.  Kohl  tibercin  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  IX,  77),  welche 
besonders  aushilfsweise  Benutzung  finden  sollten,  nämlich  beim  Schadhaft- 
werden der  einen  von  zwei  parallel  laufenden  Drahtleitungen.  Die  Erfin- 
dung dieser  von  Kohl  angegebenen  Einschaltungsweise  nimmt  der  konigl. 
hannoversche  Telegraphen-Inspector  C.  Frischen  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver. 
IX,  242)  für  sich  in  Anspruch,  da  sie  ihm  bereits  im  März  1855  patenttrt 
sei.  Ausserdem  begegnet  man  derselben  Einschaltungsweise  noch  einmal 
und  zwar  in  der  Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  X,  248,  woselbst  sie  der  konigl. 
preussische  Telegraphen- Secretair  F.  Schaack  vorschlägt,  mit  federnden 
Contacten  an  den  Relaishebeln  und  mit  der  Bemerkung,  es  sei  gut,  wenn 
die  beiden  .Relais  R  und  Ri  polarisirte  seien. 
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Fig.  19. 
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13.    Gegensprecher  von  Kohl;  mit  1  oder  2  Tranalationsrelais. 

Nicht  mehr  Erfolg  als  von  der  eben  beschriebenen  Methode  hat  man 
sich  von  den  beiden  anderen  von  dem  k.  k.  österreichischen  Obertelegraphist 
Wilhelm  Kohl  1862  aufgefundenen  und  in  der  Zeitschr.  d. Tel.- Ver. 
(IX,  77)  beschriebenen  Methoden  zu  versprechen. 

A.  Bei  der  er- 
sten sind  ebenfalls 
zwei  Relais  in 
Anwendung  und 
nach  Fig.  19  einge- 
schaltet; es  hat  zwar 
der  ankommende 
Strom  in  allen  drei 
Lagen  des  Tasters 
auf  der  Empfangsstation  einen  Weg  zur  Erde,  allein  dessen  ungeachtet  steht 
ein  Zerreissen  der  Zeichen  auf  dem  Schreibapparate  zu  befürchten.  Die 
angewendeten  Relais  sind  Translations-  oder  Doppelcontactrelais  (vergl. 
Zeitschr.  f.  Mathem.  u.  Phys.  VI,  386);  ihre  Verbin- 
dung mit  dem  Schreibapparate  M  ist  aus  der  leicht 
verständlichen  Skizze  Fig.  20  ersichtlich;  der  Strom 
der  Localbatterie  b  durchläuft  die  Elektromagnet- 
rollen des  Schreibapparates  M  nur,  wenn  das  eine 
Relais  in  Ruhe  bleibt  und  gleichzeitig  das  andere 
anspricht,  und  nur  in  diesem  Falle  schreibt  der 
Schreibapparat  ein  Zeichen ;  so  lange  dagegen  beide  Relaishebel  an  ihrem 
Ruhecontact,  oder  beide  an  ihrem  Arbeitscontact,  oder  an  keinem  von  bei- 
den liegen ,  ist  die  Localbatterie  b  nicht  geschlossen.  Ist  kein  Taster  nie- 
dergedrückt, so  schreibt  auch  kein  Schreibapparat,  denn  kein  Relais  spricht 
an.    Ist  blos  der  Taster  T  niedergedrückt,  so  verzweigt  sich  der  Strom  von 
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B  durch  K  und  W  einerseits  und  durch  R  und  L  andererseits;  es  sprechen 
daher  auf  der  gehenden  Station  beide  Relais  an  und  der  Schreibapparat 
schreibt  nicht;  auf  der  Empfangsstation  dagegen  geht  der  Strom  (fast  ab- 
schliessend) Mos  durch  Ä„  dieses  spricht  an  und  der  Schreibapparat  schreibt. . 
Sind  beide  Taster  zugleich  niedergedrückt,  so  ist,  falls  die  beiden  gleich- 
massig  eingeschalteten  Batterien  beider  Stationen  gleich  kräftig  sind,  in  R, 
L  und  /?,  kein  (bei  mangelhafter  Isolirutig  der  Leitung  ein  schwacher)  Strom 
vorhanden,  R'  und  R\  dagegen  werden  von  Zweigströmen  durchlaufen,  beide 
sprechen  an  und  beide  Schreibapparate  schreiben.  Ist  blos  T  niedergedrückt 
und  Tt  schwebt,  so  werden  zwar  wieder  alle  vier  Relais  von  Strömen  durch- 
laufen, aber  es  ist  fraglich,  ob  der  durch  i?,  /?,und  R\  gehende  Zweigstrom 
kräftig  genug  ist,  diese  Relais  ansprechen  zu  lassen  oder  nicht;  ob  R  an- 
spricht, ist  zwar  für  das  Gelingen  des  Gegensprechens  ohne  besonderen  Be- 
lang, degegen  möchte« man  wünschen,  dass  auf  der  andern  Station  blos  /?, 
oder  blos  R\  anspräche,  damit  der  Schreibapparat  nicht  aussetzt;  indessen 
auch  wenn  blos  Rx  oder  R\  anspricht,  kann  besonders  bei  langsamem  Spiel 
der  Schreibapparat  aussetzen ,  da  er  während  der  Tasterbewegung  von  der 
Schliessung  durch  Rt  zu  der  Schliessung  durch  R\  übergeht  oder  umgekehrt. 

B.  Ebenso  misslich  steht  es  um  die 
andere  Einschaltungsweise  (Fig.  21),  bei 
welcher  nur  ein  Translatorrelais  und 
ein  Doppeltaster  in  Anwendung  kommt, 
und  bei  welcher  die  den  Schreibapparat  in 
Bewegung  setzende  Localbatterie  zugleich 
eine  ähnliche  Rolle  spielt,  wie  bei  dem 
Schreder  sehen  Gegensprecher  die  Hilfs- 
feder. Für  gewöhnlich  liegt  der  Relaishe- 
bel A  an  dem  obern  Contact  o  an.  geht  aber 

ivig*  21« 
ein  Strom  durch  das  Relais  Ä,  so  legt  sich 

h  an  den  untern  Contact  w;  im  ersten  Falle  ist  der  Kreis  der  Lo- 
calbatterie b  nur  geschlossen  uud  kann  diese  ihren  Schreibapparat  nur  an- 
sprechen lassen,  wenn  gleichzeitig  der  Taster  T  derselben  Station  niederge- 
drückt ist,  im  letzteren  nur,  wenn  dieser  Taster  ruht.  "Wird  also  blos  ein 
Taster  niedergedrückt,  so  durchläuft  der  Strom  zwar  die  Relais  beider  Sta- 
tionen und  beide  sprechen  auch  an,  allein  nur  auf  der  Empfangsstation 
schreibt  der  Schreibapparat.  Werden  beide  Taster  gleichzeitig  niederge- 
drückt, so  ist  bei  Anwendung  gleicher  Batterien  (und  guter  Isolirung)  gar 
kein  Strom  in  der  Leitung,  beide  Relais  bleiben  in  Ruhe  und  beide  Schieib- 
apparate schreiben,  da  eben  beide  Taster  niedergedrückt  sind.  Beim  Schwe- 
ben eines  Tasters  ist  wieder  die  Linie  gänzlich  unterbrochen,  und  ausserdem 
wechselt  die  Seh liessungs weise  jedes  Schreibapparates  beim  Spielen  des  Ta- 
sters der  andern  Station. 

Bei  Aufsuchung  seiner  Methoden  hatte  sich  Kohl  die  Aufgabe  gestellt, 
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zu  untersuchen,  ob  sich  bei  eingetretener  Störung  auf  der  einen  von  zwei 
parallelen  Linien  eine  Einrichtung  treffen  lässt ,  um  beide  Leitungen  der 
Doppellinie  nebst  den  dazu  gehörigen  Apparaten  und  Beamten  nach  erfolg- 
ter Ausschaltung  der  Fehlerstelle  so  zu  verbinden  und  zu  beschäftigen,  dass 
möglichst  eben  so  geleistet  wird,  als  wenn  gar  keine  Störung  vorhanden 
wäre;  interessant  ist  die  in  der  Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  (IX,  80  ff.)  gegebene 
Anwendung  der  vorstehenden  Methoden  für  diesen  Zweck. 

14.    Einige  andere  Methoden  des  Oegensprechens  mit  2  Beiais. 

Eine  nähere  Betrachtung  der  zuletzt  beschriebenen  Methoden  des  Ge- 
gensprechens führte  mich  Anfang  1863  auf  einige  andere,  zum  Theil  wenig- 
stens etwas  vortheilhaftere  Methoden. 

Ausser  den  von  Kohl  und  zur  Nedden  benutzten  Einschaltungen 
des  Schreibapparates  sind  nämlich  noch  verschiedene  andere  anwendbar. 

Eine  derselben ,  welche  im  Nachfolgenden  vor- 
wiegend angewendet  werden  soll,  ist  in  Fig.  22 
skizzirt.  Die  beiden  gewöhnlichen  (nicht  Trans- 
lator-) Relais  R  und  R'  sind  mit  dem  Schreib- 
apparat M  und  den  beiden  gleichen  Local hatte-  - 
rien  b%  und  bt  so  verbunden,  dass  der  Schreib- 
apparat  schreiben  muss ,  so  bald  nur  ein  Relais 
R  oder  &  anspricht;  dagegen  schreibt  der 
Sehr  ei  bap  parat  nicht,  so  lange  kein  oder  beide  Relais  ansprechen,  denn  im 
ersteren  Falle  sind  beide  Batterien  offen,  im  letzteren  beide  kurz  (oder  durch 
M  in  entgegengesetztem  Sinne)  geschlossen.  Eine  andere  Einschaltung  des 
Schreibapparates  zeigt  Fig.  23;  es  sind  dabei  2  Trans- 
latorrelais R  und  R'  derart  mit  dem  Schreibapparate 
M  verbunden,  dass  letzterer  nur  schreibt,  wenn  beide 
Relais  zugleich  und  wenn  keirfs  anspricht;  wenn  da- 
gegen nur  ein  Relais  anspricht  und  während  der 
Bewegung  des  Relaishebels  ist  die  den  Schreibappa- 
rat schliessende  Localbatterie  b  offen. 
Fasst  man  die  Zeitdauer  ins  Auge,  während  welcher  der  Strom  der  Lo- 
calbatterie bei  der  einen  Methode  von  Kohl  und  der  von  zur  Nedden  bei 
jedem  Niederdrücken  des  eigenen  Tasters  unterbrochen  wird,  so  findet  man, 
dass  sie  aus  zwei  Theilen  besteht;  der  Localstrom  wird  nämlich  unterbro- 
chen, sobald  der  Taster  den  Ruhecontact  verlässt,  und  wird  erst  wieder  her- 
gestellt, wenn  der  Taster  den  Arbeitscontact  erreicht  hat  und  darauf  durch 
den  nun  wieder  hergestellten  Linienstrom  der  Hebel  des  andern  Relais  an- 
gezogen worden  ist.  Die  Zeit  der  Unterbrechung  besteht  also  aus  der  Zeit, 
die  zur  Tasterbewegung,  und  aus  der  Zeit,  die  zur  Bewegung  des  Relaishe- 
bels nöthig  ist. 
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Fig.  24. 


A.  Von  der  Tasterbewegung  lässt  eich  unter  Benutzung  der  in  Fig.  22 
dargestellten  Einschaltung  des  Scbreibapparates  die  Zeitdauer  jener  Unter- 
brechung leicht  unabhängig  machen.  So  z.  B.  bei  der  ersten  Methode  von 
Kohl  (Fig.  10),  wenn  man  die  Leitung  nach  dem  zweiten  Relais  Bf  nicht 
von  x  abzweigt,  sondern  von  dem  Punkte,  wo  die  Luftleitung  in  das  Relais 
R  eintritt;  allein  dann  wird  die  Ausgleichung  in  R  noch  schwieriger  zu  er- 
reichen sein.     Eher  dürfte  u.  A.  die  in  Fig.  24  skiz- 

zirte  Einschaltung  zum  Ziel  führen.  Bei  ihr  ist  die 
Batterie  so  eingeschaltet,  wie  es  Dr.  Gintl  (Zeitschr. 
d.  Tel.-Ver.  II,  136)  1855  für  den  chemischen  Schreib- 
apparat vorschlug,  und  es  findet  der  ankommende 
Strom  in  allen  Stellungen  des  Tasterhebels  auf  der 
Empfangsstation  einen  Weg  zur  Erde,  und  zwar 
geht  er  ganz  durch  das  Relais  R  und  wegen  des 
Widerstandes  •  W  zum  bei  weitem  grössten  Theile 
entweder  über  den  Ruhecontact  3  des  Tasters  T  oder  durch  die  Linienbatte- 
rie By  daher  spricht  bei  ruhendem  Taster  nur  R  an  und  der  Schreibapparat 
schreibt.  Auf  der  gebenden  Station  dagegen  sendet  die  Batterie  B  ihren 
Strom  von  x  aus  durch  beide  Relais  R  und  R*  und  der  Schreibapparat 
schreibt  nicht.  Werden  die  Taster  beider  Stationen  zugleich  niedergedrückt, 
so  gleichen  sich  (bei  genügender  Isolirung  der  Luftleitung)  die  Ströme  der 
beiden  Linienba£terien  auf  dem  Relais  R  jeder  Station  aus  und  beide  Schreib,- 
apparate  schreiben.  Während  der  Tasterhebel  auf  der  Empfangsstation 
bewegt  wird,  ändert  sich  die  Stärke  des  Linienstroms  nur  wenig.  Durch 
federnde  Contacte  am  Relaishebel  kann  man  die  Unterbrechung  des  Local- 
stromes  während  des  Wechsels  der  denselben  schließenden  Relais  R  und  K 
verkürzen.  Will  man  die  starke  Abnutzung  der  Li-  , 
nieubatterien  durch  den  kurzen  Schluss  bei  ruhen- 
dem  Taster  vermindern,  so  bringt  man  zwischen  B 
und  y  einen  Umschalter  an ,  durch  welchen  für  die 
Zeit,  wo  nicht  oder  nur  einfach  gesprochen  wird ,  B 
ganz  ausgeschaltet  oder  auf  den  Arbeitscontact  des 
Tasters  T  eingeschaltet  und  gleichzeitig  das  Relais 
anders  eingeschaltet  wird. 

B.  Eine  noch  andere,  ähnliche  und  daher  leicht 
zu  verstehende  Einschaltung  zeigt  Fig.  25.     Luft-  und 
Erdleitung  lassen  sich  auch  mit  einander  vertauschen. 
Der  Schreibapparat  ist  nach  Fig.  22  eingeschaltet. 

C.  Auch  bei  der  Einschaltung  nach  Fig.  26  (welche 
Fig.  19  äusserlich  sehr  ähnlich  ist)  ist  der  Schreibappa- 
rat nach  Fig.  22  einzuschalten.  Der  abgehende  Strom 
durchläuft,  mag  der  Taster  der  Empfangsstation  ruhen 
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oder  schweben,  auf  der  gebenden  Station  stets  R  und  /f,  beide  sprechen  an 
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und  deshalb  schreibt  der  Schreibapparat  sieht.  Auf  der  Empfangsstation 
dagegen  geht  der  ankommende  Strom  bei  ruhendem  Taster  wogen  des  Wi- 
derstandes W  fast  ganz  durch  B,  dieses  spricht  an  und  der  Schreibapparat 
schreibt;  bei  schwebendem  Taster  dagegen  geht  der  Strom  zwar  durch  R  und 
R\  allein  die  Feder  an  R'  ist  so  stark  gespannt,  dass  nur  R  ansprechen  kann, 
und  der  Schreibapparat  schreibt  wieder.  Liegen  endlich  beide  Taster  auf 
dem  Arbeitscontacte ,  so  gleichen  sich  die  Ströme  der  beiden  gleich  starken 
und  mit  demselben  Pole  an  den  Taster  geführten  Linienbatterien  in  den 
Beiais  R  aus,  die  Relais  I?  beider  Stationen  sprechen  auf  die  sie  durchlau- 
fenden Zweigströme  an,  und  beide  Schreibapparate  schreiben. 

D.  Wollte  man  aber  die  Unterbrechung  des  Localstromes  während  der 
Tasterbewegung  auf  der  Empfangsstation  ganz  beseitigen,  so  müsste  man 
die  Einschaltung  (Fig.  27  oder  28)  so  wählen,  dass  die  ankommenden  Zeichen 
stets  auf  demselben  Relais,   z.  B.  Ä,  erscheinen.     Die  Ausgleichung  muss 

daun  in  R'  erfolgen ,  und  wird  schwieriger  zu  errei- 
chen sein.  In  Fig.  27  sind  die  Batterien  beider  Sta- 
tionen mit  demselben  Pole  an  den  Taster  geführt 
und  die  Schreibapparate  nach  Fig.  22  eingeschaltet. 
Wenn  keine  Station  spricht,  so  bleiben  alle  4  Relais 
in  Ruhe.  Hat  blos  eine  Station  den  Taster  nieder- 
gedrückt, so  geht  der  ganze  Strom  in  dieser  Station 
durch  das  Relais  R'  und  Theilströirwö  durch  das  Re- 
lais R  und  durch  die  Luftleitung  £;  auf  der  gebenden  Station  werden  daher 
beide  Relais  ansprechen  und  der  Schreibapparat  nicht  schreiben ;  auf  der 
Empfangsstation  dagegen  kann  der  aus  L  kommende  Strom  seinen  Weg  nur 
durch  das  Relais  R  nehmen,  dieses  wird  ansprechen  und  der  Schreibapparat 
schreiben ;  dabei  ist  aber  der  auf  der  Empfangsstation  durch  R  gehende 
Strom  schwächer,  wenn  daselbst  der  Taster  schwebt,  als  wenn  er  ruht.  Wenn 
endlich  beide  Stationen  zugleich  sprechen,  so  ist  in  der  Luftleitung  gar  kein 
Strom  und  nur  die  Zweigströme  durchlaufen  auf  jeder  Station  R  und  R'  zu- 
gleich. Diese  Zweigströme  sind  nun  zwar  um  so  schwächer,  je  grösser  der 
Widerstand  W  im  Vergleich  mit  dem  Widerstände  der  Luftleitung  ist;  um 
aber  nicht  in  R  zu  verschiedene  Stromstärken  zu  er- 
halten und  um  das  Verhält niss  zwischen  den  in  R 
zur  Wirkung  kommenden  und  den  überhaupt  von 
den  Linienbatterien  gelieferten  Strömen  günstiger 
zu  gestalten ,  wird  man  lieber  W  nicht  zu  gross,  da- 
für aber  Rt  weniger  empfindlich  machen ,  z.  B.  die 
Multiplicationsrollen  in  R*  nur  aus  wenig  Windun- 
gen bestehen  lassen,  oder  vielleicht  gar  in  einer  ent- 
sprechenden Nebenschliessung  an  R'  einen  Theil  des  Stromes  die  Rollen  von 
R'  umgehen  lassen. 

E.  In  Fig.  28  ist  zwar  wieder  die  Einschaltung  des  Schreibapparates 
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nach  Fig.  22  vorausgesetzt ,  allein  die  Linienbatterien  beider  Stationen  sind 
(im  Gegensatz  zu  der  Einschaltung  in  Fig.  19)  mit  entgegengesetzten  Polen 
an  den  Taster  gefühlt.  Wenn  keine  Station  spricht,  sind  die  beiden  Linien- 
batterien nicht  geschlossen.  Wenn  blos  eine  Station  ihren  Taster  niederge- 
drückt hat ,  so  durchlaufen  auf  der  gebenden  Station  zwei  Zweigströme  die 
Beiais  R  und  if,  beide  sprechen  an  und  der  Schreibapparat  schreibt  nicht; 
auf  der  Empfangsstation  aber  geht  der  ankommende  Zweigstrom  bei  ruhen- 
dem Taster  fast  nur  durch  R ,  dieses  spricht  an  und  der  Schreibapparat 
schreibt,  bei  schwebendem  Taster  dagegen  geht  ein  schwächerer  Strom  durch 
R  und  K  zugleich,  ersteres  muss  ansprechen,  letzteres  durch  stärkere  Feder- 
spannung am  Relaishebel  in  Ruhe  bleiben,  damit  der  Schreibapparat  schreibt« 
Wenn  endlich  beide  Taster  zugleich  niedergedrückt  sind,  so  erhält  man  in 
den  Relais  R  beider  Stationen  zwei  gleich  gerichtete,  in  den  Relais  R'  aber 
zwei  entgegengesetzt  gerichtete  Zweigströme,  und  zwar  müsste  die  Differenz 
der  beiden  letzteren  so  klein  sein,  dass  die  Relais  R  nicht  ansprechen  und 
deshalb  dann  beide  Schreibapparate  schreiben ;  dies  wird  sich  um  so  eher 
erreichen  lassen,  je  kleiner  der  Widerstand  von  a  bis  e  durch  W  gegen  den 
Widerstand  von  a  bis  $  durch  B  ist. 

F.  Wählt  man  die  Einschaltung  des  Schreib- 
apparates nach  Fig.  23,  so  kann  man  für  das  Te- 
legraphiren mit  Ruhestrom  die  Apparate  nach 
Fig.  29  einschalten.    Wird  dabei  kein  Taster  nie- 


d ergedrückt,    so  sind  beide  Linienbatterien  ge-      ^  Tl  )  (~ 


schlössen,  da  aber  die  Batterien  mit  gleichnami- 
gen Polen  an  die  Taster  geführt  sind,  so  ist  in  der  E<* 
Leitung  L  zwar  kein  Strom  vorhanden ,  aber  alle 

Relais  werden  von  Strömen  durchlaufen,  allein  die  Relais  #  haben  so  starke 
Federspannung,  dass  sie  nicht  ansprechen,  also  die  Schreibapparate  beider 
Stationen  in  Ruhe  bleiben.  Ist  ein  Taster  niedergedrückt,  so  ist  seine  Li- 
nienbatterie ausgeschaltet,  der  Strom  der  andern  Station  geht  dann  auf  der 
sprechenden  Station  nur  durch  Ä,  dieses  spricht  an  und  der  Schreibapparat 
schreibt  wieder  nicht,  auf  der  andern  Station  aber  geht  jetzt  ein  stärkerer 
Strom  durch  R'  und  verzweigt  sich  dann  nach  R  und  nach  L,  es  sprechen 
daher  hier  beide  Relais  an  und  der  Schreibapparat  schreibt.  Werden  beide 
Taster  gleichzeitig  niedergedrückt ,  so  sind  die  Batterien  beider  Stationen 
ausgeschalten,  kein  Relais  spricht  an  und  beide  Schreibapparate  schreiben. 
Die  Ausschaltung  jeder  Batterie  tritt  hierbei  sofort  ein,  wenn  ihr  Taster  den 
Ruhecontact  verlässt. 

16.   Drei  Gegensprecher  mit  1  Relais  und  Ausgleichung  zwischen  dem 
ganzen  Strome  und  einem  Theilstrome. 

Bezüglich  der  unter  14.  besprochenen  Methoden  drängt  sich  die  Frage 
auf,  ob  sich  nicht  die  bei  ihnen  verwendeten  2  Relais  mit  einfacher  Um- 
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wickelang  in  1  Relais  mit  doppelter  Umwickelung  vereinigen  lassen.  Bei 
näherer  Untersuchung  zeigt  sich ,  dass  dies  heim  Telegraphiren  mit  Ruhe- 
strom nnd  der  Einschaltung  nach  Fig.  29  nicht  geht,  wenn  man  nicht  den 
Schreibapparat  so  einschaltet,  dass  er  schreiht,  wenn  der  Relaishebel  am 
Rnhecontact  liegt,  nnd  dass,  wenn  die  eine  Station  den  Taster  niederdrückt, 
der  von  der  fremden  Station  kommende  durch  W  gehende  Strom  das  Relais 
der  ersten  Station  noch  ansprechen  lässt,  während  auf  jener  fremden  Station 
doch  die  Ausgleichung  zwischen  dem  dort  durch  W%  gehenden  Theil ströme 
und  dem  ganzen  Strome  so  vollkommen  ist,  dass  dort  der  Relaishebel  an  den 
Ruhecontact  zurückgeht.  Die  aus  Fig.  28  und  Fig.  26  sich  ergebenden  Ein- 
schaltungen stimmen  wesentlich  mit  der  Einschaltung  Fig.  7  von  Frischen 
üherein ;  auch  Fig.  27  unterscheidet  sich  von  letzterer  nur  rücksichtlich  der 
Einschaltung  der  Batterie  am  Taster.  Aus  Fig.  25  und  27 
aber  erscheinen  die  zwei  in  Fig.  30  und  31  skizzirten  Ein' 
Schaltungen,  welche  mit  der  aus  Fig.  20  sich  ergebenden 
die  Eigen thümlichkeit  gemeinschaftlich  haben ,  dass  der 
fortgehende  Strom  im  eigenen  Relais  sich  mit  dem  einen 
seiner  Theilströme  ausgleichen  muss,  wobei  eine  Verän- 
derlichkeit des  Widerstandes  der  Luftleitung  möglicher 
Weise  minder  störend  auf  das  Gegensprechen  einwirken 
kann,  als  wenn  die  Ausgleichung  zwischen  den  2  Zweig- 
strömen erfolgen  muss. 

Bei  der  Einschaltung  nach  Fig.  30  seien  die  Batterien 
beider  Stationen  mit  gleichnamigen  Polen  an  den  Taster 
geftihrt  und  es  mögen  die  innern  Windungen  Jmal  so 
zahlreich  sein,  als  die  äusseren.  Der  Widerstand  W  sei 
dem  Widerstände  der  Luftleitung  gleich  und  der  Wider- 
stand der  Batterie  werde  vernachlässigt.  So  lange  kein 
Taster  niedergedrückt  ist,  sind  beide  Batterien  offen.  Ist  ein  Taster  nieder- 
gedrückt, so  bleibt,  jenachdem  der  Taster  der  andern  Station  ruht  oder 
schwebt,  auf  der  gebenden  Station  im  Relais  die  magnetisirende  Kraft 
1  —  %  .  \=  —  l  oder  |  —  $  .  J=  +  -j'g-,  auf  der  Empfangsstation  dagegen 
$.  |  —  2  oder  $  .£=  iVi  hei  entsprechender  Federspannung  wird  in  beiden 
Fällen  das  Relais  der  gebenden  Station  nicht  ansprechen ,  das  Relais  der 
Empfangsstation  dagegen  den  Schreibapparat  schreiben  lassen.  Werden 
beide  Taster  niedergedrückt,  so  ist  bei  genügender  Isolirung  in  der  Luftlei- 
tung gar  kein  Strom,  aber  auf  beiden  Stationen  wird  die  äussere  Umwicke- 
lung und  derWiderstand  ff  durch  einen  Strom  \  durchlaufen  und  dessen  magne- 
tisirende Kraft  ist  ebenfalls  =-~«,  weshalb  beide  Relais  ansprechen.  Lässt 
der  eine  Taster  los,  60  sinkt  während  seines  Schwebens  die  magnetisirende 
Kraft  in  dem  Relais  seiner  Station  von  £  auf  ^y  auf  der  andern  von  4  auf 
i^  herab,  es  wird  daher  ersteres  Relais  seinen  Anker  angezogen  erhalten, 
letzteres  loslassen. 
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Aehnlich  sind  die  Erscheinungen,  wenn  man  bei  der  Einschaltung  nach 
Fig.  81  die  Zahl  der  innern  Windungen  '/mal  so  gross  macht,  als  die  Zahl 
der  äussern  Windungen.  Ist  blos  ein  Taster  niedergedrückt,  so  ist  bei  ru- 
hendem «weiten  Taster  die  magnetisirende  Kraft  im  Relais  der  gebenden 
Station  1  —  V  .  i  =  iV»  au^  der  Empfangsstation  \*  .  4  =  {£;  während  der 
andere  Taster  schwebt,  ist  die  magnetisirende  Kraft  auf  der  gebenden  Sta- 
tion }  —  y .  4=*nri  auf  der  Empfangsstation  dagegen  V  •i==5$5  "*  beiden 
Fällen  soll  das  Relais  der  erstem  Station  in  Ruhe  bleiben,  das  der  letztern 
ansprechen.  Sind  beide  Taster  niedergedrückt,  so  ist  wieder  in  beiden  Re- 
lais ein  Strom  von  der  halben  Stärke  und  der  magnetisirenden  Kraft  £  vor- 
handen und  auf  diesen  müssen  beide  Relais  ansprechen. 

16.  Gegensprecher  ohne  Zweigströme  und  ohne  Ausgleiohungsbatterien. 

Die  in  0.  besprochene  und  in  Fig.  14  skizzirte  Einschaltung  von  Schaack 
veranlasste  mich  Anfang  November  vorigen  Jahres,  zu  untersuchen,  ob  sich 
nicht  eine  Einschaltung  angeben  Hesse,  bei  welcher  die  Batterien  vollständig 
ausgenutzt  und  kein  Theil  des  von  ihnen  gelieferten  Stromes,  sei  es  in  einem 
Zweigstromkreise,  oder  sei  es  im  Schliessungskreise  einer  Ausgleichungs- 
batterie, für  das  Telegraphiren  verloren  ginge,  vielmehr  der  ganze  Batterie- 
strom durch  die  Luftleitung  nach  der  andern  Station  entsendet  würde.  Bei 
einer  Einschaltung  nach  Fig.  32 
dürfte  dies  erreichbar  sein.  Die  Re- 
lais R  und  /?,  haben  gewöhnliche  An- 
ker aus  weichem  Eisen;  die  innere, 
einerseits  mit  der  Luftleitung,  andrer- 
seits mit  der  Axe  des  Tasterhebels 
verbundene  Lage  der  doppelten  Um- 
wickelung  der  Elektromagnetkerne 
des  Relais  hat  doppelt  so  viel  Win- 
dungen, als  die  äussere  Lage,  welche  einerseits  mit  der  Erde,  andrerseits 
mit  dem  einen  Batteriepol  verbunden  ist.  Die  Telcgraphirbatterien  beider 
Stationen  sind  mit  entgegengesetzten  Polen  an  den  Arbeitscontact  des  Ta- 
sters geführt.  So  lange  kein  Taster  niedergedrückt  ist,  also  beide  ruhen 
oder  schweben,  ist  keine  Batterie  geschlossen  und  kein  Relais  spricht  an. 
Ist  blos  ein  Taster  niedergedrückt,  z.  B.  71,  so  ist  dessen  Batterie  geschlos- 
sen und  ihr  Strom  durchläuft  beide  Windungen  von  R  (aber  in  entgegenge- 
setzter Richtung),  die  Luftleitung  L  und  die  innern  Windungen  von  RA ;  auf 
der  Empfangsstation  wird  daher  das  Relais  Rt  ansprechen,  während  auf  der 
gebenden  Station  nur  die  Hälfte  der  magnetisirenden  Kraft  des  Stromes  in 
R  wirksam  bleibt  und  die  Abreisfeder  dieses  Relais  so  stark  gespannt  sein 
muss,  dass  es  auf  diese  Kraft  nicht  anspricht.  Sind  beide  Taster  gleichzei- 
tig niedergedrückt,  so  ist  eine  Batterie  und  eine  äussere  Relaisumwickelung 
abgeschaltet,  der  Widerstand  also  nicht  viel  grösser,  als  wenn  blos  ein 
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Taster  niedergedrückt  ist,  nnd  deshalb  ist  jetzt  der  Strom  fast  doppelt  so 
stark  als  vorher ,  die  magnetisirende  Kraft  in  beide  Relais  ist  ebenfalls  fast 
verdoppelt  nnd  beide  Relais  sprechen  an.     Wenn  endlich  blos  ein  Taster 
niedergedrückt  ist  nnd  der  andere  schwebt,  so  ist  keine  Batterie  geschlossen, 
da  die  Leitung  unterbrochen  ist ;  um  nun  ein  Zerreissen  der  Zeichen ,  ein 
Auflösen  der  Striche  in  Punkte  zu  verhüten ,  muss  die  Zeit  des  Schwebens 
möglichst  verkürzt  werden ;  man  kann  dem  Taster  federnde  Contacte  geben, 
oder  etwa  auch  dem  Taster  eine  Einrichtung  geben ,  wie 
m     d^ts)    s     Fig.  88  zeigt.     Die  Einschaltung  des  Tasters  deuten  die 
y  Lj        i  Buchstaben  m  und  e  in  Fig.  32  und  33  an.     Dabei  ist  der 

*  iä   }>At         mit  dem  Arbeitscontacte  versehene  Arm  des  Tasterhebels 
Fig.  33.  <*&  kürzer,  als  der  andere  Arm,  welcher  bei  b  eine  Stell- 

schraube zur  Regulirung  des  Hubes  und  einen  ebenfalls 
stellbaren  Stift  c  trägt ;  letzterer  bebt  beim  Niederdrücken  des  Tasters  den 
durch  eine  Feder  f  auf  den  Contact  bei  d  aufgedrückten  Hebel  de  zur  rech* 
ten  Zeit  schnell  von  diesem  Contacte  los.  Bei  dieser  Anordnung  genügt  ein 
kleines  Niedergehen  des  Tasters  bei  a,  um  bei  d  den  Hebel  de  merklich  ab- 
zuheben. Jedenfalls  aber  muss  dieses  Abheben  dem  Auftreffen  des  Taster- 
hebels auf  dem  Arbeitscontacte  ein  wenig  vorausgehen,  damit  ein  kurzer 
Schluss  der  Batterie  durch  die  äussere  Windungslage  verhütet  werde,  weil 
dieser  das  eigene  Relais  ansprechen  lassen  würde.  Sind  beide  Taster  nie- 
dergedrückt und  wird  dann  der  eine  losgelassen,  so  verschwindet  der  Strom 
in  dem  Relais  der  andern  Station  nicht  ganz ,  sondern  er  wird  nur  schwä- 
cher; der  Hebel  dieses  Relais  wird  deshalb  um  so  leichter  haften  bleiben, 
anstatt  in  die  Ruhelage  zurückzugehen,  je  mehr  von  dem  Strome  unterwegs 
durch  Ableitungen  verloren  gegangen  ist  und  je  mehr  die  Windungen  in 
der  äussern  Lage  denen  in  der  innern  Lage  an  Zahl  gleich  kommen.  Je 
zahlreicher  aber  umgekehrt  die  Windungen  der  äussern  Lage  im  Verhältnis» 
zu  denen  der  innern  Lage  kommen,  desto  näher  rücken  sich  wieder  die  Strom- 
stärken, auf  weiche  das  Relais  beim  Niederdrücken  eines  Tasters  ansprechen 
soll  oder  nicht.  Wenn  nun  auch  im  Ganzen  bei  dieser  Einschaltung  eine 
Veränderlichkeit  der  Widerstände  in  der  Luftleitung  um  so  weniger  störend 
auf  das  Gegensprechen  einwirken  kann,  weil  stets  der  ganze  Strom  der  Bat- 
terie die  Linien  durchläuft  und  deshalb  auch  bei  gleich  kräftigen  Batterien 
stärkere  Ströme  auf  der  Empfangsstation  ankommen,  als  bei  anderen  Ein- 
schaltungen zum  Gegensprechen ,  so  wird  doch  diese  Einschaltung  nur  an- 
wendbar sein,  wenn  die  absolute  Grösse  des  Stromverlustes  durch  die  Ablei- 
tungen oder  Nebenschliessungen  auf  der  Leitung  eine  gewisse  Grenze  nicht 
überschreiten. 

Obwohl  nun  der  in  Fig.  33  skizzirte  Taster  die  Gefahr  des  Zerreissens 
wesentlich  vermindert,  so  beseitigt  er  sie  doch  nicht  vollständig.  Dieselbe 
lässt  sich  aber  völlig  beseitigen,  wenn  man  den  Taster  so  einzuschalten  ver- 
sucht, dass  die  Telegraphirbatterie  kurz  geschlossen  ist,  so  lange  der  Taster 
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ruht.  Der  Taster  T  muss  dann  einen  doppelten  Ruhecontact  3  und  4  erhal- 
ten, während  der  Arbeitscontact  1  des  gewöhnlichen  Tasters  nicht  gebraucht 
wird.  So  lange  der  um  die  Axe  2  drehbare  Tasterhebel  auf  den  beiden 
Contacten  3  und  4  aufliegt,  ist  die  Telegraphirbatterie  B  über  2  und  4  kurz 
geschlossen  und  deshalb  tritt  während  dieser  Zeit  nur  ein  unmerklich  schwa- 
cher Strom  von  B  in  die  Telegraph  Anleitung.  Wird  dagegen  der  Taster 
niedergedrückt  und  dadurch  der  kurze  Schluss  beseitigt,  und  zu  gleicher 
Zeit  auch  die  Verbindung  zwischen  3  und  4  aufgehoben ,  so  sendet  die  Bat- 
terie B  ihren  Strom  zunächst  durch  die  inneren  Windungen  des  wiederum 
mit  einer  doppelten  Umwickelung  versehenen  Relais  R  in  die  Leitung  der 
Empfangsstation ,  durch  die  Erde  nach  der  telegraphirenden  Station  zurück 
und  hier  nun  noch  in  der  entgegengesetzten  Richtung  durch  die  nur  halb 
so  viele  Windungen  enthaltende  äussere  Umwickelung  deß  Relais  zu  dem 
anderen  Batteriepol  zurück.  Es  ist  durchaus  nöth wendig,,  dass  beim  Nieder- 
drücken des  Tasters  entweder  die  Verbindungen  zwischen  2 ,  3  und  4  des 
Tasters  ganz  gleichzeitig  abgebrochen  werden,  oder  dass  doch  zuerst  3  aus- 
ser Verbindung  mit  4  und  2  kommt  und  zwar  gleichzeitig,  weil  sonst  eine 
Zeit  lang  der  Strom  blos  durch  die  innere  oder  blos  durch  die  äussere  Um- 
wickelung des  Relais  der  eigenen  Station  gehen  würde  und  die  nach  der 
anderen  Station  gegebenen  Zeichen  auf  dem  eigenen  Relais  erscheinen  las- 
sen könnte.  Dagegen  schadet  es  nichts,  wenn  4  und  2  auch  noch  eine  kurze 
Zeit  hindurch  in  Berührung  bleiben ,  nachdem  3  schon  ausser  Verbindung 
mit  4  und  2  gebracht  ist;  dadurch  wird  nämlich  nur  der  kurze  Schluss  etwas 
später  beseitigt,  und  so  der  Strom  auch  etwas  später  in  die  Leitung  gesendet. 
Daraus  geht  hervor,  dass  man  den  Taster  auf  zwei  verschiedene  Wei- 
sen einrichten  kann.  Entweder  man  bringt  an  3  und  4  Contactfedern  an, 
die  sich  nicht  berühren,  deren  Spiel  durch  Stellschrauben  regulirt  wird,  und 
auf  welche  sich  der  durch  eine  entsprechend  gespannte  Feder  in  seiner 
Buhelage  erhaltene  metallene  Tasterhebel  zugleich  auflegt,  um  sie  unter  sich 
und  mit  der  Tasteraxe  zu  verbinden.  Oder  man  bringt  blos  an  4  eine  Con- 
taetfeder  an,  welche  durch  den  metallenen  Tasterhebel  auf  den  Contact  3 
niedergedrückt  wird  und  dabei  mit  2  und  3  zugleich  in  leitende  Verbindung 
tritt;  auch  hier  giebt  man  der  Contactfeder  durch  eine  Stellschraube  eine 
sehr  kurze  Bewegung,  so  dass  sie  dem  beim  Telegraphiren  aufgehenden  Arm 
des  Tasterhebels  nur  ein  sehr  kleines  Stück  folgen  kann.  In  der  übrigen 
Einrichtung  und  Ausrüstung  der  beiden  Stationen  ist  nichts  geändert.  Die ' 
Batterien  sind  wieder  mit  entgegengesetzten  Polen  an  die  Taster  geführt, 
und  zwar  mit  dem  einen  Pole  an  die  Tasteraxen,  mit  dem  anderen,  zugleich 
mit  dem  einen  Ende  der  äusseren  Umwickelung  des  Relais  verbundenen 
Pole  an  Punkt  4.  Das  andere  Ende  der  äusseren  Umwickelung  ist  wieder 
mit  3  und  der  Erde  verbunden,  die  beiden  Enden  der  inneren  Umwickelung 
wieder  mit  der  Tasteraxe  2  und  mit  der  Luftleitung.  Eine  Skizze  dieser 
Einschaltung  gab  ich  im  polytechn.  Centralbl.  (1865,  S.  418). 
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Y.    Die  Doppeltelegraphie. 

(Zweite  Abtheilung  ) 

IL     Das   Doppelsprechen. 

Für  das  Doppelsprechen  stellen  sich  die  Bedingungen  etwas  anders,  als 
für  das  Gegensprechen.  Zwar  sind,  auch  heim  Doppelsprechen  in  beiden 
Stationen  2  vollständige  Apparatsysteme  vorhanden ,  2  Empfangsapparate 
und  2  Zeichengeber,  allein  die  Vertheilung  derselben  unter  die  beiden  tele- 
graphirenden  Stationen  ist  beim  Doppelsprechen  eine  andere,  als  beim  Ge- 
gensprechen. Während  bei  letzterem  auf  jeder  Station  ein  Empfangsappa- 
rat und  ein  Zeichengeber  aufgestellt  ist,  müssen  beim  Doppelsprechen  die 
beiden  Zeichengeber  auf  der  einen  Station  (der  gebenden  oder  sprechenden) 
und  die  beiden  Empfongsapparate  auf  der  zweiten  (der  empfangenden)  Sta- 
tion aufgestellt  werden.  Deshalb  sind  auch  die  zu  betrachtenden  und  zu 
untersuchenden  Hauptfälle  der  Stromlauf  und  Stromwirkungen  während  des 
Doppelsprechens  etwas  anders ,  als  beim  Gegensprechen.  Es  ist  nämlich 
bei  ersterem  nicht  genug,  dass  2  Zeichen  zugleich  durch  die  Leitung  gehen 
oder  doch  auf  der  Empfangsstation  auf  2  verschiedenen  Apparaten  zum  Vor- 
schein kommen  können,  sondern  es  muss  auch  jedes  mit  demselben  Taster 
gegebene  Zeichen  stets  auf  demselben  Empfangsapparate  erscheinen.  Die 
zunächst  hervortretenden  Fälle  sind  also :  es  wird 

1.  kein  Zeichen, 

2.  blos  ein  Zeichen  des  ersten  Telegramms, 

3.  „      „         „  „    zweiten        ,, 

4.  ein  Zeichen  des  ersten  und  des  zweiten  Telegramms  zugleich 
gegeben,  und  in  diesen  4  Fällen  müssen  die  elektrischen  Ströme  sowohl  auf 
der  sprechenden  Station,  als  auch  und  ganz  besonders  auf  der  Empfangssta- 
tion wesentlich  von  einander  verschiedene  Erscheinungen  und  Wirkungen 
hervorbringen.  Auch  hierbei  darf  beim  Schweben  des  einen  Tasters  die 
Linie  nicht  für  einen  inzwischen  von  dem  andern  Taster  zu  sendenden  Strom 
unterbrochen  sein,  oder  auf  der  Empfangsstation  ein  Wechsel  in  den  Schlies- 
sungsapparaten oder  den  Schliessungsweisen  des  Localstroms  eintreten,  da 
sonst  die  Schrift  leicht  zerrissen  werden  kann.  Zum  Hervorbringen  der 
nöthigen  drei  verschiedenen  Stromwirkungen  reichen  Ströme  von  blos  ver- 
schiedener Richtung,  aber  gleicher  Stärke  nicht  aus;  denn  sendet  der  erste 

*  Taster  einen  Strom  +  S  in  die  Leitung  und  der  zweite  Taster  einen  Strom 
— S,  so  wird  beim  gleichzeitigen  Niederdrücken  beider  Taster  gar  kein  Strom 
in  der  Leitung  vorhanden  sein  und  sich  dabei  demnach  die  nämliche  Wir- 
kung ergeben,  als  wenn  gar  kein  Taster  niedergedrückt  wäre.  Man  muss 
daher  beim  Doppelsprechen  Ströme  von  verschiedener  Stärke  anwenden,  die- 
selben können  aber  entweder  gleiche  oder  verschiedene  Richtung  haben. 
Versuche,  zwei  verschiedene  Elektricitäten  beim  Doppelsprechen  zu  be- 
nutzen, wurden  zwar  gemacht,  Hessen  aber  keine  befriedigende  Lösung 
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hoffen.  So  versuchten  Siemens  &  Halske  (siehe  unten) eine  gleichzeitige 
Verwendung  von  Inductionsströmen  und  galvanischen  Strömen.  In  den 
Annales  teleyraphiqucs  (1801,  S.  J45)  ferner  findet  sich  ein  Vorschlag  zur  Be- 
nutzung des  verschiedenen  Verhaltens  der  galvanischen  Elektricität  und  der 
Elektricität  von  hoher  Spannung,  nämlich  des  mit  Glück  hei  den  Blitzablei- 
tern für  die  Telegraphen  verweitbeten  Unterschiedes,  dass  Elektricität  von 
hoher  Spannung  zwischen  Spitzen  auf  merklicho  Entfernung  überspringt, 
während  die  galvanische  dies  nicht  thut.  Dieser  Vorschlag  ging  dahin,  einen 
dicken  Leitungsdraht  an  beiden  Enden  in  einen  feinen  Draht  von  grossem 
Widerstände  enden  zu  lassen,  und  in  diesen  Draht  eine  Batterie  und  einen 
Empfangsapparat  einzuschalten;  würde  man  nun  dem  dicken  Drahte 
2  Spitzen  gegenüberstellen ,  von  denen  die  eine  (auf  der  Empfangsstation) 
mit  der  Erde,  die  andere  (auf  der  gebenden  Station)  mit  einer  ElektricitäU- 
quelle  von  hoher  Spannung  z.  B.  mit  einer  Leydener  Flasche  oder  einer 
Ruhmkor  ff  sehen  Maschine  verbunden  ibt,  so  würde  man  aus  den  Spitzen 
Funken  erhalten  nnd  aus  diesen  ein  Alphabet  zusammenstellen  können,  ohne 
die  auf  den  gewöhnlichen  Apparaten  mit  galvanischer  Elektricität  geführte 
Correspondenz  zu  stören. 

Weit  grösser  und  charakteristischer,  als  der  Unterschied  rticksichtlich 
der  beim  Doppelsprechen  verwendeten  Ströme,  ist  die  Verschiedenheit, 
welche  die  einzelnen  Methoden  des  Doppelsprechens  in  Bezug  auf  die  Em- 
pfangsapparate zeigen.  Um  diese  Verschiedenheiten  scharf  hervortreten  zu 
lassen ,  folgt  eine  eingehendere  Beschreibung  der  einzelnen  Methoden  und 
zwar  zunächst  der  blos  für  das  Doppelsprechen  augegebenen  Einschaltun- 
gen, während  die  für  das  Doppel-  und  Gegensprechen  zugleich  anwendbaren 
Einrichtungen  später  (unter  IV)  beschrieben  werden  sollen. 

L    Doppelsprecher  von  Stark. 

Dr.  J.  B.  Stark,  Vorstand  des  k.  k.  Telegraphen  -  Centralamtes  in 
Wien,  theilte  den  15.  September  1855  der  Redaction  der  Zeitschrift  des 
deutsch-  österr.  Telegraphen  -Vereins  brieflich  eine  Lösung  der  Aufgabe  des 
Doppelsprechens  mit,  und  dem  darauf  eingesandten ,  vom  31.  October  1855 
datirten  (in  der  Zeitschr.  d.  Tel.- Ver.  II,  S.  220  ff.  abgedruckten)  Aufsatze 
ist  Folgendes  entnommen : 

A.  Die  auf  der  Empfangstation  hervorzubringenden  3  verschiedenen 
Wirkungen  beim  Niederdrücken  des  ersten,  des  zweiten  oder  beider  Taster 
▼erden  durch  Ströme  von  gleicher  Richtung,  aber  von  verschiedener 
Stärke  hervorgebracht.  Um  die  3  verschieden  starken  Ströme  in  die  Lei* 
tung  senden  zu  können,  giebt  Dr.  Stark  dem  einen  Taster  eine  etwas  ver- 
änderte Einrichtung;  er  bringt  nämlich  an  dem  Taster  Tt  noch  eine  Vor* 
riehtnng  an ,  durch  welche  eine  bei  der  Ruhelage  des  Hebels  bestehende 
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Verbindung  zwischen  den  Klammern  4  und  5  dieses  Tasters  (Fig.  34)  beim 

T  Niederdrücken  des  Hebels  aufgehoben  und 
dafür  eine  Verbindung  zwischen  den  Klam- 
mern 4  und  6  hergestellt  wird.  Es  kann  zu 
diesem  Zwecke  am  Hebel  ein  Schraubenstift 
mit  einem  isolirenden  Ausatze  angebracht 
sein,  der  in  der  Buhelage  des  Hebels  eine  an 
der  unteren  Fläche  des  Tasterbretts  befestigte 
Feder  /*,  welche  übergreifend  an  dem  Metall- 
streifen m  anliegt,  berührt,  ohne  auf  sie  zu 
drücken,  beim  Niederdrücken  des  Hebels  aber 
die  Feder  f  von  dem  Metallstreifen  m  weg  und 
an  das  darunter  liegende  Metallstück  m  andrückt,  und  so  die  leitende  Ver- 
bindung zwischen  4  und  5  aufhebt  und  zwischen  4  und  6  herstellt.  Denkt 
man  sich  nun. drei  Zink- Kupfer-Elemente  a,  6,  c  auf  die  gewöhnliche  Weise 
mit  einander  verbunden,  ausserdem  aber  noch  das  Kupfer  von  a  mit  der  Klemme 
1  des  Tasters  Tj,  das  Zink  von  a  mit  der  Klemme  5  am  Taster  71*,  dasKupfervonö 
mit  der  Klemme  1  von  T2  und  endlich  das  Zink  von  c  mit  6  in  Verbindung,  so  ist 
das  Zink  von  a,  so  lange,  als  der  Hebel  des  Tasters  jT2  nicht  niedergedrückt  wird, 
mit  der  Erde  in  leitender  Verbindung,  und  der  Taster  Tx  giebt  niedergedrückt 
den  Strom  des  Elementes  a  in  die  Leitung  L.  Da  hingegen  beim  Niederdrücken 
des  Tasters  Tt  das  Zink  von  c  über  m'  und  /"mit  der  Erdplatte  in  Verbindung 
tritt  und  die  Verbindung  zwischen  a  und  der  Erde  aufgehoben  wird,  so  giebt 
der  Taster  Tt  allein  den  Strom  der  Elemente  b  und  c,  welcher  durch  den 
auf  dem  Ruhecöntact  liegenden  Theil  des  Hebels  von  Tt  in  die  Leitung 
geht.  Werden  endlich  beide  Taster  gleichzeitig  niedergedrückt,  so  giebt 
der  Taster  T,  den  Strom  aller  3  Elemente,  da  jetzt  von  der  Klemme  2  in 
Tt  kein  Strom  austreten  kann  und  da  das  Zink  von  a  nicht  mehr  mit  der 
Erde  in  Verbindung  steht,  weil  die  Berührung  zwischen  f  und  m  in  Tt  nicht 
mehr  statt  hat.  Ein  von  der  andern  Station  etwa  ankommender  Strom 
kann,  während  beide  Taster  ruhen,  aus  L  über  2  und  3  in  Tt  und  Tt  durch 
ein  Relais  R  nach  der  Erde  E  seinen  Weg  nehmen. 

Man  wird  auf  solche  Weise  durch  die  Anwendung  entsprechender  Ele- 
mentgruppen für  beide  Taster  in  den  gedachten  3  Fällen  Ströme  erhalten 
können,  die  durch  ihre  verschiedene  Stärke  Sx ,  St,  S9  auf  die  Apparate  der 
Empfangsstation  verschieden  einzuwirken  im  Stande  sind,  und  man  wird 
diese  Apparate  nur  so  zu  wählen  und  einzurichten  haben,  dass  der  eine 
Morse-Schreibapparat  Mx  nur  die  auf  dem  Taster  Tu  der  andere  Mt  dagegen 
nur  die  auf  dem  Taster  Tt  gegebenen  Zeichen  aufschreibt.  Dazu  werden 
ausser  den  2  Schreibapparaten  noch  3  Relais,  und  zwar  1  mit  einfacher 
Umwickelung  und  2  mit  Doppelwindungen  verwendet.  Da  nämlich 
beim  alleinigen  Niederdrücken  des  Tasters  Tt  ein  Strom  von  der  Stärke  £*, 
und  wenn  derselbe  mit  Tx  gleichzeitig  niedergedrückt  wird ,  ein  Strom  von 
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der  Stärke  S9  durch  die  Leitung  geht,  so  darf  man  nur  das  zn  Mt  (oder  Tt) 
gehörige  Relais  Rt  der  Empfangsstation  so  stellen  oder  seine  Feder  so  span- 
nen, dass  sein  Hebel  von  den  Stromstärken  St  und  &s,  nicht  aber  von  &,  be- 
wegt wird  und  die  Localbatterie  schliesst.  Der  mit  Rt  verbundene  Morse 
Mt  wird  dann  jedes  auf  Tt  gegebene  Zeichen  aufschreiben ,  während  die  auf 
T,  allein  gegebenen  Zeichen  auf  ihm  nicht  erscheinen. 

Damit  nun  auch  der  zweite  Morse  Mt  nur  die  auf  Tt  gegebenen  Zeichen 
schreibe  oder  mittelbar  durch  die  Stromstärken  St  und  S,,  nicht  aber  durch 
St  in  Thätigkeit  gesetzt  werde,  kann  man  mit  demselben  zwei  Beiais  Rt  und 
Jtt  in  Verbindung  setzen,  die,  wie  beim  Telegraphiren  mit  Ruhestrom,  in 
derjenigen  Lage  des  Relaishebels ,  wo  derselbe  nicht  angezogen  ist,  sondern 
die  obere  Contactschraube  berührt,  die  Localbatterie  schliessen,  und  welche 
über  der  gewöhnlichen  Multiplication  eine  Lage  Windungen  aus  etwas  stär- 
kerem Drahte  besitzen.  Lässt  man  nun  durch  die  äussern  Windungen  des 
Beiais  Rt  einen  constanten  Strom  gehen,  der  auf  die  Eisenkerne  eine  gleiche, 
aber  bezüglich  der  Pole  entgegengesetzte  Wirkung  wie  der  Strom  von  der 
Stärke  St  ausübt,  so  wird  die  constante  Anziehung  des  Hebels,  so  oft  der 
Taster  Tt  allein  niedergedrückt  ist,  aufgehoben,  folglich  der  Hebel  sich  an 
die  obere  Contactschraube  anlegen,  die  Localbatterie  schliessen  und  der 
Morse  Mx  giebt  Schrift;  durch  die  überwiegende  Wirkung  von  St  und  S9  da- 
gegen bleibt  der  Hebel  von  Rt  angezogen  *)  und  schliesst  die  Localbatterie 
nicht,  sofern  Tt  allein  oder  Tt  und  Tt  zugleich  niedergedrück  werden.  Durch 
die  äussern  Windungen  des  Relais  R9  endlich  geht  ein  constanter  Strom,  des 
sen  magnetische  Wirkung  auf  die  Kerne  jener  von  S9  gleich  und  entgegen- 
gesetzt ist;  werden  also  Tt  und  Tt  gleichzeitig  niedergedrückt,  so  werden  die 
Hebel  von  Rt  und  R9  angezogen ,  der  Hebel  von  R9  dagegen  geht  an  den 
Rnhecontact,  schliesst  die  Localbatterie  und  setzt  den  Schreibapparat  Mt  in 
Gang.  Dieser  Schreibapparat  wird  sonach  nur  bei  den  Stromstärken  St  oder 
S9  durch  die  Relais  Bt  oder  R9  in  Bewegung  gesetzt,  nicht  aber  bei  der 
Stromstärke  St ;  er  schreibt  also  Mos  die  mit  Tt  gegebenen  Zeichen  auf. 

B.  Derselbe  Zweck  dürfte  sich  auch  auf  folgende  Weise  erreichen  las- 
sen: Man  schalte  in  die  Leitung  zwei  Relais  Ä,  und  R9  hintereinander 
ein,  von  denen  aber  nur  Rt  eine  zweite  Multiplication  hat.  Diebeiden 
Relais  sind  so  eingestellt,  dass  R9  auf  die  Stromstärken  St  und  Sa,  nicht  aber 
auf  St  anspricht ,  während  der  Hebel  von  Bt  auch  durch  St  angezogen  wird. 
Ferner  steht  Rt  mit  R9  so  in  Verbindung,  dass,  wenn  der  Hebel  des  Letzte- 
ren angezogen  ist,  ein  localer  Strom  durch  die  äussere  Multiplication  von 
R,  geht  und  zwar  von  solcher  Stärke,  dass  er  die  Wirkung  vonS,  auch  auf  das 
Relais  Bt  aufhebt.     Zufolge  dieser  Anordnung  wird  daher  die  Stromstärke 


*)  Doch  sind  dabei  die  Pole  des  Elektromagnets  gerade  die  entgegengesetzten 
als  bei  der  Wirkung  der  Aasgleichungsbatterie,  und  bei  der  Umkehrung  der  Pole 
konnte  das  Relais  möglicher  Weise  seinen  Anker  momentan  loslassen.  Vergl.  Zeitschr. 
d.  Tel.-Ver.  III,  8.  6. 
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St  das  Beiais  /?,  und  den  damit  verbundenen  Morse  Mt  in  Thätigkeit  setzen, 
hingegen  Bt  nicht;  Sf  wird  eine  Anziehung  des  Hebels  von  J?t  u°d  ^2  be- 
wirken, während  die  Wirkung  auf  Bt  durch  den  gleichzeitig  geschlossenen 
Localstrom  aufgehoben  wird.  S9  endlich  wird  auf  Bt  und  mit  der  Differenz 
£,  —  S2  auch  auf  Bt  einwirken.  Es  wird  somit  Mt  die  mit  dem  Taster  T„ 
Mx  die  mit  dem  Taster  Tt  auf  der  andern  Station  gegebenen  Zeichen  auf- 
schreiben . 

Nach  diesen  Methoden  wird  es  aber  nicht  nur  möglich,  dass  eine  Sta- 
tion I  gleichzeitig  2  Telegramme  nach  einer  zweiten  Station  II  giebt,  sondern 
es  kann  auch  die  Station  I  gleichzeitig  2  Telegramme  auf  demselben  Drahte 
an  2  verschiedene,  in  derselben  Richtung  liegende  Stationen  II  und  III  mit 
oder  ohne  Translation  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  II,  S.  223)  befördern,  ja  man 
braucht  dazu  nicht  einmal  stets  auf  beiden  Stationen  s  am  mt  liehe  erwähnte 
Relais  (vergl.  C).  Es  lässt  sich  endlich  auch  die  Anordnung  in  der  Station  II  so 
treffen,  dass  die  Stationen  I  und  II  gleichzeitig  Telegramme  nach  III  geben 
können;  ein  Schema,  wonach  die  Anordnung  in  II  in  diesem  Falle  getroffen 
werden  kann,  giebt  Dr.  Stark  in  der  Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  (II,  S.  224);  da- 
bei ist  nämlich  in  II  ein  Schreibapparat  Mx  aufgestellt,  welcher  die  von  I  in 
II  einlangenden  Zeichen  durch  Translation  nach  III  weiter  giebt,  also  die 
Stelle  von  7\  in  II  vertritt,  während  das  von  II  selbst  zu  gebende  Telegramm 
mittelst  eines  Tasters  Tt  gegeben  wird,  welcher  mit  Mt  in  ähnlicher  Weise 
verbunden  ist,  wie  in  Fig.  34  Tt  mit  7\. 

C.  Es  ist  nicht  schwer  zu  sehen,  dass  bei  den  beiden  vorstehend  be- 
schriebenen Methoden  ein  Zerreissen  der  Schrift  auf  Mt  zu  befürchten  steht; 
denn  die  Schliessungsweise  der  Localbatterie  für  diesen  Schreibapparat 
wechselt  bei  der  enteren  Methode,  so  oft  T%  gleichzeitig  niedergedrückt  oder 
losgelassen  wird ;  bei  der  zweiten  Methode  aber  kann  Rx  auf  St  eine  kurze 
Zeit  hindurch  mit  ansprechen  und  Mt  schreiben  lassen,  so  lange  nämlich,  als 
der  Relaishebel  in  /?»  aus  der  Ruhelage  sich  zum  Arbeitscontact  bewegt. 
Ausserdem  tritt  eine  kurze  Unterbrechung  der  Leitung  im  Taster  Tt  ein, 
während  die  Feder  f  sich  von  m  nach  m  bewegt.  Bei  weiteren,  im  Februar 
1850  angestellten  Versuchen  mit  diesen  beiden  Einschaltungsweisen  stellten 
Bich  denn  auch  dieselben  als  umständlich  und  nicht  zuverlässig  genug  her- 
aus; bei  fortgesetzter  Beschäftigung  mit  diesem  Gegenstande  fand  Dr.  Stark 
gegen  Ende  des  Februar  eine  vervollkommnete  und  vereinfachte  Methode, 
welche  im  Maihefte  des  Jahrgangs  1856  der  Sitzungsberichte  der  mathemat.- 
naturwissenschaftl.  Klasse  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften 
(Bd.  20,  S.  53t)  abgedruckt  ist.  Man  kann  nach  dieser  Methode  nicht  nur 
gleichzeitig  von  einer  Station  2  verschiedene  Telegramme  an  ein  und  die- 
selbe zweite  Station  oder  an  zwei  verschiedene  in  derselben  Richtung  gele- 
gene Stationen  geben,  sondern  es  können  auch  zwei  verschiedene  Stationen 
mit  einer  dritten  vor  ihnen  liegenden  gleichzeitig  correspondiren,  ja  es  dürfte 
sich  ermöglichen  lassen,  dass  zwei  Stationen  gleichzeitig  vier  Telegramme 
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mit  einander  wechseln.  Dem  Principe  nach  würde  auch  eine  dreifache 
gleichzeitige  Correspondenz  in  derselben  Richtung  möglich  sein.  Wenn 
man  jedoch  bedenkt,  dass  hei  drei  Tastern  bezüglich  des  Zusammentreffens 
der  gegebenen  Zeichen  sieben  verschiedene  Fälle  vorkommen  können,  so- 
nach auch  sieben  verschiedene  Stromstärken  in  Anwendung  kommen  müss- 
ten,  so  leuchtet  ein,  dass  die  Sache,  so  weit  getrieben,  nicht  praktisch  an- 
wendbar sein  könne. 

Die  beiden  Taster  J,  und  Tt ,  mittelst  deren  die  Telegramme  gegeben 
werden,  sind  wieder  so  eingerichtet  und  mit  den  Elementengruppen  der 
Linienbatterie  verbunden,  dass,  wenn  sie  einzeln  niedergedrückt  werden, 
Ströme  von  der  Stärke  St  oder  St ,  dagegen  ein  Strom  von  der  Stärke  S9  in 
die  Leitung  geht,  wenn  T%  und  Tt  gleichzeitig  geschlossen  werden.  Die 
Ströme  unterscheiden  sich  nicht  durch  ihre  Richtung,  sondern  blos  durch 
ihre  Stärken.  Man  könnte  sich  zweier  gewöhnlicher  Taster  bedienen,  um 
drei  Ströme  von  verschiedener  Stärke  in  die  Leitung  zu  senden ;  denn  man 
brauchte  nur  die  Axe  des  Tasters  T{  mit  der  Luftleitung,  den  Arbeitscontact 
mit  dem  positiven,,  den  Ruhecontact  mit  dem  negativen  Pole  der  ersten 
Batterieabtheilung  und  letzteren  zugleich  mit  der  Axe  von  Tt  zu  verbinden, 
den  Arbeitscontact  von  Tt  aber  mit  dem  positiven  Pole  der  zweiten  Batterie- 
abtheüung  und  endlich  den  Ruhecontact  von  Tt  mit  dem  negativen  Pole  der 
zweiten  Abtheilung  und  mit  der  Erde  zu  verbinden.  Allein  dabei  würde 
beim  Sehweben  des  einen  der  beiden  Tasterhebels  die  Leitung  unterbrochen 
und  mithin  auch  ein  durch  den  andern  Taster  abgesendeter  Strom  abgebro- 
chen, wodurch  in  der  Schrift  Lücken  entstehen.  Besser  noch  als  bei  der  in 
Fig.  34  angegebenen  Einrichtung  erfüllt  der  Taster  seinen  Zweck,  wenn 
man  ausser  der  Feder  f  noch  eine  zweite  (silberne)  Feder  ft  anbringt,  und 
diese  beim  Niederdrücken  des  Tasters  durch  eine  am  Tasterhebel  ange- 
brachte Stellschraube  auf  einen  mit  dem  Punkte  m  leitend  verbundenen  me- 
tallenen Stift  aufdrücken  lässt,  welcher  mit  seinem  untern  isolirten  Ende  auf 
der  Feder  f  ruht  und  diese  in  demselben  Augenblicke,  wo  fx  sich  auf  den 
Stift  auflegt,  von  m  losdrückt  Der  Taster  Tt  braucht  blos  diese  Einrich- 
tung, Tt  dagegen  noch 
die  eines  gewöhnlichen 
Tasters.  Die  Einschal- 
tung der  beiden  Taster 
zeigt  Fig.  35.  Das  Kupfer 
der  Batterieabtheilung  a 
ist  mit  der  Feder  f{  von 
Tl9  das  Zink  derselben 
mit  der  Feder  f  von  Tty 
das  Kupfer  von  b  mit  dem 
Amboss  1,  das  Zink  von  b  mit  dem  Kupfer  in  c  und  das  Zink  von  c  mit  der 
Feder  ft  von  T%  durch  Metalldrähte  verbunden;  ferner  ist  die  Tasteraxe  2 
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von  Tf  mit  der  Feder  f  in  Tv  der  Ruhecontact  3  nnd  der  Punkt  m  in  Tt  un- 
ter sich  und  mit  der  Erdleitung  E  in  Verbindung  gesetzt,  -während  an  den 
Punkt  m  in  Tx  die  Luftleitung  L  eingeführt  ist.  Wird  nun  der  Hebel  von 
Tx  niedergedrückt,  so  tritt  durch  die  zwischen  m  und  fx  hergestellte  Verbin- 
dung ein  der  Elementengruppe  a  entsprechender  Strom  St  in  die  Leitung 
aus,  denn  das  Zink  von  a  ist  über  f  und  m  in  Tt  mit  der  Erde  in  Verbin- 
dung, mag  Tt  ruhen  oder  schweben.  Wird  der  Taster  Tt  allein  niederge- 
drückt, so  tritt  das  Kupfer  von  b  durch  die  hergestellte  Verbindung  zwischen 
der  Axe  2  und  dem  Arbeitscontact  1  in  T%  über  /  und  m  in  Tt  (mag  T%  ruhen 
oder  schweben)  mit  der  Luftleitung  in  Verbindung,  während  durch  die  an  m 
(dessen  Verbindung  mit  f  aufgehoben  ist)  angedrückte  Silberfeder  fx  in  Tt 
das  Zink  von  c  mit  der  Erde  in  Verbindung  tritt.  Es  geht  sonach  der  den 
Elementen  b  +  c  entsprechende  Strom  St  in  die  Leitung.  Werden  endlich 
beide  Tasterhebel  gleichzeitig  niedergedrückt,  so  liefern  sämmtliche  Ele- 
mente a  +  b  +  c  den  Strom  S„  indem  das  Kupfer  von  a  über  fx  und  ro  in  Tt 
mit  der  Luftleitung  X  und  das  Zink  von  c  über  fx  und  m  in  Tt  mit  der  Erde 
in  Verbindung  treten,  während  die  Federn  /  in  beiden  Tastern  von  m  losge- 
gedrückt  und  die  an  sie  geführten  Drähte  isolirt  sind. 

Der  von  der  andern  Station  etwa  ankommende  Strom  nimmt,  wenn 
beide  Tasterhebel  in  der  Buhelage  sind,  seinen  Weg  von  m  und  fin  Tu  Axe  2 
und  Ruhecontact  3  in  T%  seinen  Weg  zur  Erde;  es  kann  demnach  auch  wäh- 
rend der  Gorrespondenz,  nämlich  in  den  Momenten,  wo  keiner  der  beiden 
Taster  niedergedrückt  ist,  ein  ankommender  Strom  durch  ein  zwischen  dem 
Ruhecontact  in  Tt  und  der  Erdplatte  E  eingeschaltetes  Relais  gehen,  ohne 
dass  dasselbe  von  dem  von  der  eigenen  Station  abgesendeten  Strome  mit 
durchlaufen  wird. 

Auf  der  Empfangsstation  sind  3  Relais  Ä,,  Ät  und  R%  (Fig.  35)  hinter 
einander  in  die  Leitung  eingeschaltet.  Zwei  derselben,  R{  und  i?„  sind  der 
Art,  wie  sie  bei  dem  Morse  -  Apparate  gewöhnlich  im  Gebrauch  sind,  das 
dritte,  Rt}  aber  ein  sogenanntes  Translator«  oder  Doppelcontact- 
Relais.  Diese  3  Relais  werden  so  regulirt,  dass  der  Anker  von  Rt  durch 
die  Wirkung  eines  jeden  der  3  Ströme  St ,  St  und  &s  angezogen  wird,  wäh- 
rend der  von  Rt  durch  S%  und  5,  aber  nicht  durch  St  und  endlich  der  von 
Rs  nur  durch  S9  in  Bewegung  gesetzt  wird,  was  sich  bei  entsprechenden 
Stromdifferenzen  leicht  durch  die  gehörige  Spannung  der  Federn  und  Stel- 
lung der  Contactschrauben  erreichen  lässt.  Der  Schreibapparat  M9  ist  mit 
Rt  und  der  Localbatterie  bt  wie  gewöhnlich  in  Verbindung  und  schreibt,  so 
oft  Rt  anspricht  d.  h.  sein  Hebel  sich  auf  die  untere  Contactschraube  auf- 
legt; ebenso  Mx  mit  R%  und  bt\  Rt  ist  gleichfalls  mit  Mx  und  bx  verbunden, 
jedoch  derartig,  dass  der  Hebel  und  der  Ständer  der  obern  Contactschraube 
von  Rt  Theile  dieser  Localkette  bilden  und  diese  demnach  nur  dann  durch 
den  Hebel  von  Rt  geschlossen  werden  kann ,  wenn  gleichzeitig  der  Anker 
von  Rt  nicht  angezogen  ist,  mithin  der  Hebel  dieses  Relais  an  der  obern 
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Contactschraube  anliegt.  Wird  nun  der  Taster  Tt  allein  niedergedrückt,  so 
wird  durch  den  Strom  £,  der  Hebel  von  Bx  allein  angezogen,  der  Hebel  von 
Bt  bleibt  in  der  Ruhelage,  die  Localbatterie  bt  wird  geschlossen  und  Mx  in 
Thätigkeit  gesetzt;  es  werden  somit  die  von  Tx  gegebenen  Zeichen  unter 
Vermittelung  von  Bt  auf  ü/j  allein  niedergeschrieben.  Wird  Tt  allein  nie« 
dergedrückt  und  der  Strom  St  durch  die  Leitung  gesendet,  so  werden  die 
Hebel  von  Bx  und  Bt  angezogen;  da  aber  nach  Aufhebung  des  Contaetes 
zwischen  dem  Relaishebel  in  Bt  und  dessen  oberer  Contactschraube  der 
Stromkreis  von  bx  unterbrochen  ist ,  obgleich  in  Bx  der  Hebel  angezogen  ist, 
so  kann  nuri?t  die  Localbatterie  b2  schliessen  und  nur  Mt  schreibt  die  auf  Tt 
gegebenen  Zeichen  nieder.  Werden  endlich  beide  Tasterhebel  gleichzeitig 
niedergedrückt,  so  werden  durch  den  Strom  Ss  in  der  Leitung  alle  3  Relais- 
hebel angezogen,  durch  B3  und  B9  beide  Localbatterien  bt  nnd  bt  geschlossen 
und  Mt  und  Mx  schreiben  gleichzeitig  das  von  Tt  und  Tx  gleichzeitig  gege- 
bene Zeichen. 

Die  auf  Tt  gegebenen  Zeichen  werden  sonach  von  Mx  entweder  durch 
Vermittelung  von  Bx  oder  Bz  aufgezeichnet,  je  nachdem  Tx  allein,  oder 
gleichzeitig  mit  Tt  niedergedrückt  wird ;  ja  es  kann  selbst  ein  langes,  auf  Tx 
gegebenes  Zeichen  zum  Theil  durch  Ä„  zum  andern  Theil  von  Bs  hervorge- 
bracht werden.  Deshalb  müssen  aber  die  Hebel  der  Relais  B2  und  B9  eine 
möglichst  kleine  Bewegung  von  Contact  zu  Contact  erhalten ,  damit  nicht 
etwa  der  Schreibapparat  Mx  beim  Uebergange  von  der  Schliessung  durch  Bt 
zur  Schliessung  durch  Ä8,  oder  umgekehrt,  absetzt. 

Bei  Versuchen,  welche  Dr.  Stark  mit  dieser  Einschaltungsweise  auf  der 
Linie  Tri  est -Wien  anstellte,  wurden  sowohl  von  Gratz  gleichzeitig  nach 
Wien ,  wie  auch  von  Triest  und  Gratz  nach  Wien  zwei  verschiedene  Tele- 
gramme auf  demselben  Drahte  gegeben.  Triest  und  Gratz  gaben  Depeschen 
von  mehr  als  150  Worten,  die  beide  in  Wien  vollständig  gelesen  wurden,  ob- 
gleich in  Gratz  zur  Uebertragung  nur  ein  gewöhnlicher  Morse  verwendet 
wurde. 

Soll  eine  Station  I  an  zwei  verschiedene  Stationen  II  und  III  derselben 
Linie  zwei  verschiedene  Telegramme  geben,  so  braucht  nur  die  eine  der  bei- 
den letzteren,  z.  B.  II,  die  angegebene  Einrichtung,  während  die  andere, 
III,  nur  einen  gewöhnlichen  einfachen  Apparat  nöthig  hat.  Diese  letztere 
Station  darf  nur  die  Spannfeder  an  ihrem  Relais  so  ßtark  spannen ,  dass  der 
Hebel  durch  den  Strom  St  nicht  angezogen  wird ,  worauf  das  Relais  nur  die 
mit  Tt  gegebenen  Zeichen  wiedergeben  wird,  weshalb  das  für  die  Station  IH 
bestimmte  Telegramm  auf  dem  Taster  Tt  gegeben  werden  muss.  Station  II 
kann  dabei  natürlich  beide  Telegramme  aufnehmen. 

2.    Doppelsprecher  von  Siemens  &  Halske. 

Nach  der  Veröffentlichung  der  beiden  ersten  Methoden  des  Dr.  Stark 
in  der  Zeitschrift  des  deutsch -österreichischen  Telegraphen -Vereins  (II, 
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8.  220)  machten  Siemens  &  Hai ske  in  Berlin  in  derselben  Zeitschrift  (II, 
S.  296)  die  vom  21.  Januar  1850  datirte  Mittheilung,  „  dass  sie  schon  zu  An- 
fang des  Jahres  1855  über  das  Doppelsprechen  Versuche  angestellt  hätten 
und  dabei  von  der  von  Dr.  Stark  mitgetheilten  Idee  ausgegangen,  jedoch 
zu  der  Ueberzeugung  gelangt  wären ,  dass  sich  auf  diesem  Wege  kein  prak- 
tisch brauchbares  Resultat  erreichen  lasse.  Wenn  sie  auch  die  Publicirung 
unterlassen  hätten ,  so  hätten  sie  doch  auch  aus  ihren  Versuchen  kein  Ge* 
heimniss  gemacht  und  u.  A.  im  August  1855  auch  Herrn  Professor  Po uill  et 
in  Paris  davon  Mitth  eilung  gemacht. "  Eine  Beschreibung  ihrer  Methoden 
Hessen  sie  kurz  darauf  in  Poggendorffs  Annalen  (Bd.  08,  S.  128)  folgen. 
Sie  benutzen  ebenfalls  Ströme  von  gleicher  Richtung  und  zwar  zwei 
Batterien  von  verschiedener  Stärke,  welche,  je  nachdem  der  erste,  zweite 
oder  beide  Taster  niedergedrückt  wird,  die  Ströme  &l9  S9  oder  S9  in  die  Lei- 
tung senden. 

A.  Bei  der  ersten  Einschaltungsweise  werden  auf  der  Empfangsstation 
nur  2  R  elais  verwendet  und  es  stimmt  deren  Einrichtung  und  Einschaltung 
ganz  mit  der  2.  Ein  schal  tun  gs  weise  von  Stark  (vergl.  1,  B.)  überein,  nur 
benutzten  Siemens  &  Hai  ske  die  Localbatterie  für  die  beiden  Schreibap- 
parate unter  Mitwirkung  eines  Rheostats  zugleich  als  Ausgleichungsbatterie 
für  das  Relais  /?„  während  Stark  dazu  eine  besondere  Batterie  anwendete. 
Das  Resultat  der  Versuche  mit  dieser  Methode  war  ungünstig,  hauptsächlich 
weil  die  Wirkung  des  Relais  Rt  zu  träge  ist,  wenn  die  Ausgleichungsspirale 
durch  die  Localbatterie  geschlossen  ist. 

B.  Eine  zweite  Einschaltungsweise  unterscheidet  sich  von  der  eben 
erwähnten  nur  dadurch,  dass  derjenige  Draht,  welcher  nach  der  zur  Aus- 
gleichung dienenden  äusseren  Multiplication  des  Relais  Rx  führt,  von  dem 
andern  Batteriepole  abgezweigt  ist,   nämlich  von  demjenigen,  welcher  mit 

den  Axen  der  beiden  Relaishebel  verbunden  ist. 
In  Folge  dessen  ist  aber  diese  äussere  Multipli- 
cation, wie  Fig.  36  zeigt,  stets  von  einem  Strome 
s  der  Localbatterie  b  durchlaufen  und  zwar  in 
demselben  Sinne,  in  welchem  die  Linienströme 
r    Vi-yb  I  S„  St  und  S9  die  inneren  Windungen  des  Relais 

|M»§  I  lMlp  I        Rt  durchlaufen.   Dieser  Strom  *  nimmt  nun  sei- 

L— " 1  nen  Weg  zwar  auch  durch  den  Schreibapparat 

Mx,  ist  aber,  weil  ein  entsprechender  Widerstand 
W  eingeschaltet  ist,  so  schwach,  dass  er  weder 
Mt  noch  Rt  ansprechen  lässt.  Wenn  aber  in 
der  Leitung  noch  der  Strom  5,  vorhanden  ist,  so  summirt  sich  dessen  Wir- 
kung zu  der  des  Localstromes  s  und  beide  vereinigt  bringen  Rx  zum  Anspre- 
chen und  schliessen  dadurch  die  Localbatterie  b  durch  den  Schreibapparat 
Mx  und  dieser  schreibt.  Wird  dagegen  durch  einen  vom  Taster  Tt  in  die 
Leitung  gesendeten  Strom  St  der  Anker  des  Relais  Rt  auf  den  Arbeitscon- 


Fig.  36. 
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Fig.  37. 


t«et  gelegt,  so  ist  die  Localbatterie  b  durch  Mt  hindurch  kurz  geschlossen 
und  der  Strom  durch  die  Ausgleichungswindungeu  in  Rt  wird  dadurch  so 
schwach,  dass  der  Anker  des  Beiais  Ä,  abfüllt,  obgleich  die  innern  Windun- 
gen dieses  Relais  noch  von  5,  durchlaufen  werden ;  *)  es  schreibt  demnach 
durch  St  nur  Mt.  Geht  endlich  ein  Strom  Sj=S,  +  5^  durch  die  Leitung, 
ae  werden  die  Anker  beider  Relais  angezogen,  die  Localbatterie  durch  beide 
Schreibapparate  geschlossen  und  Mx  und  Mt  schreiben  zugleich. 

C.  Um  die  unzuverlässige  Neutralisation  des  Stromes  St  im  Relais  Rt 
su  umgeben,  fügen  Siemens  ÄHalske 
ein  drittes  Relais  Rt  hinzu,  das  erst  auf 
St  anspricht.  Bei  der  ersten  der  dafür  ge- 
gebenen Einschaltungen  (Fig.  37)  hat  der 
Schreibapparat  Ms  eine  doppelte 
Um  wickelung  des  Elektromagnet  es;  die 
eine  dieser  Umwickelungen  durchläuft  der 
Ton  £„  £,  oder  Sl  durch  Rt  geschlossene  Lo- 

calstrom,  während  die  andere,  in  deren  Stromkreis  der  Ankerhebel  von  Rt 
mit  enthalten  ist,  beim  Ansprechen  des  Relais  Rt  nur  dann  für  den  Strom 
der  Localbatterie  h  geschlossen  wird,  wenn  der  Ankeihebel  von  i?8  in  seiner 
(in  Fig.  37  gezeichneten)  Ruhelage  ist,  also  wenn  Rt  auf  St  anspricht,  nicht 
aber,  wenn  Rt  auf  St  anspricht,  denn  dann  ist  ja  gleichzeitig  mit  Äs  auch  der 
Hebel  von  R9  angezogen ;  im  ersteren  Falle  schreibt  daher  Mx  das  von  Tt 
mit  der  Stromstärke  St  gegebene  Zeichen  nicht  mit,  da  sich  die  beiden,  sei* 
nen  Elektromagnet  in  entgegengesetzter  Richtung  umkreisenden  Zweig- 
ströme der  Localbatterie  in  ihrer  Wirkung  auf  den  Elektromagnet  aufheben; 
im  zweiten  Falle  aber  geben  Mt  und  Mt  zugleich  das  vou  Tx  und  Tt  zugleich 
mit  der  Stromstärke  Sg  gegebene  Zeichen  wieder. 

D .  Bei  einer  anderen  Ein  schaltun  g  mit  3  R  e- 
1  a  i  s  hat  der  Elektromagnet  des  Relais  /?,  eine  dop- 
pelte Um  Wickelung;  beide  Lagen  dersel- 
ben sind  entgegengesetzt  gewickelt  und  der  Ver- 
einigungspunkt beider  ist,  wie  Fig.  38  zeigt,  nach 
dem  Ruhecontact  des  Hebels  im  Relais  Rt  geführt, 


Fig.  38. 


*)  Dazu  ist  erforderlich,  dass  s  +  St  merklich  grösser  ist  als  St  oder  s  merklich 
grösser  als  St—  St;  sonst  bleibt  der  Anker  haften.  —  Wollte  man  Rt  so  einrichten, 
dass  sein  Ankerhebel  nnr  in  der  Ruhelage  den  Localstrom  schliesst,  so  könnte  man 
die  Einschaltung  so  wählen ,  dass  s  für  gewöhnlich  den  Anker  von  Rt  angesogen  er- 
hält, St  den  Anker  abfallen  macht  und  Mx  durch  Ht  schliesst,  während  St  und  Sa  den 
Anker  von  Rt  wieder  anziehen,  aber  «S,  die  Localbatterie  ausser  durch  Mt  auch  durch 
Mx  schliesst  und  zwar  unter  Mitwirkung  des  jetzt  abgezogenen  Hebels  von  Rty  wel- 
cher sich  etwa  durch  die  Wirkung  von  5,  schwach  durchbiegen  (vergl.  den  Doppel- 
Sprecher  von  Wartmann  II,  5)  und  so  einen  anderweitigen  Schluss  der  Localbatte- 
rie bewirken  könnte.  Sicherer  wäre  aber  wohl  die  Anwendung  eines  dritten,  nur  auf 
S9  ansprechenden  Beiais. 
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während  die  Aze  dieses  Hebels  mit  dem  nach  Bt  zu  liegenden  Ende  der 
Urawickelung  von  Bt  oder  mit  der  Umwickehmg  des  Relais  Bt  leitend  ver- 
bunden ist.  Wenn  nun  blos  ein  Strom  5«  von  Tt  gegeben  die  Leitung  L 
durchkreist,  so  geht  dieser  blos  durch  die  eine  Windungslage  in  Ä,  and 
dann  sofort  durch  den  Hebel  des  Relais  B%  und  durch  die  Multiplications- 
rollen  in  B2  und  Bs  zur  Erde  E\  7?2  und  Bt  sprechen  nicht  an,  daher  wird 
nur  der  Schreibapparat  Mt'  durch  Bt  geschlossen.  Sendet  dagegen  T%  einen 
Strom  St  in  die  Leitung ,  so  wird  auch  der  Anker  in  Rt  angezogen  und  der 
Strom  S%  muss  dann  in  Bt  (das  aber  möglicher  Weise  vorher  momentan  sei- 
nen Anker  anzieht)  beide  Windungen  durchlaufen ,  daher  bleibt  der  von 
demselben  Strome  in  entgegengesetzter  Richtung  umströmte  Kern  van  Bt 
unmagnetisch,  der  Anker  wird  nicht  angezogen  und  Mt  schreibt  nicht,  wohl 
aber  Mt  durch  /?,.  Genau  denselben  Weg  nimmt  ein  durch  gleichzeitiges 
Niederdrücken  der  Taster  Tx  und  T2  in  die  Leitung  gesendeter  Strom  &3, 
auf  welchen  jedoch  i?2  und  Bz  zugleich  ansprechen,  wobei  B2  die  Local- 
batterie  durch  den  Schreibapparat  M2  und  B6  durch  Mx  schliesst  und  somit 
Mt  und  Mt  zugleiph  schreiben. 

Siemens  &  Halske  machten  auch  den  Versuch  (Poggendorffs 
Annalen  08,  S.  132),  ob  sich  eine  mehrfache  gleichzeitige  Benutzung  dessel- 
ben Drahtes  dadurch  erzielen  lasse,  dass  man  das  eine  Telegramm  mittelst 
sehr  schnell  aufeinanderfolgender  Ströme  von  gleicher  Stärke  und  Daner 
aber  abwechselnder  Richtung  (z.  B.  mittelst  Inductionsströme) ,  das  andere 
aber  durch  einen  schwachen  konstanten  Strom  befördert;  sie  halten  aber, 
weil  die  Anwendung  zu  starker  Ströme  im  Allgemeinen  unzweckmässig  ist 
und  so  schnell  wechselnde  Ströme  wegen  der  auftretenden  Ladungserschei- 
nungen nicht  auf  grosse  Entfernungen  fortgepflanzt  werden  können,  diese 
Methode  eben  so  wenig  für  eine  praktische  Anwendung  geeignet,  obwohl 
erstere  Ströme  den  Kern  eines  Elektromagnetes  nicht  magnetisiren ,  wäh- 
rend sie  ein  elektrodynamisches  Relais  (z.  B.  ein  Weber'sches  Elektro- 
dynamometer  mit  Contactvorrichtung)  in  Thätigkeit  setzen,  und  obwohl  da- 
gegen der  schwache  constante  Strom  den  Elektromagnet,  nicht  aber  das 
stärkere  Ströme  bedürfende  Elektrodynamometer  zur  Wirkung  kommen 
lässt.  Endlich  haben  Siemens  &  Halske  auch  versucht  (Zeitscbr.  des 
Tel.-Vor.  III,  S.  55) ,  die  Abstossung  gleich  stark  magnetisirter  drehbarer 
Magnete ,  welche  bei  beträchtlicher  Ungleichkeit  der  Ströme  in  Anziehung 
fibergeht,  bei  dem  leichtesten  Relais  zu  benutzen,  haben  indess  hiermit  we- 
niger gute  Resultate  erzielt,  wie  bei  andern  Stromcombinationen ,  bei  An- 
wendung von  3  Relais. 

3.    Doppelsprecher  von  Kramer. 

Um  Unterbrechungen  der  Leitung  während  des  Schwebens  des  einen 
Tasterhebels  gänzlich  zu  verhüten,  wendete  der  Oberlehrer  Dr.  Aug.  Kra- 
mer in  Berlin  bei  seinen,  am  13.  Februar  1866  der  Redaction  der  Zeitschrift 
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des  deutsch -österreichischen  Telegraphen -Vereins  tibergebenen  Methoden 
(diese  Zeitschr.  III,  S.  56)  die  in  Fig.  39  skizzirte  Einschaltung  des  Tasters 
an,  welche  übrigens,  wie  an  der  betreffenden  Stelle  erwähnt 
wurde,  Dr.  Gintl  im  Mai  1855  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  II,  S.  130) 
schon  für  die  eine  Methode  des'  Oegensprechens  mit  dem  che-' 
mischen  Schreibapparat  in  Vorschlag  gebracht  hatte.  Es  ist  bei 
dieser  Einschaltung  der  Ruhecontact  des  Tasters  mit  der  Luft- 
leitung L  und  dem  einen  Batteriepole,  die  Tasteraxe  mit  der 
Erdleitung  E  und  dem  andern  Batteriepole  verbunden ;  es  ist  y.  J*f  ■ 
demnach  die  Telegraph irbatt er ie  B  kurz  geschlossen,  so  lange 
der  Taster  ruht,  dagegen  sendet  sie  ihren  Strom  in  die  Leitung,  sobald  sich 
der  Taster  vom  Buhecontact  entfernt  hat.  Man  erlangt  dabei  zugleich  den 
Vortheil,  dass  die  zwei  Telegraphieren  bei  dieser  Anordnung  nicht  auf  der- 
selben Station  befindlich  sein,  auch  die  beiden  Telegramme  nicht  unbedingt 
nach  derselben  Richtung  gegeben  werden  müssen,  sondern  unter  Voraus- 
setzung einer  vollständigen  Isolirung  der  Leitung  würden  von  vielen  in 
demselben  Stromkreise  befindlichen  Stationen  (von  denen  aber  jede  mit 
sämmtlichen  Apparaten  versehen  sein  muss)  immer  zwei  gleichzeitig 
sprechen  und  alle  Stationen  ohne  Ausnahme  gleichzeitig  beide  Nachrich- 
ten aufnehmen  können ,  so  dass  das  Gegensprechen  auf  demselben  Drahte 
als  ein  besonderer  Fall  der  vorliegenden  Lösung  des  Doppelsprechens  er- 
scheint. Wollte  man  also  von  der  Kram  er 'sehen  Einschaltung  zum  Ge- 
gensprechen Gebrauch  machen ,  so  müsste  wenigstens  eine  der  beiden  Sta- 
tionen mit  allen  zum  Doppelsprechen  nöthigm  Apparaten  ausgerüstet  sein, 
und  ausserdem  würden  auch  in  ihr  nicht  blos  die  von  der  andern  Station 
ankommenden  Zeichen  zum  Vorschein  kommen,  sondern  auch  die  eigenen, 
von  ihr  ausgehenden. 

A.  Bei  der  ersten  seiner  beiden  Doppel.sprcchinethoden  wendet  Kra- 
mer ebenfalls  3  gleichgerichtete  Ströme  von  verschiedener  Stärke 
Sj<  S2<  Ss  an  und  auf  der  empfangenden  Station  3  Relais,  von  denen 
Ä,  auf  alle  3  Stromstärken,  /?a  nur  auf  die  Stromstärken  S2  und  &s,  B9  end- 
lich blos  auf  Sz  =  St  +  S2  anspricht,  bei  Verminderung  der  Stromstärke  aber 
seinen  Anker  sogleich  wieder  loalässt. 

B.  Bei  der  andern  Methode  werden  entgegengesetzt  gerichtete 
Ströme  benutzt  und  die  Einschaltung  der  Batterien  so  gewählt,  dass  der 
Taster  Tx  einen  Strom  — 5,  der  Taster  Tt  einen  Strom  +  2S,  also  beide 
Taster  zusammen  einen  Strom  +  S  in  die  Leitung  senden.  Auf  der  Em- 
pfangsstation läuft  der  Strom  nach  einander  um  die  Elektromagnete  der 
drei  Relais  Rl%  B2  und  R9.  Die  Anker  von  Rt  und  Rs  sind  magnetisch, 
entweder  selbst  Stahlmagnete,  oder  durch  kräftige ,  in  der  Nähe  passend 
angebrachte  Stahlmagnetpole  magnetisch' erhaltene  Eisenstäbchen;  das  po- 
larisirte  Relais  Rx  spricht  nur  auf  negative,  B9  nur  auf  positive  Ströme  von 
jeder  Stärke  an ;  B2  ist  ein  Relais  mit  unmagnetischem  Anker  und  spricht 
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nur  auf  25  an.     Die  Schreibapparate  Mx  und  Mt  sind  in  die  Kreise  zweier 
Localbatterien  bi  und  b%  eingeschaltet,  wie  es  Fig.  40  zeigt;   so  lange  kein 

Strom  durch  die  Relais  gebt,  ist  die  Bat- 

| r~ ~ — i terie  bt  über  die  in  der  Ruhelage  befind- 

^"  |i  ***»      ^  k ^Y  ^v-v~       liehen  Relaishebel  «,  und  o,  kurz   ge- 

£_  |     v^9  schlössen,  sendet  also  nur  einen  soschwa- 

M  0  |      (rW    \uA.  I      *  chen  Zweigstrom  über  ös  durch  ilfj,  dass 

J  1        ^^H  dieser  Schreibapparat  nicht  ansprechen 


frig.  40.  kann.     Sendet  Tt  den  Strom  —  S  in  die 

Leitung,  so  spricht  Rl  an,  die  Batterie  bx 
kommt  aus  dem  kurzen  Schluss  und  sendet  nun  ihren  Strom  durch  Mx  ,  so 
dass  dieser  das  auf  T\  gegebene  Zeichen  niederschreibt.  Sendet  Tt  den 
Strom  +2S  durch  die  Leitung,  so  werden  in  R9  und  R3  die  Hebel  o,und  as 
angezogen,  durch  a8  die  Batterie  b%  geschlossen,  weshalb  M%  schreibt,  da- 
gegen durch  at  und  a9  sowohl  der  kurze  Schluss  der  Batterie  biy  als  auch 
der  Schluss  dieser  Batterie  durch  Mt  überhaupt  beseitigt,  und  Mx  kann  nicht 
schreiben.  Werden  endlich  Tt  und  Tt  gleichzeitig  niedergedrückt,  so  ist 
nur  ein  Strom  +  S  in  der  Leitung,  und  nur  in  R3  wird  der  Hebel  <z3  ange- 
zogen ,  dadurch  wird  aber  bt  durch  Mt  und  bl  durch  Mt  hindurch  geschlos- 
sen und  jetzt  schreiben  beide  Schreibapparate. 

Wird  Tt  bleibend  niedergedrückt,  während  Tt  telegraphirt,  so  wechselt 
die  Stromstärke  zwischen  +2S  und  +  £;  bei  +2Ä  halten  R%  und  Rz  «u- 
gleich  ihre  Anker  angezogen,  bei  +  S  hält  ihn  nur  Rz  noch  fest,  während 
R%  ihn  loslässt,  folglich  bewegt  sich  blos  a%  hin  und  her;  der  Schreibappa- 
rat M%  hält  den  Schreibhebel  ununterbrochen  angezogen  und  erzeugt  einen  zu- 
sammenhängenden Strich ;  in  Mt  dagegen  wird  der  Hebel  abwechselnd  angezo- 
gen und  losgelassen,  und  dieser  Schreibapparat  schreibt  die  auf  Tx  gegebene 
Nachricht.  Wenn  umgekehrt  Tt  bleibend  niedergedrückt  wird  und  T%  spricht, 
so  wechselt  die  Stromstärke  zwischen +5  und—  S,  der  Hebel  a2  bleibt  gänzlich 
in  Ruhe,  erhält  also  den  Schluss  der  Localbatterie  ununterbrochen,  wogegen  a, 
und  a3  sich  abwechselnd  bewegen.  Bei  +5  ist  a9  angezogen  und  schliesst  da 
durch  b%  durch  Mf1  während  es  gleichzeitig  den  kurzen  Schluss  von  b%  be- 
seitigt, weshalb  Ml  und  M%  zugleich  schreiben.  Wenn  nun  die  Stromstärke 
+  S  durch  Null  in  — S  umsetzt,  so  wird  at  angezogen,  «8  losgelassen,  wobei 
der  kurze  Schluss  von  bt  auch  nicht  einen  Augenblick  hergestellt  wird,  also 
Mx  ununterbrochen  den  Schreibhebel  angezogen  erhält  und  in  dem  zu  schrei- 
benden Striche  nicht  absetzt.  Aehnlich  ist  es,  wenn  — S  wieder  in  +5 
umschlägt. 

4.  Doppelsprecher  von  Dune k er. 

Ueber  den  Doppelsprecher  von  Duncker  findet  sich  in  den  Annales 
telegraphiques  (1861,  S.  145)  eine  kurze  aus  Du  Moncel's  revue  des  applica 
tions  de  Velectricite  pour  1857  et  1858  entnommene  Notiz.  Derselbe  ist  dem 
Stark'schen  ähnlich:     Zwischen   den  2  Schenkeln  eines  Elektromagneten 
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bewegen  sieb  Hämmer,  welche  die  Localbatterie  schliessen,  wenn  sie  von 
einem  der  Schenkel  angezogen  werden;  die  Hämmer  werden  durch  ver- 
schieden starke  Kräfte  zurückgehalten,  so  dass  der  Erste  sich  nur  unter  der 
Wirkung  eines  Stromes  S,  der  zweite  durch  25,  der  dritte  durch  35  u.  s.  w. 
bewegen  kann;  damit  jeder  Hammer  sich  nur  bei  seiner  Stromstärke,  nicht 
Aber  auch  bei  stärkeren  Strömen  bewege,  hat  Dune ker  ein  sehr  verwickel- 
tes Stromtheilungssystem  erdacht,  mittelst  dessen  jeder  Hammer,  wenn  er 
angezogen  ist,  auf  alle  vorhergehenden  Hämmer  wirkt  und  sie  .hindert,  den 
Strom  der  Localbatterie  zu  schliessen. 

5.  Doppelsprecher  von  Wartmann. 
In  den  Archwes  des  sciences  physiques  et  naturelles,  decembre  1860  (vergl. 
Annales  telegraphiques ,  1861,  S.  161)  giebt  Wartmann  eine  allgemeine  Lö- 
sung nach  dem  Princip  von  Stark.  Zu  n Depeschen  braucht  die  Station  I 
n Taster;  der  erste  sendet  einen  Strom  St ,  der  zweite  einen  Strom  St^>Sv 
%.  B.  S%  =  2Sn  der  dritte  einen  Strom  S3  >S2,  z.  B.  &,  =  4&,  u.  s.  w.  in  die 
Leitung.  Sind  2  Taster  zugleich  niedergedrückt,  so  verstärken  sich  ihre 
Ströme.  Zur  Aufnahme  von  n Telegrammen  braucht  die  Station  II  soviel 
Relais,  als  es  Combinationen  der  Taster  giebt,  also  2n —  1 ;  der  Strom  durch- 
läuft alle  Relais  zugleich  und  diese  wirken  auf  «Zeichenempfänger  (Schreib- 
apparate).   Für  n=2  giebt  Fig.  41  die  Anordnung.    Am  Ende  von  Tx  sind 


Fig.  41. 
zwei  Stellschrauben  a,  und  ct,  und  zwar  ista,  doppelt  so  weit  von  derDreh- 
axe  fx  entfernt,  als  der  Griff/,;  in  seiner  Ruhelage  drückt  der  Tasterhebel 
die  Feder  gt  auf  den  Amboss  dx  nieder;  beim  Niederdrücken  des  Griffs  be- 
gleitet gx  die  Stellschraube  cx ,  bis  gx  an  das  Knöpfchen  p1  anstösst ,  in  dem 
Momente,  in  welchem  der  Hebel  seine  grösste  Geschwindigkeit  hat;  gleich 
darauf  hebt  die  Schraube  ax  die  Feder  kx ;  da  die  Enden  der  Stellschrauben 
ax  und  cx  nahezu  eben  so  weit  von  einander  entfernt  eingestellt  sind,  wie  die 
Knöpfchen  ix  und  px  zwischen   den  Federn  gx  und  kx ,  so  wird  der  Strom 
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bei  der  Tasterbewegung  nur  eine  höchst  kurze  Zeit  unterbrochen ;  damit 
auf  dem  Rückwege  des  Tasterbebeis  dasselbe  eintrete,  muss  die  Spannfeder 
xx  entsprechend  gespannt  sein.  Der  Taster  T2  ist  ganz  ähnlich  eingerich- 
tet ,  nur  ist  p%  eine  Stellschraube ,  welche  in  dem  Falle ,  wenn  beide  Batte- 
rien in  Thätigkeit  sind,  gebraucht  wird.  Die  Federn  kly  Ar2,  gx  und  g2  und 
die  Knöpfeben  ilf  t2,  pt  und  p9  sind  an  verticalen  Metallwänden  angebracht 
und  gegen  diese  isolirt.  Sind  beide  Taster  in  Kühe,  so  kann  ein  aus  der 
Leitung  L  ankommender  Strom  durch  das  Relais  R  zur  Erde  E  gelangen. 
Ist  blos  Tx  niedergedrückt,  so  geht  der  Strom  von  Bv  ist  blos  T%  niederge- 
drückt, sogehtderStromi?,  in  die  Leitung,  sind  aber  Tx  und  ^gleichzeitig nie- 
dergedrückt, so  verstärken  sich  die  Ströme  von  2?jUnd  B%  in  der  Leitung.  Da- 
bei hat  B%  doppelt  so  viel  Elemente  als  Bl  und  man  erhält  daher  in  den  ge- 
nannten 3  Fällen  die  Stromstärken  Sv  S2=2Sl  und  58=3S1.  In  der  Em- 
pfangsstation durchläuft  der  Strom  stets  3  Relais  JRV  B2  und  Rv  von  denen 
i?8  erst  auf  S8,  R%  auch  auf  S9  und  Bl  auf  alle  3  Stromstärken  anspricht 
Giebt  blos  Tt  ein  Zeichen,  so  spricht  blos  Rx  an  und  schliesst  die  Localbat- 
terie  bl%  worauf  der  Schreibapparat  Mx  das  Zeichen  niederschreibt.  Auf 
den  durch  T2  in  die  Leitung  gesendeten  Strom  S$  sprechen  zwar  Rx  und  R% 
an,  aber  blos  die  Localbatterie  b%  wird  durch  M%  hindurch  unter  Vermit- 
telung  der  Feder  m  geschlossen,  während  bx  kurz  geschlossen  ist,  da  sich 
der  Hebel  von  Ä,  gleichzeitig  an  die  Stellschraube  v  gelegt  hat  und  der 
Hebel  von  i?3  noch  an  der  Schraube  n>  anliegt.  Sind  endlich  Tx  und  T% 
zugleich  niedergedrückt,  so  sprechen  alle  3  Relais  an  und  jetzt  schreiben 
beide  Schreibapparate,  da  beide  Localbatterien  nur  durch  die  zu  ihnen  gehö- 
rigen Schreibapparate  geschlossen  sind. 

Wartmann  giebt  noch  eine  andere  Anordnung  mit  blos  2  Relais; 
dabei  ist  der  eine  Ankerhebel  so  biegsam,  dass  er  durch  die  Wirkung  eines 
stärkeren  Stromes  sich  durchbiegt  und  auf  eine  Schraube  auflegt,  welche  er 
bei  der  Anziehung  durch  einen  schwächeren  Strom  nicht  erreicht. 

6.    Doppelsprecher  von  Schröder. 

Gleichzeitig  mit  seinem  Gegensprecher  schlug  Dr.  Eduard  Schreder 

in  Wien  auch  einen  Doppelsprecher  vor  unter  Anwendung  von  2  Strömen 

von  entgegengesetzter  Richtung  und  ver- 

|     5i    &  L      schiedener  Stärke.     Auf  der  gebenden  8ta- 

fjfc  ^% *         tion  verbindet  Schrederdie  beiden  gewöhnlichen 

Morsetaster  Tx  und  T%  nach  Fig.  42  so,  dass  die 
Axe  2  des  Tasters  Tx  mit  der  Luftleitung  L,  die 
des  Tasters  T%  mit  der  Erde  E  verbunden  ist.  Der 
Arbeitscontact  1  des  ersten  Tasters  ist  mit  dem 
Ruhecontact  3  des  Tasters  Ts  leitend  verbunden, 
und  zwar  ist  in  diese  Verbindung  die  ans  2  glei- 
chen Hälften  Bx  und  B%  bestehende  Linienbatterie  als  ein  Ganzes  einge- 
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schaltet;  ausserdem  ist  der  Ruhecontact  3  des  Tasters  Tx  mit  dem  Ruhe- 
contacte  3  des  Tasters  Tr  also  auch  mit  dem  Zinkpole  z  der  Linienbatterie- 
hälfte  B%  in  leitender  Verbindung,  nnd  endlich  ist  ein  Leitungsdraht  von 
dem  Arbeitscontacte  1  des  Tasters  T2  nach  dem  Verbindungsdrahte  zwischen 
dem  Kupferpol  k  der  Batteriehälfte  B%  und  dem  Zinkpol  z  der  Batterie- 
hälfte Bt  geführt.  Wird  nun  auf  jedem  der  beiden  Taster  ein  Telegramm 
abtelegraphirt ,  so  kommen  4  verschiedene  Fälle  vor,  und  in  diesen  wird 
entweder  gar  kein  Strom,  oder  ein  einfacher  positiver,  oder  ein  einfacher 
negativer,  oder  endlich  ein  doppelter  positiver  Strom  in  die  Leitung  gege- 
ben. Ist  nämlich  kein  Taster  niedergedrückt,  so  ist  weder  eine  Batterie- 
hälfte ,  noch  die  ganze  Batterie  geschlossen ,  und  es  wird  daher  auch  kein 
Strom  in  die  Leitung  gesendet.  Wird  nur  auf  7\  ein  Zeichen  gegeben ,  ist 
also  dieser  Taster  allein  niedergedrückt,  so  ist  die  ganze  Batterie  Bx+  B% 
geschlossen  und  dieselbe  sendet  einen  positiven  Strom  in  die  Leitung, 
der  aber  doppelt  so  kräftig  ist,  als  wenn  blos  Bt  oder  B%  geschlossen 
sind ;  dieser  Strom  läuft  vom  Kupferpole  k  der  Batteriehälfte  Bt  über  1  und 
2  des  Tasters  7\  durch  L  nach  der  Empfangsstation,  dort  in  die  Erde  und 
von  E  aus  über  2  und  1  des  Tasters  T2  nach  dem  Zinkpole  z  der  Batterie- 
hälfte Br  Ist  blos  ein  Zeichen  des  zweiten  Telegrammes  zu  geben,  so  ist 
nur  T2  niedergedrückt,  dadurch  die  Batteriehälfte  B%  geschlossen,  und  die- 
selbe sendet  ihren  Strom  in  entgegengesetzter  Richtung  in  die  Leitung  Z, 
denn  dieser  negative  Strom  nimmt  seinen  Weg  vom  Zinkpole  z  der  Hälfte 
B2  über  3  und  2  des  Tasters  Tx  durch  L  nach  der  Empfangsstation  und 
kehrt  aus  E  über  2  und  1  des  Tasters  T%  zum  Kupferpole  k  in  B%  zurück. 
Sind  endlich  beide  Taster  zugleich  niedergedrückt,  um  zwei  Zeichen  zu  te- 
legraphiren,  so  ist  nur  die  Batteriehälfte  >Bt  geschlossen;  dieselbe  sendet 
einen  positiven  Strom  vom  Kupferpole  k  über  1  und  2  des  Tasters  Tt  in 
die  Leitung  L  und  nach  der  Empfangs- 
station, woselbst  er  zur  Erde  geht  und 
aus  E  über  2  und  1  des  Tasters  Tt  nach 
dem  Zinkpole  z  der  Batterie  Bt  zurück- 
kehrt« 

Auf  der  Empfangsstation  stellt 
Schröder  dem  entsprechend  auch  3 
verschiedene  Empfangsapparate  auf,  von 
denen  der  eine  nur  auf  negative,  der  an- 
dere auf  alle  positiven  und  der  dritte  nur 
auf  die  doppeltstarken  positiven  Ströme 
anspricht.  Der  letztere  Apparat  ist  ein  gewöhnliches  Translations- 
relais i?s  (Fig.  43),  dessen  Contacte  m  und  n  sind,  während  der  Punkt  c 
beständig  mit  dem  Relaishebel  leitend  verbunden  ist;  für  gewöhnlich  liegt 
der  Relaishebel  an  dem  Contactpunkte  m  und  legt  sich  nur  dann  an  n  an, 
wenn  der  doppeltstarke  Strom  die  Leitung  durchläuft.     Die  beiden  erstem 


i-Ca-^) 


Fig.  43. 
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Apparate  sind  in  ein  (Störerr8ches)  Doppelrelais  Bt  vereinigt,  wel- 
ches 2  Relaishebel  r  und  /  hat,  von  denen  /  nur  auf  negative,  r  dagegen  nur 
auf  positive  Ströme,  aber  bei  jeder  Stromstärke,  anspricht;  die  Multiplica- 
tionsrollen  dieses  Relais  sind  in  der  Zeichnung  der  Einfachheit  halber  weg- 
gelassen. Die  weitere  Einrichtung  der  Empfangsstation  ist  leicht  zu  über- 
sehen: M%  und  Mt  sind  die  beiden  Morse- Schreibapparate,  bt  und  bt  zwei 
Localbatterien,  von  denen  der  Kupferpol  k  der  ersten  mit  dem  Relaishebel 
r,  der  Zinkpol  z  aber  mit  dem  einen  Ende  der  Multiplicationsrollen  des 
Schreibapparates  Mx  verbunden  sind,  während  das  andere  Ende  dieser  Rol- 
len durch  den  Draht  f  mit  dem  ersten  Ende  der  Rollen  in  Mt  und  das  zweite 
Ende  der  letztern  mit  dem  Kupferpole  der  Localbatterie  bt  in  Verbindung 
steht ,  deren  Zinkpol  endlich  mit  dem  Contactpunkte  m  des  Relais  R%  ver- 
bunden ist;  der  Contactpunkt  n  dieses  Relais  steht  ferner  mit  dem  Drahte  f 
zwischen  Mx  und  M%  in  leitender  Verbindung,  der  Relaishebel  dagegen  über 
c  du  roh  den  Draht  g  mit  den  Kernen  des  Relais  Rt  und  endlich  der  Relais- 
hebel /  in  i?j  ebenfalls  mit  dem  Drahte  f  zwischen  Mt  und  Mr  Das  Relais 
Rt  ist  also  so  eingeschaltet,  dass  der  Localstrom  stets  durch  die  Kerne  sei- 
nes Elektrom agnets  und  durch  den  Draht  g  läuft;  der  Linienstrom  hingegen 
umkreist  stets  die  Kerne  der  beiden  Relais  Rt  und  R%  zugleich.  Die  Feder 
des  Relais  Rt  ist  stärker  gespannt,  als  die  Feder  an  R^  damit  aber  bei  ein- 
tretenden Veränderungen  der  Stromstärke,  welche  eine  Aenderung  in  der 
Spannung  der  Relaisfedern  nöthig  machen,  das  Verhältniss  der  zur  Anzie- 
hung der  Relaishebel  erforderlichen  Kräfte  unverändert  bleibe,  ist  die  Fe- 
der des  Translationsrelais  R2  und  eine  Feder  des  Stbrer'schen  Relais  Rt 
an  ein  und  derselben  Schraubenmutter  zu  befestigen ,  welche  nun  je  nach 
der  Stärke  des  Stromes  höher  oder  niedriger  gestellt  wird. 

Die  vier  verschiedenen  Fälle  der  Zeichengebung  bringen  nun  auf  der 
Empfangsstation  folgende  verschiedene  Wirkungen  hervor:  Wird  kein 
Zeichen  gegeben,  ist  also  kein  Strom  in  der  Leitung,  so  spricht  auch  weder 
Rt  noch  Äa  an,  es  ist  demnach  auch  weder  b1  noch  b%  geschlossen  und  kein 
Schreibapparat  schreibt.  Wird  Tt  allein  niedergedrückt  und  dadurch  ein 
doppelter  positiver  Strom  in  die  Linie  gesendet,  so  legt  dieser  den  Hebel 
des  Relais  R%  von  m  nach  n  und  ausserdem  wird  der  Hebel  r  des  Relais  Rt 
auf  den  Eisenkern  herabgezogen ;  damit  ist  blos  die  Localbatterie  bt  ge- 
schlossen uud  ihr  Strom  geht  von  k  über  r  und  g  nach  c,  durch  den  Relais- 
hebel nach  n  und  über  h  und  f  durch  Mt  nach  dem  Zinkpol  z  in  61  zurück ; 
das  Zeichen  von  Tt  erscheint  also  blos  auf  dem  Schreibapparate  Mv  Ist 
dagegen  blos  T%  niedergedrückt,  so  wird  durch  den  dabei  gegebenen  einfa- 
chen negativen  Strom  blos  der  Hebel  /  des  Relais  Rx  auf  die  Eisenkerne 
gelegt,  während  der  Hebel  von  R9  an  m  liegen  bleibt;  jetzt  ist  demnach 
blos  die  Localbatterie  b%  geschlossen,  deren  Strom  seinen  Weg  von  k  durch 
M2  über  f  und  /  nach  g  nimmt  und  über  c  und  m  nach  z  in  bt  zurückgelangt ; 
das  von  7^  gegebene  Zeichen  erscheint  somit  auch  blos  auf  Mr     Sind  end- 
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lieh  beide  Taster  zugleich  niedergedrückt,  so  tritt  ein  einfacher  positiver 
Strom  in  die  Leitung  und  legt  den  Hebel  r  des  Relais  Bx  auf  die  Kerne, 
während  der  Hebel  in  Ä,  an  m  liegen  bleibt;  dadurch  sind  aber  beide  Lo- 
calbatterien  geschlossen ,  sie  bilden  ein  Ganzes  und  ihr  Strom'  läuft  von  k 
in  bx  durch  r  und  g  nach  c,  über  m  nach  z  und  k  in  bt ,  durch  MtJ  /'und  Mx 
nach  z  in  bx\  es  sprechen  also  jetzt  beide  Schreibapparate  an  und  verzeich- 
nen das  auf  Tx  und  Tt  zugleich  gegebene  Zeichen  auf  den  Papierstreifen ; 
da  beide  Localbatterien  geschlossen  sind ,  so  ist  der  Localstrom  kräftig  ge- 
nug, beide  Schreibapparate  zu  bewegen. 

Auch  diese  Einschaltung  leidet  aber  an  dem  bereits  beim  Gegenspre- 
cher von  Schreder  gerügten  Fehler,  dass  die  Linie  vollständig  unterbro- 
chen ist,  so  lange  der  eine  oder  der  andere  Taster  schwebt,  und  es  können 
dadurch  Punkte  ausbleiben  oder  wenigstens  Striche  in  Punkte  aufgelöst 
werden.  Auch  in  dem  Relaissystem  der  Empfangsstation  findet  eine  ähn- 
liche Unterbrechung  des  Localstromes  statt,  während  sich  der  Hebel  des 
Relais  A,  von  m  nach  n  und  umgekehrt  bewegt ,  wodurch  ebenfalls  die 
Schrift  der  Schreibapparate  gestört  und  verwirrt  werden  kann.  Um  erste- 
rvn  Uebelstand  zu  beseitigen,  gab  Schreder  später  (Zeitschr.  d.  Tel.-Ver. 
VIII,  S.  85)  dem  Taster  folgende 
Einrichtung :  DergewöhnlicheMorse- 
taster  ist,  wie  Fig.  44  zeigt,  mit  dem 
Hebel  abc  verbunden.  Weil  dieser 
zwischen  den  Ständern  des  Tasters 
hindurchgeht,   so  wird   der  längere 

Hebelarm  des  Tasters  durch  zwei  zu  beiden  Seiten  desselben  befindliche 
Federn  fy  welche  durch  einen  Querstift  mit  einander  verbunden  sind,  geho- 
ben. Der  Hebel  abc  hat  seinen  Drehpunkt  bei  c  und  besteht  aus  den  lei- 
tenden Enden  a  und  b  und  einem  nichtleitenden  Mittelstücke  d.  Das  Ende 
a  wird  durch  die  Feder  F  nach  aufwärts  gedrückt,  welche  Feder  mit  der  in 
Fig.  44  nicht  sichtbaren  zum  Contactp unkte  3  gehörenden  Klemmschraube 
in  Verbindung  steht.  Die  Klemmschraube  des  Arbeitscontactes  1  ist  mit 
der  Axe  c  des  Hebels  leitend  verbunden.  Die  Feder  F  drückt  daher  im 
Anfange  der  abwärts  gehenden  Bewegung  des  längeren  Hebelarmes  des 
Tasters  den  Hebel  abc  nach  aufwärts  und  es  wird  deshalb  der  Contact  bei 
3  erst  dann  unterbrochen,  wenn  der  längere  Hebelarm  des  Tasters  den  ihm 
entgegen  kommenden  Theil  b  des  Hebels  abc  erreicht  hat,  weil  jetzt  dieser 
Hebel  durch  den  Taster  niedergedrückt  wird  und  somit  a  sich  von  der 
Contactschraube  entfernt.  Ebenso  bleibt  beim  Loslassen  des  Tasters  das 
leitende  Ende  b  des  Hebels  abc  so  lange  mit  dem  längern  Arm  des  Tasters 
in  Berührung,  bis  das  Ende  a  die  Contactschraube  3  erreicht  und  nun  der 
Hebel  abc  durch  den  kürzern  Arm  des  Tasters  abwärts  gedrückt  wird.  In 
beiden  Fällen  findet  aber  einen  Augenblick  hindurch  ein  kurzer  Schluss 
der  Batterie  statt,  nämlich  wenn  die  Contacte  1  und  3  zugleich  den  Hebel 
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abc  berühren,  und  während  dieser  Zeit  wird  der  Linien  ström  erheblich 
geschwächt. 

Auch  eine  andere,  in  Fig.  45  skizzirte 
Apparateinschaltang  gab  Schreder 
(Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  VIII,  8.  86):  Das 
TranslatioQsrelais  Ä2  ist  dabei  dnrch  ein 
einfaches  ersetzt,  die  Kerne  des  Schreib- 
apparates M%  aber  mit  einer  doppelten 
Umwickelang  versehen;  das  eine  Ende 
der  einen  Um  Wickelung  ist  von  d  (vergl. 
Fig.  43)  ausgehend  nicht  mit  der  Local- 
batterie  bt  und  mit  m,  sondern  anmittelbar 
mit  der  Axe  c  des  Relais  Rt  verbunden, 
das  andere  Ende  genau  so,  wie  es  auch  Fig.  43  zeigt,  mit  f\  der  von  f  nach 
n  führende  Draht  h  ist  bei  e  zerschnitten  und  die  erhaltenen  beiden  Enden 
mit  den  beiden  Enden  der  zweiten  Umwickelnng  von  M%  vereinigt,  doch  so, 
dass  ein  von  g  nach  c  kommender  Strom  in  beiden  Umwickelungen  die 
Kerne  von  M%  in  entgegengesetzten  Richtungen  umkreiset;  endlich  wird 
die  Localbatterie  b2*)  bei  i  mit  dem  kupferpole  k  nach  /  hin  eingeschaltet) 
mit  dem  Zinkpole  z  nach  f  hin.  Wird  nun  der  Anker  r  allein  durch  den 
beim  Niederdrücken  beider  Taster  in  die  Linie  gesendeten  einfachen  posi- 
tiven Strom  angezogen,  so  ist  bt  über  r,  £,  c,  rf,  Mty  Mx  geschlossen  und 
beide  Schreibapparate  schreiben.  Ist  blos  Tt  niedergedrückt  und  der  dop- 
pelte positive  Strom  in  der  Leitung,  so  ist  ausser  r  auch  der  Hebel  in  Ä, 
angezogen  und  der  Strom  von  bt  geht  über  r  und  g  nach  c,  theilt  sich  hier 
nach  d  und  nach  ä,  umkreist  also  in  zwei  entgegengesetzt  gerichteten 
Zweigströmen  die  Kerne  von  Mt  und  dieser  Schreibapparat  schreibt  nicht; 
bei  /"vereinigen  sich  beide  Zweigströme  und  gehen  durch  Mu  auf  welchem 
deshalb  das  Zeichen  erscheint.  Sendet  endlich  T%  allein  einen  einfachen 
negativen  Strom  durch  die  Leitung,  so  wird  blos  der  Anker  /  angezogen, 
dadurch  b2  geschlossen  und  deren  Strom  läuft  über  /,  g,  c,  d  und  M2l  das 
Zeichen  wird  demnach  blos  von  M%  aufgezeichnet.  —  Obwohl  bei  dieser 
Einschaltung  der  Localstrom  bei  der  Bewegung  des  Relaishebels  in  R%  nicht 
unterbrochen  wird  ,  ist  dennoch  ein  Zerreissen  der  Zeichen  auf  Mt  zn  be- 
fürchten ,  da  dieser  Schreibapparat  abwechselnd  durch  den  Strom  der  Bat- 
terien bt  und  b3  beim  Anziehen  der  Anker  r  oder  /in  Thätigkeit  gesetzt  wird. 

7.   Doppelsprecher  mit  2  gewöhnlichen  Schreibapparaten  nnd  3  unpo- 

larisirten  Beiais. 

Wenn  man  2  Batterien  von  ungleicher  Stromstärke   mit  2  Tastern  Tt 


*)  Einfacher  and  deshalb  besser  and  zugleich  billiger  ist  es  offenbar,  bt  und  6,  su 
vereinigen  und  in  den  von  den  Eisenkernen  in  Rt  nach  c  führenden  Draht  g  einzu- 
schalten. 
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und  Tt  (etwa  nach  dem  Schema  Fig.  30)  so  einschaltet,  das«  sie  einen 
gleichgerichteten  Strom  in  die  Linie  senden,  so  erhält  man  in  der 
Linie  einen  Strom  von  der  Starke  Sx ,  S2  oder  £,,  je  nachdem  blos  Tt ,  oder 
blos  71,,  oder  Tx  und  T%  gleichzeitig  niedergedrückt  wird,  nnd  es  sei  dabei 
£i<S2<£a.  Um  diese  3  verschieden  starken  Ströme  znm  Doppelsprechen 
su  verwerthen,  kann  man  auf  der  Empfangsstation  3  gewöhnliche  un- 
polarisirte  Relais  Rt,  Rt  und  Rs  aufstellen,  von  denen  i?,  auf  alle 
3  Stromstärken ,  Rt  auf  S2  und  &8,  Rz  endlich  nur  auf  S9  anspricht.  Man 
kann  aber  diese  3  Relais  auch  mit 2  gewöhnlichen  Schreibapparaten 
Mx  und  Mt  (vergl.  dagegen  die  Einschaltung  von  Siemens  &  Halske 
II,  2.  C.  und  von  Stark  II,  1.  C.)  in  einer  Weise  verbinden,  welche  sich 
der  bei  der  einfachen  Telegraphie  gebräuchlichen  Apparateinschaltung 
noch  näher  anschliesst,  als  die  in  Fig.  41  skizzirte  Einschaltung  von  Wart- 
mann  (vergl.  II,  5.).  Es  lässt  sich  diese  Einschaltung  daher  bequem  aus- 
hilfsweise auf  Linien  mit  einer  doppelten  Drahtleitung  bei  Beschädigung 
der  einen  Leitung  zur  besseren  Ausnutzung  der  unbeschädigten  durch  Dop- 
pelsprechen anwenden ,  sofern  nur  die  Stationen  mit  einem  Reserverelais 
versehen  sind. 

Wählt  man  nämlich  die  Einschaltung 
nach  Fig.  46,  so  wird,  wenn  der  von  Tx  in 
die  Leitung  gesendete  Strom  Sx  blos  Rx  an- 
sprechen lässt,  nur  die  Localbatterie  bt  ge- 
schlossen und  nur .  der  Schreibapparat  Mx 
schreibt  das  Zeichen  nieder.  Sendet  dage- 
gen T%  den  Strom  S%  in  die  Linie,  so  spre- 
chen Ä,  und  R$  an,  bx  und  62.  werden  ge- 
schlossen und  Mx  und  M%  werden  von  Strömen  durchlaufen;  bieten  aber  der 
Rheostat  JT  und  die  beiden  Schveibapparate  Mx  und  M%  unter  sich  gleich 
grosse  Widerstände,  so  theilt  sich  der  durch  W  gegangene  Strom  von  bx  an 
der  Axe  des  Relaishebels  in  Rx  in  2  Zweige,  von  denen  der  eine  durch  Mu 
der  andere  durch  M%  geht,  der  Strom  von  b%  dagegen  theilt  sich  in  2  Zweig- 
ströme ,  deren  erster  durch  Mx  und  deren  zweiter  durch  bt  und  W  nach  der 
Axe  des  Hebels  in  Rx  gelangt ,  worauf  beide  vereinigt  durch  Mt  gehen  und 
zwar  in  derselben  Richtung,  wie  der  Zweigstrom  von  bv  während  die  durch 
Mt  gehenden  beiden  Zweigströme  nicht  nur  entgegengesetzte  Richtung,  son- 
dern wegen  der  bezüglich  des  Schreibapparates  Mx  ganz  übereinstimmen- 
den Einschaltung  von  bL  und  b%  auch  gleiche  Stärke  haben,  weshalb  Mx  sei- 
nen Anker  nicht  anzieht  und  nur  M2  das  von  Tt  gegebene  Zeichen  aufzeich- 
net Sind  endlich  Tt  und  T2  gleichzeitig  niedergedrückt,  so  sprechen  auf 
die  Stromstärke  &,  alle  3  Relais  an  und  schliessen  beide  Batterien  bt  und  b% 
und  beide  liefern  jetzt  stärkere  Ströme,  da  der  Anker  von  R5  einen  kürze- 
ren Schluss  hergestellt  hat;  wegen  der  Widerstände  fV  und  Mx  geht  der 
Strom  von  b%  fast  ganz  durch  die  Anker  der  Relais  R9  nnd  R2  und  durch 


Fig.  46. 
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Mvier  Strom  von  bt  dagegen  theilt  sich  vom' Anker  des  Relais  Bz  (oder 
auch  Ä,)  aus  wieder  in  2  Zweige  von  fast  gleicher  Stärke,  der  eine  dersel- 
ben durchläuft  M2  in  der  nämlichen  Richtung  wie  der  Strom  von  bx  und  M% 
wird  schreiben,  aber  auch  Mx  wird  das  von  Tx  und  T%  zugleich  gegebene 
Zeichen  niederschreiben,  denn  in  Mx  muss  der  von  bt  herrührende  kräftige 
Zweigstrom  den  sehr  schwachen  von  ft9  merklich  übertreffen. 

(SchJuss  im  nächsten  Heft.) 
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XX.  Methode,  eine  Potenz  mit  rational  gebrochenem  Exponenten  in 
einen  Kettenbrnch  n  verwandeln,  denen  Partialbrüche  Stammbrüehe  und. 
Von  Dr.  L.  Matthibssbn  in  Jever. 

JL 
Die  Form  zi    läset   sich    immer    durch  einen  Kettenbrach   von  der 

Form 

a+l 

c  + 

*_  n 

darstellen.  Da  die  gegebene  Zahlform  auch  die  Form  }/zP  oder  yx  an- 
nimmt, so  kommt  es  nur  darauf  an ,  an  einigen  Beispielen  die  Verwandlung 
einer  beliebigen  Wurzel  zu  zeigen.  Die  Nftherungswerthe  mögen  bezeich- 
net werden  mit 

jL       JL       £       IL 

*  1  1  1 

und  j/x=a+  —,    bt  =  b-\ ,     ct=c^ ,  u.s.w., 

*  n.  /•.  i*. 


,         .  .   .                 1                            AtyG  —  A  B—Bxyx 

dann  ist  b  = ,         c,  =  — w- — ,         d,  =  — - — - — , 

Aiyrx  —  A  B—Bij/x  Ctyx—C 


e- 


9 


D—Di/x 

t  _ 
Beispiel:    x  =  "/f7     (cf.   Heiß  Aufgabensammlung'  §  87,  ö;  Wie 
gand  Algebra  §47.) 
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y-  „     ,     j/47—6  /l\  0  A 

■  y«   -    *  _  =  +  j  W  t  =  7* 

*,« jL—  =  ^±^  =   i  +  fe^  (i)  JL  =  £. 

1./47  — 6  11                                II  V,/  1  B% 

l.j/47  —  6  /47  +  5                   t  /4~7  — 5yi\  41     _  (7 

7— l.j/47  2                                    2  W  6  C, 

7  — 1./47   _  ^47  +  5              ,    ,   j/47—6  /J_\  48    _  Z) 

Oj jz=. 1  +  ~  I  I  1 

6/47^41  11                                  Jl  V/  7  /), 

6l/47  —  41  1/47  +  6                   ,   l/47—6  /l\  617  £ 

e.  =  -' ^    =    Y- —  =    12  +  *- 1-1  —   =  —etc. 

48—7  j/47  1                                      1  Vi7  °°  ^1 
Auf  dieselbe  Art  läset  sich  auch  ohne  viele  Schwierigkeiten  die  Cubic- 
wurzel,  oder  eine  höhere  Wurzel  ausziehen. 
Beispiel : 

Sy-  ,l/31-3  /1\  3         A 


8  3 


._         1         _j/31*  +  37/31  +  9  7/31'  +  3/31— 19/1\22_  ^ 

Öi~  Kl 4  ==7+  4"  W?  "Bt* 

7/31—3 

3__.  3  __  3_ 

_    7/31  —  3   7.7/31'+- 227/31  +67 

22—77/31 

3_  3_ 

_10   ,    7 j/3l'  +  22 7/3I—  128/^1  \ 289 _    C 
^13  +  _  {-}  —  _  -, 

3_  3 8__ 

_   22  —  7^/31    _  927/3l'  +  2897/31  +774 

f~~       *  _  1759 

927/31—289 

3  3  _ 

_  927^  +  2897/31  — 985/1  \311_   D 

~l+                   1759  W99—  A1 

3__  3 *__ 

_  92^/31  —  289  _  99/31'  +  311  fZi  +  93 
ct  —  3—  —  ^ 

311—997/31 

3  3  _ 

_         997/3?  +  3117/31— 1831/1  \911 ^ 

~2+  962  Vt/290        Ä/ 

3_  3  3_ 

311  —  99j/31_  2907/3P  + 911 /31  +2531 

'1  —        »~Z  969 

2907/31—911 

3  3_ 

_  2907/3?  +  9117/31  —5221  / 1  \  7599  _  F_ 

~    +  ~969  Vyj2419~  FC 

3  _ 
#==  j/31=3, 141  38074 
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Drittes  Beispiel :     *= /l9=  at  =2  +  r1*  —  2  ( *  \  1=4, 

1        \^i/  1         4 

4 4  4 

*,«-!—  -  | 

^19  — 2 

4 4  4  __ 

_        ,  /lQ,  +  2/l9t  +  4]/l9  —  25/l\23_  B 

-ll  +  -  3  w«-*/ 

4_  4  4—  4 

j/l9  — 2    _  n/l9i  +  n.23yi9g  +  23,^i9+955 

C|~  *       —  1662 

23  —  llj/19 

4  4 4  _ 

_         llVl9,  +  11.23/l9t  +  23Vl9— 2369/l\48_  C 
~2+  1662  W*3~C? 

4_  4 4  4  _ 

«I— U/10_  23,/l98  +  23.48/l9«  +  48t/l9  +  713 

,"""TZr       "_  8563 

23J/19  —  48 

4  4 4  _ 

_         23,/l9i  +  23.48.  }/l&  +  48*/l9  —  7850  / 1  \  71  D_ 

~    +  8563  \e,/34V 

Jever.  Dr.  Matthiessen. 


XXL  lieber  die  Ausdrucke  elliptiioher  Integrale  2.  und  3.  Gattung 
durch  O-Functionen. 

Die  von  Jacobi  gegebenen  Formeln,  Fund.  nov.  pag.  146,  No.  4  etc., 
lassen  sich  mit  grosser  Schnelligkeit  vermöge  der  Ricmann' sehen  Princi- 
pien  entwickeln. 

Offenbar  kann  man  durch  lineare  Ausdrücke : 

A%lg&{u  —  aA)  +  Atlg&{u  —  a2)  +  ... 
Functionen  von  u  erhalten,  die,  wenn 

J  j/i  —x\ i _ /ctxt     *  J yz  i^.zA_]fz 

ist,  in  der  Fläche  T  in  bestimmten  Punkten  logarithmisch  unendlich  wer- 
den. Am  Querschnitte  (<z)  haben  die  lgü(u — a)  Periodicitätsmoduln  gleich 
0,  oder  ganzen  Vielfachen  von  2itu     Am  Querschnitt  (b)  ist 

lg.&(u  —  a)  =  — 2u  +  Const  +  4>(u  —  a). 
+  — 

Ist  daher  2^=0,  so  wird  £Alg&(u—a)  auch  an  (b)  die  Eigenschaft  der  wie 
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T  verzweigten  algebraischen  Integrale  haben ,  an  beiden  Seiten  desselben 
nm  Constante  verschieden  zu  sein.  Man  kann  also  logarithmisch  unend- 
liche Integrale,  d.  h.  Integrale  3.  Gattung,  durch  lg4>  ausdrücken. 

Ausdrücke  für  Integrale  2.  Gattung  werden  sich  daraus  von  selbst  er- 
geben. 

Untersuchen  wir 

2 

n(u.a)=—stnama.cosama.dama    I . 

«  0t/  (1—  k*sin*ama.z)yz.(l  —  *)(l  —  Ä1*) 

Dies  wird  logarithmisch  unendlich,  wenn 

z = sin* am u  =  -;-;-= ,  oder  t#==  +  Ca  +  K'i). 

Irstrrama  ~" v  ' 

Dann  ist,  wenn  wir  die  Ältere  Jacobi'sche  Function  &(u)  einführen: 

6(w  —  ö)s=0,  wenn  u=     a  +  K'i, 

e{u  +  a)  =  0,  wenn«=  -(a  +  K'i). 

In  der  Nähe  dieses  Werthes  z=  ,.  ■.  . hat  das  Integral  die  Form: 

Irsurama  ° 

k f      sin ama.cosama.Jama. sin2 am  (a  +  K' t)         /*  dz 

2  sinam(a  +  K'i)cosam{a  +  K'i)4am\a+k'i)  J  \  —  Psirfama.z' 
oder,  nach  Benatzung  der  bekannten  Formeln: 

sin am(a  +  K' t)  =  -— : etc. 

kstnama 

heben  sich  die  Factoren  und  es  bleibt 

—4  / — r^ *=Vn(irA «Wc... 

*  J  1  *    \Psin2ama        ) 

k*sin*ama 
Daraus  folgt,  dass 

n{u,a)-l[lgß{u— a)-lgß(u  +  a)] 
sowohl  für  u  =  a  +  K'i,  als  auch  für  u  =  —  a  —  K' i  (welches  dem  negativen 
Vorzeichen  der  Quadratwurzel   in   17  entsprechend  gedacht  wird)  endlich 
bleibt.   Diese  Grösse  muss  daher  ein  endlich  bleibendes  Integral  sein,  oder 
man  hat 

U(u,a)  —  \[lg8(u— a)— lgß(u+a)]  =  C.u. 

Für  unendlich  kleine  u  oder  z  ist      ^  '     =0,  dafür  kleine  zn  die  Form  hat: 

u 

ConstfYz.dz  =  Const.}/z*, 
und  T-^rJ  =1  für  «=0.     Für  kleine  u  ist 

lge(u—a)  —  lge(u  +  a)  =  lge(a-u)— lgB(a  +  u)=  —  *^J^-W- 


Daraus  ergiebt  sich 


c=i#-» 
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i)  j7(«,«)-^«=HW«-«)-fce(«+«)]. 

Ferner  können  wir,  um  ein  Integral  2.  Gattung  zu  erhalten,  die  Unendlich- 
keitspunkte zusammenfallen  lassen;  machen  wir  a  sehr  klein,  gleich  6, 
so  ist: 

e'(Ä)  =  tf.e"(0),  da  ö'(0)  =  0. 
Da  nämlich  e(w)=0(—  w),  muss  O'(w)  =  —$'(—«),  also  e#(0)=0  sein. 
Dann  finden  wir: 

und  hier  ist 

%dz 


h 


j/zA  —  zA  —  k*z 
ein  Integral  2.  Gattung,  welches  für  *  =  oo  seihst  oo1  ist.    Wir  wissen,  dass 

■    ^    '  am  Querschnitt  (a)  den  PeriodicitÜtsmodul  Null  hat.     Legen  wir  die 

Querschnitte,  wie  die  Taf.IY,Fig.l  zeigt,  so  kann  man  dies  so  ausdrücken. 

Sei    -\  \=C,  so  muss 
S  (0) 

1  1 

C  Cdz P    C  zdz  _ 

tf  yzA  —  zA—IPz        2  y  j/zA  —  zA—Jc*z  ~ 
sein.     Diese  Querschnittsführung  entspricht  in  der  That  der  jetzt  ange- 
wandten Bezeichnung;  ist  t*  = ,  so  ist 


und  dies  ist  Null  für  u=K'i,  oder  v  = —  —  tytf. 

Die  letzte  Integralgleichung  giebt  dann  eine  Bestimmung  vonC,   nämlich 


und  E(l)—El  gesetzt  wird 


V  l/z.l  —  z.l—  /Cz         V  " 


C.K—K+E^O,  C=(l  — |^, 


3)  £W  =  l-£ 

©(«)  K 

und  daraus: 
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4)  «>>=(, _£V--  f.     xdt 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  bezeichnet  Jacob i  in  den  Fund.  pag.  133 
durch  Z(u)y  and  man  erhält  so  für  dieses  Integral  2.  Gattung 

In  einer  späteren  Notiz  werde  ich  hieran  die  Bestimmung   von  4r(0) 
anschliessen. 

Halle.  Dr.  Roch. 


XXII.     lieber  die  biquadratiichen  Gleichungen. 
Substituirt  man  in  der  Gleichung 

1)  x*  +  Aa*  +  Bxt  +  Cx+])=0 

2)  x^qt  +  r, 
so  erhält  sie  die  Form :  * 

3)  ?+«?+ß?  +  yt+i=0, 
wo 

/  Ar  +  A 


4) 


ß  = 


9 
Qr*  +  ZAr  +  B 


\ 


6  = 


4r*+ZAr*  +  2Br+C 
rA  +  Ar*+Br*+Cr+  D 


Soll  nun  die  Gleichung  3)  reciprok  werden,  so  muss  y=«,  oder  auch 
y  = —  a  uud  d=l  sein,  woraus  sich  für  beide  Fälle,  ob  man  nämlich 
y=  +  «,  oder  y  =  —  a  annimmt: 

5)  g  =  yr'  +  AT*+Br*+Cr  +  D 

n.6)  (^»  —  4AB  +  8C)f*  +  (A*B  +  2AC— *B*  +  WB)t* 

+  (J*C+SAD—4BC)r  +  (AtI)—Ci)=0 
ergiebt.     Somit  ist    auch    umgekehrt  zu   schliessen,  dass    aus 
5)  und  6)  solche  Werthe  für  q  und  r  sich  ergeben  können,  für 
welche  entweder  y  =  a  oder  y=  — «  folgt. 

Da  der  zweite  Fall  in  der  That  auch  vorkömmt,  wie  das  beigefügte 
Beispiel  beweist,  'so  reicht  es  nicht  hin,  blos  «  aus  der  ersten  der  Formeln  4) 
zu  berechnen,  sondern  es  ist  jedesmal  nothwendig,  aus  der  dritten  dieser 
Formeln  wenigstens  das  Zeichen  von  y  zu  bestimmen. 

Beispiel: 

Ist  at+x*— 24«"  —  4*  +  80=0 

die  aufzulösende  Gleichung,  so  ist  die  Hilfsgleichung  dritten  Grades : 
65  r1— 1056  r*+  252r  +  64=0, 
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deren  Wurzeln  sind : 

2 
r,=16,     r,  =  0.4,     r8=  —  -. 

Wählt  man  den  Werth  r,  =  16,  so  geben  die  Formeln  5)  und  4)  allerdings 

-  65 

0=6j/7undas=-|-y= — —    u.  s.  w.;  mittelst  des  Werthes  rf=0.4  jedoch 
6^/7 

erhält  man: 

/-      ,  13 

q=zl.2yQ  und  a=  —  y  = — -=, 

6J/6 
daher  ist  die  reciproke  Gleichung: 


6J/6  3b  e/6 


welche  durch  die  Substitution 


'-T- 


zu  einer  quadratischen  wird  u.  s.  w. 

13 
Hätte  man  hier  ohne  weiteres  cc= — -=  berechnet  und  =  +  y  gesetzt,   so 

öj/ö 

wäre  allerdings  auch  eine  reciproke  Gleichung  zum  Vorschein  gekommen, 

die  aber  falsche  Werthe  für  x  gegeben  hätte. 

Prag.  M.  Pokorny, 

Lehrer  am  Neustädter  Gymnasium. 


XXÜL  lieber  die  Curven  3.  Grades,  welche  durch  die  zwei  ima- 
ginären unendlich  entfernten  Kreispunkte  gehen.  Von  F.  E.  Eckabdt, 
stud.  math.  in  Leipzig. 

PI  tick  er  hat  zuerst  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  alle  Kreise 
durch  zwei  feste  unendlich  entfernte  imaginäre  Punkte  gehen.  Diese 
Punkte  und  die  nach  ihnen  hingehenden  geraden  Linien  besitzen  sehr 
interessante  Eigenschaften*)  und  sind  auch  bei  der  Betrachtung  höherer 
Curven,  besonders  in  der  Theorie  der  Brennpunkte,  von  grosser  Wichtig- 
keit. Die  geraden  Linien ,  welche  das  Gentrum  eines  Kreises  mit  diesen 
Punkten  verbinden,  sind  Asymptoten  desselben,  woraus  sich  sofort  ergiebt, 
dass  diese  Punkte  auf  den  beiden  durch  die  Gleichung 

ausgedrückten  geraden  Linien  liegen. 

Durch  die  fraglichen  Punkte  aber  werden  nicht  allein  Kreise,  sondern 
auch  unzählig  viele  Arten  von  Curven  höherer  Grade  gehen,  die  dann 
wahrscheinlich,  hierdurch  wieder  von  vielen  anderen  ausgezeichnet,  ganz 


*)    Vergl.    Salmon's    Analyt.    Geometrie    der  Kegelschnitte;    deutsch    von 
Dr.  Fiedler,  §.  40,  405  etc. 

Zeitschrift  f.  Mathematik  n.  Physik.  X,  4.  22 
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besondere  Eigenschaften  vor  diesen  voraus  haben  werden.  Dabei  aber 
leuchtet  sofort  ein,  dass  analog,  wie  eine  algebraische  Gleichung,  wenn  sie 
eine  complexe  Wurzel  besitzt,  auch  durch  die  dieser  conjugirte  erfüllt  wird, 
auch  eine  algebraische  Curve,  welche  durch  einen  der  imaginären  Kreis- 
punkte geht,  auch  den  andern  enthält.  Die  Curven  dritten  Grades  nun, 
welche  durch  diese  beiden  Punkte  gehen,  näher  zu  untersuchen,  wird  die 
Aufgabe  der  folgenden  Abhandlung  sein.  Ob  einige  oder  alle  in  ihr  gefun- 
denen Sätze  etwa  bereits  bekannt  sind,  konnte  ich  nicht  entscheiden,  da 
mir  in  dieser  Hinsicht  sämmtliche  Unterlagen  fehlten. 


Es  ist  zunächst  sehr  leicht,  die  allgemeine  Gleichung  der  zu  betrach- 
tenden Curven,  welche  wir  einfach  Curven  3.  Grades  mit  Kreis - 
asymptoten  nennen  wollen,  zu  finden.  Denn,  da  bei  einer  Curve,  deren 
Asymptoten  den  beiden  geraden  Linien 

y  —  mtx=0  und  y — maar=0 
parallel  sind ,  die  Summe  der  Glieder ,  welche  in  der  Gleichung  der  Curve 
die  Variablen  in  der  höchsten  Potenz  enthalten,  durch  das  Product 

(y—  mtx){y  —  mtx) 
theilbar  sein  muss,  so  wird  in  dem  zu  betrachtenden  Falle,  wo 

also  (y — m,  x)  {y  —  m%x)=xt  +  jf  f 

die  allgemeine  Gleichung  der  Curve: 

1)  (a*+y')(Ax  +  By)  +  Cx'+Dxy+E!f+Fx+Gy+H=0. 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  sofort,  dass  die  Curve  eine  reelle  Asymp- 
tote hat,  und  dass  diese  der  geraden  Linie 

Ax+By=0 
parallel  ist. 

Die  Gleichung  der  Curve  kann  man  auf  eine  symbolische  Form  brin- 
gen, aus  welcher  sich  dann  ein  sehr  interessanter  Satz  ergiebt.    Bedeute  S 
eine  Form  von  x  und  y,  welche  gleich  Null   gesetzt,  die  Gleichung  eines 
Kreises  giebt,  und  bedeuten  ebenso  er,  ß,  y  gerade  Linien,  z.  B. 
S=a*+y«— lAx  —  2By+C. 
et— x  cos  q>  +  y  siny — p 
etc.; 
ist  endlich  k  eine  Constante,   so  kann  man  die  Gleichung   l)  auf  unendlich 
viele  Weisen  auf  die  Form  bringen : 

2)  aS+kßy=0. 

Nun  aber  ist  S  das  Quadrat  der  vom  Punkte  (xy)  an  den  Kreis  5=0  ge- 
legten Tangente*)  und  ebenso  z.  B.  a  der  Abstand  desselben  Punktes  von 
der  geraden  Linie  «  =  0;  es  folgt  somit  der  Satz: 


*)  Vergl.  Analyt.  Geometrie  der  Kegelschnitte,  §.  118. 
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Der  Ort  eines  Punktes,  für  welchen  das  Product 
ans  dem  Quadrate  der  von  ihm  aus  an  einen  festen 
Kreis  gelegten  Tangente  in  seinen  Abstand  von  einer 
festen  geraden  Linie  in  constantem  Verhältniss  steht 
zu  dem  Producte  seiner  Abstände  von  zwei  andern 
festen  geraden  Linien,  ist  eine  Curve  3.  Grades  mit 
Kr  eisasymp  toten. 

Aber  die  Gleichung  2)  lehrt  weiter,  dass  die  Curve  geht : 

1)  durch  die  Schnittpunkte   des  Kreises  S=0  mit  den  geraden  Linien 
ß=0  und  y=0, 

2)  durch  die  Schnittpunkte  der  geraden  Linie  cr=0  mit  ß=0  und  y=0. 
Ausserdem  ist  die  Linie  cr=0  eine  Parallellinie  zu  der  reellen  Asymptote 
der  Curve.  Eine  einfache  Betrachtung  dieser  Verhältnisse  führt  zu  dem 
interessanten  Satz: 

Wenn  man  durch  zwei  feste  Punkte  einer  Curve 
a.  Grades  mit  Kr'eisasymptoten  Kreise  legt,  so  schnei- 
det jeder  derselben  die  Curve  noch  in  zwei  Punkten, 
deren  Verbindungslinie  dieselbe  in  einem  festen 
Punkte  trifft.  Eine  durch  diesen  parallel  zur  reellen 
Asymptote  gezogene  gerade  Linie  trifft  mit  der  Ver- 
bindungslinie jener  zwei  festen  Punkte  wiederum  in 
•  der  Curve  zusammen. 

Es  ist  klar,  dass  man  mit  Hilfe  dieses  Satzes  sofort  die  Richtung  der 
Asymptote  finden  kann.  Einige  specielle  Fälle  desselben  werden  später  an 
passenden  Stellen  ihren  Platz  finden. 

II. 

Die  beiden  imaginären  Asymptoten  der  Curven  schneiden  sich  in  einem 
reellen  Punkte,  dessen  Aufsuchung  nützlich  ist.  Es  seien  (a,  ß)  die  Coordi- 
naten  desselben,  dann  wird 

y—ß=i{x  —  a) 
die  Gleichung  der  einen  Asymptote  sein.     Zur  Auffindung  von  er  und  ß 
führt  nun  folgende  Betrachtung. 

Wenn  man 

y=ß+i(x— a) 
in  die  Gleichung  1)  der  Curve  substituirt,  so  muss,  soll  diese  Gerade  wirk- 
lich Asymptote  sein,  eine  Gleichung  für  x  hervorgehen,  in  welcher  nicht 
allein  das  mit  x*,  sondern  auch  das  mit  x*  beladene  Glied  wegfällt.  Im 
Allgemeinen  aber  verschwindet  dies  nicht;  durch  seine  Gleichsetzung  mit 
Null  erhält  man  also  eine  Bedingnngsgleichung ,  welche  er  und  ß  erfüllen 
müssen.  Dieselbe  zerfällt  aber  sofort  in  zwei  andere,  da  der  reelle  und 
imaginäre  Theil,  jeder  für  sich ,  verschwinden  muss,  und  aus  diesen  kann 

22* 
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man  dann  a  und  ß  bestimmen.    Die  Ausführung  dieser  Operationen    führt 
leicht  zu  folgenden  Gleichungen : 

2Aa  —  2Bß  +  C—  £=0, 
2Bct  +  2Aß  +  D         =0 
und  aus  ihnen  ergiebt  sich: 

_A(E—C)  —  BD  B(C—E)  —  AD 

'  "~       2(^+^0     '  P~       2  (>+"*■)      ' 

Der  durch  diese  Coordinaten  bestimmte  Punkt,  der  reelle  Schnittpunkt 
der  beiden  imaginären  Asymptoten,  möge  das  Centrum  der  Curve  heissen. 
Eine  bedeutende  Vereinfachung  der  Gleichung  1)  tritt  ein,  wenn  man 
dies  Centrum  zum  Coordinatenursgrung  wählt.  Dies  kann  man  stets,  da 
a  und  ß  nie  unendlich  werden  können.  Damit  aber  ö=0  und  ß~0  werde, 
muss  offenbar  sein 

4)  \C=E 

Die  Gleichung  der  Curve  erlangt  dadurch  die.Form 

5)  (xt^yt)(Ax-+By+C)  +  Dx  +  Ey+F^=:Oi 
und  man  erkennt  hier  sofort,  dass 

Ax  +  By+C=0 
die  Gleichung  der  reellen  Asymptote  der  Curve  und 

Dx  +  Ey  +  F=0 
die  Gleichung  der  geraden  Linie  ist,   welche   die   3  Punkte  verbindet,   in 
welchen  die  Curve  von  ihren  Asymptoten  geschnitten  wird. 

Aus  der  Gleichung  5)  ergeben  sich  eine  Reihe  von  8 ätzen. 

Der  Ort  eines  Punktes,  für  welchen  dasQuadrat 
seines  Abstandes  von  einem  festen  Punkt  multipli- 
cirt  mit  seinem  Abstand  von  einer  festen  geraden  Li- 
nie in  constantem  Verh&ltniss  steht  zu  seinem  Ab- 
stand von  einer  andern  festen  Geraden,  ist  eine  Curve 
3.  Grades  mit  Kreisasymptoten,  welche  jenen  festen 
Punkt  zum  Centrum  und  die  erste  feste  gerade  Linie 
zur  Asymptote  hat;  ferner: 

Beschreibt    man    um    das    Centrum    einer    Curve 
3.  Grades  mit  Kreisasymptoten  einen  Kreis,  so  schnei- 
det dieser  die  Curve  in  zwei  Punkten,  deren  Verbin- 
dungslinie der  reellen  Asymptote  in  der  Curve  be- 
gegnet. 
Man  erkennt  in  diesem  Satze  leicht  nur  einen  speciellen  Fall  des  zwei- 
ten Satzes  in  §.  1,  indem  hier  die  dort  erwähnten  zwei  festen  Punkte  die 
imaginären  Kreispunkte  sind. 

III. 

Unter  den  Punkten  der  Curve  giebt  es  auch  eine  Anzahl ,  deren  Tan- 
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genten  zu  der  reellen  Asymptote  parallel  laufen.     Wir  wollen  sie  mit  dem 
Namen  „Scheitel"  bezeichnen. 

Es  sei  die  Curve  so  gelegt,    dass  ein  Scheitel  Coordinatenanfang  wird 
and  seine  Tangente  iu  die  V-Axe  fällt.     Dann  ist  in  der  allgemeinen  Glei- 
chung l)  zu  setzen  2?  =  0,    G  =  0,   ff=0 
und  die  Gleichung  der  Curve  wird  dadurch  einfacher: 

6)  A(x*  +  if)x  +  Cxf  +  I)xy+JSy2+Fx=0, 

oder,  wenn  man  sie  durch  Polarcoordinaten  r  und  <p  ausdrückt: 

,        Cc6&q>+Dco8{psin<p+E$irf<p       F 

Acoscp  A 

Sind  somit  r,  und  r,  die  zu  einer  bestimmten  Anomalie  q>  gehörigen  Radien- 
vectoren,  so  ist 

F 

welches  Resultat  den  Satz  ausdrückt: 

Legt  man  durch  einen  Scheitel  einer  Curve  3.  Gra- 
des mit  Kreisasymptoten  gerade  Linien,    so   ist  das 
Product  der  Abschnitte,  welche  die  Curve  auf  jeder 
derselben  bildet,  constant, 
oder  auch  einfacher: 

Die  Curve  ist  in  Bezug    auf  irgend  einen  ihrer 
Scheitel  ihre  eigene  inverse  Curve. 
Wenn  man  den  2.  Satz  in  §.  1  auf  den  besondern  Fall  anwendet,   wo 
die  Verbindungslinie  der  beiden  festen  Punkte  durch  einen  Scheitel  geht, 
so  ergiebt  sich  der  folgende-. 

Legt  man  durch  zweiPunkte  einer  Curve  3«  Gra- 
des mit  Kreisasymptoten,  deren  Verbindungslinie 
durch  einen  Scheitel  derselben  geht,  einenKreis,  so 
schneidet  dieser  die  Curve  noch  in  zwei  Punkten,  de- 
ren Verbindungslinie  wieder  durch  den  Scheitel  geht, 
von  welchem  Satze  schliesslich  der  vorige  nur  ein  anderer  Ausdruck  ist. 

IV. 

Wenn  die  reelle  Asymptote  in  die  -FAxe  fällt,  und  ausserdem  (a,b) 
die  Coordinaten  des  Centrums  sind,  so  hat  die  Gleichung  der  Curve  fol- 
gende Form: 

[(*— a)%  +  (y-by)x+*x  +  ßy  +  y=0, 

und   wenn  ausserdem  der  Coordinatenanfang  in  den  Punkt  gelegt  wird,  wo 

die  Cnrve  ihre  Asymptote  schneidet  (er  möge  in  der  Folge  einfach  mit  S 

bezeichnet  werden),  noch  etwas  einfacher,  da  dann  y=0: 

[(*— *y  +  (y  —  by\x+ax  +  ßy  =  0, 

oder  (x  —  *)*+(y  —  by+a  +  ß?-         =0.         /^m  ^ 

x  ((  UNIV. 
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Für  die  zwei  Punkte  der  Curve ,  welche  auf  einer  durch  den  Coordi- 

natenursprung  liegenden  geraden  Linie  liegen,  ist  —  dasselbe,  folglich  auch 

x 

dieser  Gleichung  zufolge  der  Werth 

(x-ay  +  (y-b)\ 
die  das  Quadrat  ihres  Abstandes  vom  Centrum,  was  geometrisch  interpre- 
tirt,  folgenden  Satz  giebt : 

Jede  gerade  Linie  durch  den  Punkt  S  schneidet 
die  Curve  in  zwei  Punkten,  die  vom  Centrum  der  Curve 
gleichweit  abstehen. 
Es  ist  dies  offenbar  die  Umkehr  des  zweiten  Satzes  in  §.  2.     Aus  ihm 
folgen  eine  Beihe  anderer,  wie : 

Wenn  man  durch  den  Punkt  &geradeLinien  zieht, 
und  in  der  Mitte  des  Stückes,  welches  die  Curve  auf  je- 
der von  ihnen  abschneidet,  Perpendikel  errichtet,  so 
convergiren  diese  sämmtlich  im  Centrum  der  Curve. 

Der  Mittelpunkt  des  Stückes,  welches  die  Curve 
auf  jeder  durch  den  Punkt  S  gehenden  geraden  Linie 
abschneidet,  beschreibt  einen  Kreis,  welcher  durch 
S  und  das  Centrum  der  Curve  geht. 

Die  Normalen  aller  der  Punkte,  deren  Tangenten 
durch    den   Punkt  £  gehen,   convergiren  im  Centrum 
der  Curve. 
Der  vorletzte  Satz  nimmt  eine  besonders  einfache  Gestalt  an ,  wenn  5 
im  Unendlichen  liegt,  also  die  Curve  eine  Inflexionsasymptote  hat     Der- 
selbe lautet  dann: 

Bei  einer  Curve  3.  Grades  mit  Kreisasymptoten 
und  einer  reellen  Inflexionsasymptote  halbirt  das 
Perpendikel,  das  man  vom  Centrum  aus  auf  die  letz- 
tere fällt,  alle  zu  ihr  parallellaufenden  Sehnen. 

V. 

Der  schon  mehrfach  berührte  zweite  Satz  in  §.  1  ist  von  besonderer 
Wichtigkeit  noch  dadurch,  weil  er  lehrt,  sowohl  die  Tangente,  als  auch 
der  Krümmungshalbmesser  e  in  esjeden  Punktes  für  die  betrach- 
tete Classe  von  Curven  zu  finden. 

Zunächst  ist  klar,  dass  man  mit  Hilfe  desselben  die  Aufgabe  lösen 
kann: 

Gegeben  sind  3  Punkte  in  einer  Curve  3.  Grades  mit  Kreis- 
asymptoten, man  soll  den  4.  Punkt  finden,  in  welchem  die  durch 
jene  drei  Punkte   gelegte  Kreislinie    der  Curve    nochmals   be- 
gegnet. 
Die  Construction  wäre  einfach: 
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Man  siehe  AB,  welches  die  Curve  nochmals  in  D  schneide  y  und  ver- 
binde den  Punkt  JE,  in  welchem  die  Curve  von  einer  Parallelen  durch  D 
zur  reellen  Asymptote  getroffen  wird,  mit  C;  die  Linie  CE  schneidet  dann 
die  Curve  in  dem  gesuchten  Punkt. 

Man  kann  nun  weiter  die  Aufgabe  lösen: 

Es  soll  durch  einen  Punkt  A  in  dem  Umfange  einer  Curve  3.  Grades 
mit  Kreisasymptoten  ein  Kreis  gelegt  werden ,  welcher  diese  zugleich  in 
einem  Punkte  B  berührt. 

Man  braucht  dann  nur  den  Punkt  zu  finden,  in  welchem  der  gesuchte 
Kreis  die  Curve  nochmals  trifft;  die  Construction  bleibt  wie  vorher,  nur  dass 
man  C  mit  B  zusammenfallen  lässt. 

Hierdurch  aber  wird  man  weiter  zur  Construction  der  Tangente  im 
Punkte  B  geleitet,  denn  die  Tangente  der  Curve  ist  identisch  mit  der  eines 
sie  berührenden  Kreises.  Man  hat  daher,  weil  der  Punkt  A  ganz  willkür- 
lich ist,  diesen  so  zu  wählen,  dass  die  Construction  die  einfachste  wird. 
Man  gelangt  so  zu  folgendem  leicht  zu  beweisenden  Weg: 

Um  in  dem  Punkte  A  die  Tangente  zu  legen ,  ziehe  man  durch  ihn 
eine  parallele  Linie  zur  Asymptote  und  verbinde  ihn  mit  dem  Punkte  S,  wo 
die  Curve  ihrer  Asymptote  begegnet.  Die  erste  Linie  schneide  die  Curve 
in  B,  die  letztere  in  C.  Man  errichte  nun  noch  in  den  Mittelpunkten  von 
A  B  und  AC Perpendikel,  und  verbinde  deren  Schnittpunkt  mit  A;  die  erhal- 
tene Linie  ist  die  Normale  von  A,  und  die  Tangente  steht  senkrecht  darauf. 

Man  kann  nun  den  Satz  noch  weiter  anwenden  und  den  Punkt  P  su- 
chen ,  wo  die  Curve  von  dem  Krümmungskreise  des  Punktes  A  geschnitten 
wird,  um  mit  dessen  Hilfe  den  letzteren  zu  construiren.  Dies  aber  wird 
leicht  auf  folgende  Weise  ausgeführt: 

Man  lege  in  A  die  Tangente,  welche  die  Curve  in  B  schneiden  möge, 
und  verbinde  den  Punkt  C,  wo  eine  Parallele  durch  B  zur  Asymptote  die 
Curve  trifft,  mit^.  Die  Linie  AC  schneidet  dann  die  Curve  in  dem  gesuch- 
ten Punkt  />,  und  man  hat  nur  in  der  Mitte  von  ^Pein  Perpendikel  zu  er- 
richten, um  in  dessen  Schnittpunkt  mit  der  Normale  in  A  den  Krümmungs- 
mittelpunkt zu  A  zu  finden. 

Nur  für  die  Scheitel  führt  diese  Construction  nicht  zum  Ziel,  weil 
die  Krümmungskreise  für  dieselben  mit  der  Curve  vier  Punkte  gemein 

haben.  % 

VI. 

Im  0.  Bande  dieser  Zeitschrift,  S.  34,  habe  ich  folgenden  Satz  bewiesen : 
Die  Summe  der  Cotangenten  der  Winkel,  welche 
eine  gerade  Linie  mit  den  »Asymptoten  einer  Curve 
».Grades  bildet,  ist  genau  so  gross,  als  die  Summe  der 
Cotangenten  der  Winkel,  welche  sie  mit  den  »Tan- 
genten einschliesst,  diein  den  Punkten,  wo  sie  die 
Curve  trifft,  an  diese  gelegt  werden  können. 
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Dieser  Satz  liefert,  auf  Curven  3.  Grades  mit  Kreisasymptoten  ange- 
wandt, interessante  Folgerungen. 

Bekanntlich  bildet  jede  gerade  Linie  y=mx  +  n  mit  den  Linien 

y=  +  ix  +  a 
Winkel,  deren  Tangenten  sind : 

±«'- 
In  der  allgemeinen  Gleichung,   die  obiger  Satz  auf  Curven  3.  Grades 
angewandt  giebt,   wenn  /  die  schneidende  Sehne,  au  at,  a9  die  3  Asymptoten, 
AtJ  A9,  Az  die  3  Tangenten  sind,  nämlich: 

cot(lax)  +  cot  (la%)  +  cot(las)=cot(JAl)  +  cot(lAt)  +  cot(tAs), 
wird  dadurch 

cot  (lax)  +  cot  (/  at) = 0, 
so  dass,  wenn  a  die  reelle  Asymptote  ist,  übrig  bleibt 

cot(la)  =  col(lAx)  +  cot{lAt)  +  cotQAJ, 
woraus  der  Satz  folgt: 

Die   Summe   der  Cotangenten   der  Winkel,    unter 

welchen  eine  Curve  3.  Grades  mit  Kreisasymptoten 

durch  eine  Sehne  geschnitten  wird,  ist  gleich  der  Co- 

tangente  des  Winkels,  welchen  die  letztere  mit  der 

reellen  Asymptote  bildet. 

Ein  besonders  interessanter  Satz  folgt  hieraus  in  dem  Falle ,  dass  die 

Sehne  durch  einen  Scheitel  der  Curve  geht,  worauf  dann  die  eine  Taugente 

A%,  nämlich  die  des  Scheitels,  zur  Asymptote  parallel,  und  daher 

Lla  =  LlAz 
ist.     Dann  aber  ist 

LlAx=LlA%y 
d..h.:     Jede  Sehne  durch  einen  Scheitel  einer  Curve  3.  Grades 
mit   Kreisasymptoten  schneidet    diese   noch    in  zwei 
Punkten,  und  zwar  unter  gleichen  Winkeln. 
Dieser  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folge   des  früher  gefundenen,   da9S 
die  Curve  ihre  eigene  inverse  ist,   da  er  eine  ganz  allgemeine  Eigenschaft 
inverser  Linien  ist. 

VII. 

Unter  den  specielleren  Classen  von  Curven,  welche  in  der  allgemeine- 
ren der  Curven  3.  Grades  mit  Kreisasymptoten  enthalten  sind,  ist  beson- 
ders die  wichtig,  welche  die  Curven  mit  einem  Doppelpunkt  (Kno- 
ten ,  Spitze  oder  isolirter  Punkt)  umfasst,  besonders  auch  deshalb ,  weil  zu 
ihr  eine  grosse  Anzahl  bekannter  Linien  gehört,  wie  die  Cissoide,  die  Focal- 
curve  des  geraden  Kegels  (vergl.  z.  B.  Fleischer,  Programm  der  Für- 
stenschulc  zu  Grimma  1851),  die  von  Booth  im  Quarterly  Journal,  Bd.  III 
betrachtete  Curve  u.  s.  w. 
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Sämmtliche  Carven  dieser  Classe  haben,  wenn  ihr  Doppelpunkt  zum 
Coordinatenursprung  gewählt  wird,  die  allgemeine  Gleichung 

{xt  +  y*)(Ax+By)  +  Co:*+Dxy  +  Ey*=0 
und,  wenn  die  reelle  Asymptote  zur  .FAxe  gewählt  wird, 

(.t2  +  y*)x  +  a  a*  +  ßxy  +  yy«=0. 
Durch  Verwandelung  der  Parallelcoordinaten  in  Polarcoordinaten  r  und  <p 
geht  obige  Gleichung  in  die  Polargleichung  Über : 

r  =s  —  (  acosw+ßsin  cp  +  y )  =  (y  —  et)  cos  q>  —  ßsinw — . 

\         ^     r      ^     '  cosq>J        '  r  cos  <p 

Aber  es  ist — ,  wie  leicht  zu  erweisen,  derRadiusvector  der  Asymptote; 

der  erste  Theil  dagegen  der  eines  Kreises,  welcher  durch  den  Doppelpunkt 
geht.  Offenbar  folgt  aus  dieser  Betrachtung  eine  sehr  einfache  Construc- 
tion  der  Curve;  denn  man  braucht  nur  für  jede  Amplitude  den  Radius- 
vector  des  Kreises 

r  =  ( a  —  y)coscp+ßsin<p 
von  dem  der  Asymptote  abzuziehen,  oder  was  noch   einfacher  ist,  man 
braucht  nur  auf  jeder  durch  den  Doppelpunkt  gehenden  geraden  Linie  von 
diesem  aus  das  Stück  abzutragen ,  welches  zwischen  jenem  Kreis  und  der 
Asymptote  der  Curve  liegt,  um  einen  Punkt  der  Curve  zu  erhalten. 

Die  Tangenten  des  Doppelpunktes  gehen  durch  die  Punkte,  wo  die 
Asymptote  den  Kreis  schneidet;  jener  ist  daher  ein  Knoten,  eine  Spitze 
oder  ein  isolirter  Punkt,  je  nachdem  die  Asymptote  den  fraglichen  Kreis 
schneidet,  berührt  oder  ausserhalb  desselben  liegt.  In  dem  Falle,  wo  sie 
ein  Durchmesser  dieses  Kreises  ist,  hat  der  Doppelpunkt  zwei  senkrechte 
Tangenten. 

Der  Punkt,  wo  die  Curve  ihr  Asymptote  trifft,  liegt  dort,  wo  die  Tan- 
gente des  Kreises  im  Doppelpunkt  dieser  begegnet.  Ist  daher  die  Asymp- 
tote senkrecht  zu  dem  Durchmesser  des  Doppelpunktes,  so  ist  dieselbe  eine 
Inflexionsasymptote. 

Die  oben  gegebene  Construction  ist  eine  Verallgemeinerung  der  für 
die  Cissoide  gebräuchlichen ,  welche  übrigens  nichts  anderes  ist,  als  die 
Curve  3.  Grades  mit  Kreisasymptoten,  einer  reellen  Inflexionsasymptote  und 
einer  Spitze. 

Die  folgenden  zwei  Sätze  über  Curven  3.  Grades  mit  Kreisasymptoten 
und  Doppelpunkt  werden  nicht  uninteressant  sein: 

Der  Doppelpunkt,  das  Centrum  und  der  Punkt,  wo 
die  Curve  ihre  Asymptote  trifft,  bilden  ein  rechtwink- 
liges Dreieck. 

Wenn  sich  ein  rechtwinkliges  Dreieck  so  dreht, 
dass  sein  Scheitel  in  dem  Doppelpunkt,  seine  beiden 
anderen  Ecken  aber  in  der  Curve  liegen,  so  beschreibt 
derMittelpunktseiner  Hypotenuse  einegerade  Linie. 
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Was  den  ersten  Satz  anbetrifft,  so  ist  dieser  eine  einfache  Folge  des 
3.  Satzes  in  §.  4;  der  zweite  lässt  sich  leicht  beweisen. 

Denn  ist  q>  die  Anomalie  der  einen  Ecke,  so  ist  90°+g>  die  der  andern, 
nnd  sind  r  und  r,  die  zugehörigen  Radien,  x  und  x%  die  zugehörigen  Abscia- 
sen,  so  ist 

x  =r  cos<p  =z*oosl<p+ßsinq>co$(p'jrysintq> 

xl=ricos  (90°  +  q&)=aswf  q>  —  ßsin<pco$<p  +  ycos*  tp, 
also  #  +  *i=a+y, 

d.  i.  constant. 

Hieran  reihen  sich  noch  verschiedene  interessante  Sätze. 

Eine  leichte  Rechnung  giebt  als  Gleichung  der  Fusspunktslinie  der 

Parabel 

y*z=2px 
in  Bezug  auf  den  Pol  (Ap),  sobald  dieser  dann  zum  Anfangspunkte  eines 
Polarcoordinatensystems  gewählt  worden  ist:*) 

-  .   p  sirtq> 

r=fcos<p—gsny+^—^. 

2  cos  <p 

Dies  ist  aber  zugleich  die  allgemeine  Gleichung  einer  Curve  3.  Grades 

mit  Kreisasymptoten  und  einem  Doppelpunkt,  sobald  dieser  zum  Pole  des 

Coordinatensystems  gewählt  wird,  denn  man  braucht  in  der  Gleichung,  wie 

sie  früher  aufgestellt  worden  ist,  nur  a  =  — f,  ß — g,  y  = zu   setzen, 

um  die  vorliegende  Gleichung  zu  erhalten. 
Es  ergiebt  sich  daher  der  Satz : 

Die  Fusspunktslinie  einerParabel  für  einen  be- 
liebigen Pol  ist  eine  Curve  dritten  Grades  mit  Kreis - 
asymptoten,  welche  in  jenem  Pole  einen  Doppelpunkt 
besitzt, 
und  auch  umgekehrt: 

Wenn  eine  Curve  3.  Grades  mit  Kreisasymptoten 
einenDoppelpunkt  besitzt,  so  ist  ihre  negative  erste 
Derivirte**)  in  Bezug  auf  diesen  eine  Parabel. 
Schliesslich  sei  bemerkt,  dass  die  Quadratur  der  Curven  mit  Doppel- 
punkt nur  auf  die  gewöhnlichen  trigonometrischen  und  logarithmischen 
Functionen  führt,  diejenige  aber  der  allgemeineren  Classe,  der  Curven 
3.  Grades  mit  Kreisasymptoten  überhaupt,  auch  noch  die  Anwendung  ellip- 
tischer Integrale  nöthig  macht,  mit  Hilfe  dieser  aber  sich  vollständig  aus- 
fuhren lässt.     Die  Rectification  führt  bei  den  Curven  mit  Doppelpunkt  auf 
elliptische  Integrale  und  nur  in  speciellen  Fällen,  wie  bei  den  Curven  mit 

*)  Vergl.  s.  B.  Drobisch,  Ueber  die  Fusspunktslinien ,  insbesondere  der  Ke- 
gelschnitte, Bd.  8  dieser  Zeitschrift. 

*•)  Ueber  derivirte  Linien  siehe  e.B.  W.  Roberts,  LiouoUles  Journal  X  und 
Hirst,  Quarteriff  Journal  IL 
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einer  Inflexionsasyroptote ,  redueiren  sich  dieselben  auf  logarithmische  und 
Kreisfunctionen. 


XXIV.  lieber  eine  Baiiehnng  der  Seiten  und  Diagonalen  eines  Kreis- 
Vierecks  in  den  Wnrseln  einer  biquadratisohen  Gleicimng  und  ihrer  Re- 
solvente.    Von  Dr.  L.  Mat-thiessek  in  Jever. 

Sind  x0  xt  xtt  x4t4  die  Wurzeln  der  biquadratischen  Gleichung 
x4 — ax*+bx* — cx+d=zO> 
und  bezeichnen  x0  x4  xt  xjtt  zugleich  die  Seiten,  sowie  y0  yt  ytt  die  drei  Dia- 
gonalen eines  Kreisvierecks,  so  ist  bekanntlich 

Mit  Anwendung  der  Lehrsätze  über  symmetrische  Functionen  findet  man, 
dass  y9  y,  yt,  die  drei  positiven  Wurzeln  der  Gleichung 

sind.  Es  ist  diese  Gleichung  also  eine  Besolvente  der  gegebenen  biqua- 
dratischen Gleichung,  und  es  geht  daraus  hervor,  dass  man  nicht  allein  die 
Fläche  des  Kreisvierecks,  die  Radien  der  um-  und  eingeschriebenen  Kreise, 
sondern  auch  die  Diagonalen  unmittelbar  durch  die  Coef&cienten  a,  6,  o,  d 
auszudrücken  im  Stande  ist,  ohne  dass  die  Gleichung  aufgelöst  wird.  Aus 
der  Resolvente  folgt,  dass  das  Parallelepipedon  aus  den  drei  Diagonalen 
sich  durch  die  Gleichung 

yoy.yje=V<*d— ud+c* 

ausdrücken  lässt.     Da  ferner 

10/^=(a— 2xa)(a— **)(a  —  2xJ(a— 2*J=— d*+4a*b— Sac  +  tod 
ist,  so  ist  der  Flächeninhalt  des  Vierecks 

F—tf—  a'+4a9b— 8ac+16rf, 
also  des  Radius  des  umschriebenen  Kreises  nach  dem  Satze  von  Gerhard 


*=/= 


a'd  —  Abd+c* 


a4+4at&— Sac+lGd 
Die  Summe  der  Rechtecke  aus  den  drei  Diagonalen  ist 

Aus  der  Resolvente  folgt 

„*„*„!  -2(yoy/+y«y/,+y/yJ=yo,+y,,+y^» 

yo  9 1  y  // 

ac—  Ad 
und  hieraus  weiter  =  y 0+ yj  +y. 

y*y,yt. 

ac  —  Ad 
nnd  y0+y+yf  = 


ya'd—Abd+c* 
Die  Gleichung  ftr  den  Flächeninhalt  F  nimmt  demgemäss  folgende  Form  an 

16^»=— ««(a»— 4b)  Sy0y,yj9o+y,+y„)        ' 
oder         10^=— u4+4(y«y,+yey//+y,yj«,-öy«y/^(y«+y,+yji 


332  Kleinere  Mittheilungen. 

wo  u  den  Umfang  bedeutet.     Der  Flächeninhalt  f  eines  Dreiecks  hat  einen 

Ahnlichen  Aasdruck,  nämlich 

Aus  dem  Vorhergehenden  folgt  weiter,  dass  die  Gleichtuig  der  drei  Diago- 
nalen ist 


ac  —  Ad 


yatd— 4bd+c* 

Setzt  man  y  = so  erhält  man  eine  cubische  Gleichung  mit 

j/a*d  —  4bd  +  c* 

rationalen  Coefficienten,  nämlich 

ri9—(ac  —  4Qrit+b(atd—4bd+cl)ri'-(atd—4bd+cty=0. 

Diese  Gleichung  ist  zugleich  die  Gleichung  der  Wurzelproducte  von 

z«_&z«+(ac  —  4tf)*  —  (a»rf  —  4bd+c*)=0, 

welche  von   mir  bereits  im  8.  Bande  dieser  Zeitschrift,  pag.  141,  als  eine 

Resolvente  der  biquadratischen  Gleichungen  aufgestellt  worden  ist. 


XXV.  Satz  über  ein  stets  mit  derselben  Seitenzahl  schlietsendes 
Polygon  auf  einer  Fläche  2.  Grades. 

Man  nehme  auf  der  Durchschnittscurve  zweier  Flächen  2.  Grades  A 
und  B  einen  Funkt  0  an.  Setzt  man  voraus,  dass  wenigstens  die  eine  der 
beiden  Flächen,  und  zwar  A,  reell  geradlinig  sei  (einschaliges  Hyperboloid), 
so  kann  man  der  Durchschnittscurve  ein  windschiefes  Polygon  einschreiben, 
dessen  erste  Ecke  in  0  liegt,  während  seine  Seiten  abwechselnd  einer  der 
beiden  Schaaren  von  Geraden  der  Fläche  A  angehören. 

Dann  findet  Folgendes  Statt: 

Entweder  das  Polygon  schliesst  nicht.  Dann  schliesst  es  nie,  man  mag 
die  erste  Ecke  0  auf  der  Durchschnittscurve  annehmen,  wo  man  will. 

Oder  das  Polygon  schliesst  mit  einer  gewissen  (geraden)  Anzahl  von 
Seiten.  Dann  schliesst  es  stets  mit  derselben  Zahl,  man  mag  die  erste  Ecke 
0  annehmen,  wo  man  will. 

Als  speciellster  Fall  des  Satzes  kann  Folgendes  gelten : 

Beschreibt  man  in  einen  Kreis  ein  Polygon,  dessen  Seiten  abwechselnd 
zwei  festen  Geraden  parallel  laufen,  so  6chliesst  dasselbe  entweder  nie,  oder 
stets  mit  derselben  Seitenzahl,  welche  nur  abhängt  von  dem  Winkel,  den  die 
beiden  festen  Geraden  mit  einander  machen. 

Berlin.  Dr.  Theodor  Berner. 


XXVL    Bemerkung  über  die  Fusspunktscurve   einer  Ellipse  oder 
Hyperbel.    % 

Die  Fusspunktscurven  der  Ellipse  oder  Hyperbel  können  in  dem  Falle, 
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dass  ihr  Pol  im  Mittelpunkte  liegt,  auf  sehr  einfache  Weise  constrnirt  wer- 
den. Sie  ergeben  sich  nämlich,  wenn  man  folgende  Ortsbestimmung  aus- 
führt: 

Durch  einen  Punkt  0  ausserhalb  der  Peripherie  eines  Kreises  werden 
gerade  Linien  0 MN  gezogen  und  auf  diesen  stets  das  Stück  MN,  welches 
innerhalb  des  Kreises  fällt,  von  0  aus  abgetragen.  Man  soll  den  Ort  des 
anderen  Endpunktes  P  finden. 

Sei  C  das  Centrum  des  festen  Kreises,  r  sein  Radius,  OC=a,  endlich 
MN=OP=q,  LPOC=<p]  dann  ist 

^  =  2J^r* — lt$intq>  =  2rj/  1  —  -«w'y. 

Aber  die  Polargleichung  der  Fnsspunktscurve  eines  Centralkegelschnit- 
tes  ist 


Q=zaj/i  —  e?stn9q>, 
wo  e  die  Excentricität  des  Kegelschnittes ;  und  um  diese  mit  jener  Gleichung 
identisch  zu  machen,  braucht  man  nur  zu  setzen 

—  1.     1  — 
2  '      r 

Man  sieht  leicht,  wie  sich  aus  diesen  Betrachtungen  eine  sehr  einfache 
Construction  ergiebt,  sowie  dass  die  fragliche  Curve,  wenn  0  ausserhalb 
des  Kreises  liegt,  die  Fusspunktscurve  einer  Hyperbel,  und- wenn  0  inner- 
halb liegt,  diejenige  einer  Ellipse  wird. 

Leipzig.  F.  E.  Eckardt,  stud.  math. 


XXVEL    Eine  neue  Thermosftule,  von  S.  Marcus. 

Der  Erfinder  äussert  sich  Über  die  Wirkungen  derselben,  wie  folgt: 

1.  Die  elektromotorische  Kraft  eines  der  neuen  Thermo-Elemente  ist 
gleich  -g'g  der  elektromotorischen  Kraft  eines  Buusen'schen  Zinkkohlen- 
elenientes  und  dessen  innerer  Widerstand  gleich  0.4  eines  Meters  Normal- 
drahtes. 

2.  Sechs  solcher  Elemente  genügen  schon ,  angesäuertes  Wasser  zu 
zersetzen. 

3.  Eine  Batterie  von  125  Elementen  entwickelte  in  einer  Minute  25 
Kubikcentimeter  Knallgas,  wobei  überdies  die  Wasserzersetzung  unter  un- 
günstigen Verhältnissen  stattfand,  indem  der  innere  Widerstand  der  Sä.ule 
weit  grösser  als  der  des  eingeschalteten  Voltameters  war. 

4.  Ein  Platindraht  von  |  Millimeter  Dicke,  in  den  Schliessungsbogen 
derselben  Kette  geschaltet,  schmilzt. 

5.  Dreissig  Elemente  erzeugen  einen  Elektromagneten  von  150  Pfd. 
Tragkraft. 

6.  Die  Stromerzeugung  geschieht  durch  Erwärmung  nur    einer  der 
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Contactseiten  der  Elemente,  und  durch  Abkühlung  der  «weiten  Oontactseite 
mittelst  Wassers  von  gewöhnlicher  Temperatur. 

Zar  Herstellung  der  in  Rede  stehenden  Batterie  ist  einerseits  die  Ge- 
winnung zweier  zu  einem  Thermo  -  Element  sich  eignender  Elektricitäts- 
erreger,  andererseits  aber  eine  derartige  Anordnung  der  einzelnen  Elemente, 
der  Wärme-  und  Abkühlungsvorrichtungen  noth wendig,  um  einen  möglichst 
günstigen  Effect  zu  erzielen.  Ersteres  bildet  den  physikalischen,  letzteres 
den  constmctiven  Theil  des  Problems. 

Bei  der  Lösung  der  ersten  Aufgabe  war  Herr  Marcus  bestrebt,  fol- 
gende Punkte  zu  erreichen  : 

a)  solche  Thermo  -  Elemente  zu  benutzen ,  die  in  der  thermoelektri- 
schen  Reihe  möglichst  weit  von  einander  liegen,  dann  solche,  die 

b)  grosse  Temperaturdifferenzen  zulassen,  so  dass  dies  ohne  Zuhilfe- 
nahme von  Eis  erreicht  wird,  was  nur  geschehen  kann,  wenn  die 
Stube  möglichst  hohe  Schmelzpunkte  besitzen; 

c)  sollten  die  Materialien,  aus  denen  die  Stäbe  angefertigt  werden, 
nicht  kostspielig  und  letztere  leicht  darstellbar  sein,  und  endlich 

d)  sollte  auch  der  zu  den  Elementen  verwendete  Isolator  hohen  Tem- 
peraturen widerstehen  können  und  genügende  Festigkeit  and 
Elasticität  besitzen. 

Da  weder  die  bisher  gebräuchlichen  Ketten  aus  Wismuth  und  Antimon, 
noch  irgend  eine  Combination  der  übrigen  einfachen  Metalle  diesen  Bedin- 
gungen entsprechen,  so  benutzte  Herr  Marcus  die  Thatsache,  dass  Legi- 
ruiigen  in  der  thermoelektrischen  Reihe  nicht  zwischen  jenen  Metallen  ste- 
hen, aus  denen  sie  zusammengesetzt  sind,  und  wurde  hierdurch  zu  folgen- 
den Legirungen  geführt,  weicherden  oben  angegebenen  Bedingungen  voll- 
kommen entsprechen. 

Für  das  positive  Metall : 

10  Gewichtstheile  Kupfer, 
6  „  Zink, 

6  „  Nickel; 

ein  Zusatz  von  1  Theil  Kobalt  erhöht  die  elektromotorische  Kraft. 
Für  das  negative  Metall: 

12  Gewichtstheile  Antimon, 
5  „  Zink, 

1  „  Wismuth; 

durch  öfteres  Umschmelzen  wird  die  elektromotorische  Kraft  der  Legirnng 
erhöht} 

oder: 
Argentan  unter  dem  Namen  Alpacca  aus  der  Triestinghofer  Metall- 
waarenfabrik  mit  dem  eben  bezeichneten  negativen  Metall 
in  Verbindung; 
oder: 
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eine  Legirung  ans     05  Gewichtstheilen  Kupfer 

und     31  „  Zink 

als  positives  Metall,  und 

12  Gewichtstheile  Antimon 
5  „  Zink 

als  negatives  Metall. 

Beide  Stäbe  werden  nicht  aneinander  gelöthet,  sondern  mit  Schrauben 
verbunden. 

Das  positivelektrische  Metall  schmilzt  bei  circa  1200°  C. ,  das  negative 
bei  circa  600°. 

Da  bei  diesem  Elemente  nur  die  Erwärmung  des  positiven  Metalls  auf 
die  Elektricitätsentwickelung  von  Einfluss  ist,  so  ist  die  Einrichtung  ge- 
troffen, dass  nur  dieses  erwärmt  wird,  während  das  negative  Metall,  welches 
mit  jenem  im  Contact  steht,  die  Wärme  nur  raitgetheilt  erhält.  Durch 
diese  Anordnung  wird  es  möglich ,  Temperaturen  über  000  Grad  anwenden 
zu  können  und  in  Folge  dessen  grössere  Temperaturdifferenzen  zu  erzielen. 

Ein  interessanter  Beleg  für  die  hierbei  stattfindende  Umwandlung  der 
Wärme  in  Elektricität  ist  der,  dass  das  Wasser,  welches  zur  Abkühlung 
der  zweiten  Contactstelle  des  Elementes  dient ,  sich  sehr  langsam  erwärmt, 
so  lange  die  Kette  geschlossen  bleibt,  dass  sie  aber  ziemlich  schnell  erfolgt, 
wenn  dieselbe  geöffnet  wird. 

Die  in  Rede  stehende  Thermosäule  wurde  mit  Rücksicht  auf  die  An- 
wendung einer  Gasflamme  construirt.  Die  einzelnen  Elemente  bestehen 
aus  Stäben  von  ungleichen  Dimensionen ;  der  positivelektrische  Metallstab 
ist  7"  lang,  7'"  breit  und  £'"  dick,  der  negativelektrische  Metallstab  ist  6* 
lang ,  7"'  breit  und  6'"  dick.  32  solcher  Elemente  verschraubte  ich  in  der 
Weise  mit  einander ,  dass  alle  positiven  Stäbe  auf  der  einen  und  alle  nega- 
tiven auf  der  andern  Seite  sich  befinden  und  so  die  Form  eines  Gitters  bilden. 
Die  Säule  besteht  nun  aus  zwei  solchen  Gitterwänden ,  welche  dachförmig 
aneinander  geschraubt  und  durch  eine  Eisenstange  verstärkt  sind.  Als 
Isolator  zwischen  der  Eisenstange  und  den  Elementen  wird  Glimmer  be- 
nutzt. Ausserdem  wurden  die  Elemente,  namentlich  dort,  wo  sie  mit  dem 
Kühlwasser  in  Borührung  kommen,  mit  Wasserglas  bestrichen. 

Zur  Abkühlung  der  unteren  Contactseiten  der  Elemente  dient  ein  thö- 
nerne8  mit  Wasser  angefülltes  Gefäss. 

Die  ganze  Säule  hat  eine  Länge  von  2  Fuss,  eine  Breite  von  6"  und 
eine  Höhe  von  6". 

Herr  Marcus  theilt  ferner  mit,  dass  er  eben  einen  Ofen  ausgeführt 
habe,  welcher  für  768  Elemente  berechnet  ist.  Dieselben  repräsentiren  eine 
Bunsen'sche  Zinkkohlenkette  von  90  Elementen  und  consumiren  per  Tag 
240  Pfd.  Kohle  (2  fl.  40  kr.).  Schliesslich  bemerkt  Redner,  dass,  wenngleich 
er  nicht  der  Meinung  sei,  mit  dieser  Säule  schon  das  von  ihm  angestrebte 
Ziel  erreicht  zu  haben,  er  doch  glaube,  dass  dieselbe  den  Weg  bezeichne, 
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der  weiter  zu  verfolgen  sei ,  um  der  Elektricität  in  der  Praxis  jenen  domi- 
nirenden  Rang  zu  erringen ,  welcher  ihr  ihrer  wunderbaren  Eigenschaften 
wegen  unstreitig  zukommt.  (Berichte  der  Wiener  Akademie.) 


XXVÜL    Beseitigung  des  Getöns  der  Telegraphenleitungen. 

Zu  der  in  Heft  1,  S.  88  unter  derselben  Ueberschrift  gemachten  Mit- 
theilung fügen  wir  noch  hinzu :  In  der  Zeitschrift  des  deutsch- österreichi- 
schen Telegraphen  -  Vereins  1864,  Heft  6 — 8,  wird  dieselbe  Angelegenheit 
besprochen,  und  es  werden  dort  im  Ganzen  3  Methoden  genannt,  das  Getön 
der  Telegraphenleitungen  zu  beseitigen : 

1.  Die  Methode  von  Listing. 

2.  Eine  schon  früher  von  Lissajou&Mahon  angewendete  Methode, 
bei  welcher  eine  Holzleiste  mit  Schrauben  an  den  Draht  ange- 
presst  wird.  A.  a.  Orte  wird  versichert ,  dass  die  Wirksamkeit 
dieses  Mittels  durch  Versuche  ausser  Zweifel  gestellt  worden  sei. 

3«  Die  Methode  von  Le  Mo yne,  welche  in  den  Annales  telegraphiques 
beschrieben  ist.  Im  Wesentlichen  besteht  die  Einrichtung  von 
Le  Moyne  in  der  Trennung  des  Drahtes  in  der  Nähe  der  Befe- 
stigung und  Dazwischenschieben  von  einem  Stück  Holz ;  damit  die 
Leitung  nicht  .unterbrochen  werde,  werden  die  Drahtenden  an  den 
Unterbrechungsstellen  durch  zwei  sehr  dünne  Kupfer  dräute  wieder 
mit  einander  verbunden.  Auch  diese  Methode  hat  sich  bei  der 
Prüfung  sehr  gut  bewährt. 

Dr.  Kahl. 


>v 


XII.. 

Beiträge  zur  Geschichte  der  Fortschritte  in  der  elektrischen 

Telegraphie. 

Von  Dr.  Eduabd  Zetzsche. 


IV.  Die  Doppeltelegraphie. 

(Dritte  Abtheilung). 
(Schluss  zu  No.  XI,  Jahrg.  X,  S.  314.) 


III.  Doppelsprechen  und  Gegensprechen  zugleich. 

An  die  Lösung  der  Aufgabe  des  Doppelsprcchens  knüpfte  sich  sofort 
eine  neue  Aufgabe :  die  Verbindung  des  Gegensprechens  mit  dem  Doppel- 
sprechen. Liess  sich  doch,  abgesehen  von  dem  wissenschaftlichen  Inter- 
esse, von  der  Lösung  dieser  Aufgabe  ein  noch  weit  grösserer  praktischer 
Vortheil,  eine  noch  weit  vollständigere  Ausnutzung  der  Telegraphenleitun- 
gen hoffen ,  als  man  von  der  Anwendung  des  Gegensprechens  allein,  oder 
des  Doppelsprechens  allein  hoffen  konnte. 

Der  erste ,  welcher  die  Möglichkeit  der  gleichzeitigen  Verbindung  des 
Gegensprechens  mit  dein  Doppelsprechen  behauptete,  war  Dr.  Stark;  so- 
wohl in  seinem,  vom  15.  October  1855  datirten  Aufsatze  (Zeitschr.  d.  Tel.- 
Ver.  II,  S.  224),  als  in  seiner  Mittheilung  an  die  Wiener  Akademie  der  Wis- 
senschaften (vergl.  II,  1;  C.)  deutet  er  auf  die  Möglichkeit  hin,  zwischen 
zwei  Stationen  auf  einem  Drahte  gleichzeitig  vier  Telegramme  zu  wech- 
seln, doch  gab  er  weder  eine  weitere  Begründung,  noch  ein  Einschaltnngs- 
schema,  selbst  dann  nicht,  als  W.  Siemens  (Poggendorff's  Annalen 
Bd.  08,  S.  131)  die  Unmöglichkeit  der  Verbindung  des  Gegen-  und  Doppel- 
sprechens  behauptete ,    weil  Gegen-  wie  Doppclsprcchen   durch  denselben 

Zeitschrift  f.  Mathematik  u.  Physik.  X,  5.  23 
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Draht  und  mit  Morseschreihapparaten  oder  überhaupt  solchen  Telegraphen, 
welche  zur  Darstellung  ihrer  Zeichen  Ströme  verschiedener  Dauer  bedür- 
fen, nur  durch  Veränderung  der  Stromstärke  im  Leitungsdrahte  möglich 
wäre,  Gegen-  und  Doppelsprechen  in  bisher  beschriebener  Weise  sich  da- 
her nothwendig  gegenseitig  stören  müssten,  mithin  nicht  gleichzeitig  aus- 
führbar wären.  Als  darauf  Dr.  Bosse  ha  in  seiner  Mittheilung  vdta 
27.  October  1855  dieselbe  Behauptung  wie  Dr.  Stark  aufstellte,  sprach  auch 
die  Redaction  der  Zeitschrift  des  Telegraphen- Vereins  (s.  d.  III,  S.  51)  ihre 
Zweifel  daran  aus.  Wartmann  sprach  sich  (Annales  telegr.  1861,  S.  161)  in 
Bezug  auf  seinen  bereits  unter  II,  5  besprochenen,  in  Fig.  41  skizzirten  Dop- 
pelsprecher dahin  aus,  dass  man,  um  das  Doppelsprechen  mit  dem  Gegen- 
sprechen zu  vereinigen,  R  unmittelbar  mit  der  Luftleitung  verbinden  und  ' 
jeden  seiner  Elektromagnete  mit  doppelten  Windungen  versehen  müsse,  de- 
ren eine  durch  einen  Ausgleichungsstrom,  die  andere  durch  den  in  die  Linie 
gehenden  Strom  durchlaufen  werden  müsse.  Einschaltungen  zum  Doppel- 
und  Gegensprechen  zugleich  gaben  endlich  1863  Maron  und  Schaack. 

Eine  Verbindung  des  Doppelsprechens  mit  dem  Gegensprechen  ist 
aber  auch  noch  in  einem  andern  Sinne  denkbar.  Wenn  man  nämlich  in 
den  Pausen  zwischen  den  Zeichen  des  einen  Telegramms  die  Leitung  zur 
Beförderung  eines  Zeichens  eines  anderen  Telegramms  benutzt,  so  kann 
dieses  sowohl  in  gleicher  Richtung,  als  in  entgegengesetzten  Richtungen 
geschehen,  ja  man  kann  in  dieser  Weise  auch  leicht  von  mehr  als  2  Tele- 
grammen abwechselnd  oder  absatzweise  ein  Zeichen  befördern. 

A.    Gleichzeitiges  Doppel-  und  Gegensprechen. 

Wenn  eine  Telegraphenleitung  gleichzeitig  zum  Doppel-  und  Gegen- 
sprechen benutzt  werden  soll,  so  müssen  die  Empfangsapparate,  ebenso  wie 
schon  beim  Gegensprechen  ajlein ,  stets  in  die  Leitung  eingeschaltet  sein, 
damit  sie  in  jedem  Augenblicke  von  einem  ankommenden  Strome  durchlau- 
fen werden  können.  Es  ist  daher  wiederum  nöthig,  dass  auf  irgend  eine 
Weise  in  jeder  Station  die  Wirkung  des  fortgehenden  Stroms  auf  die 
Empfangsapparate  dieser  Station  aufgehoben  wird.  Lässt  man  für  diesen 
Zweck  die  Anwendung  einer  Ausgleichungsbatterie  oder  mehrerer  Relais 
als  unvortheilhaft  ausser  Acht,  so  bleibt  hauptsächlich  die  Anwendung  eines 
Relais  mit  doppelter  Umwickelung ,  wie  z.  B.  bei  der  von  Siemens  & 
Halske  (I,  4.)  für  das  Gegensprechen  angegebenen  Einschaltung,  oder  die 
Anwendung  der  von  Maron  (I,  6.)  benutzten  Stromtheilung  einer  weitern 
Untersuchung  zu  unterwerfen.  Bei  einer  Verbindung  des  Doppel-  und  Ge- 
gensprechens macht  sich  nun  die  Forderung,  dass  durch  die  Tasterbewegung 
die  Leitung  nicht  unterbrochen  werde,  mit  um  so  grösserem  Gewicht  gel- 
tend ,  weil  diese  Unterbrechung  nicht  allein  in  Bezug  auf  einen  von  der 
andern  Station  ankommenden  Strom,  sondern  auch  in  Betreff  eines  etwa 
vom  zweiten  Taster  derselben  Station  gegebenen  Strom  zu  verhüten  ist,  und 


Von  Dr.  Eduard  Zktzsche. 
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weil  ausserdem  bei   der  doppelten  Zahl  der  gleichzeitig  in  Gebrauch  kom- 
menden Taster  die  Gefahr  der  Verwirrung  der  Schrift  mit  der  Wahrschein- 
lichkeit häufigerer  Unterbrechungen  wachsen  muss.     Es  würde  daher  z.  B. 
wenig  Erfolg  zu  erwarten  sein,  wenn  man  den  für  das  Doppelsprechen  vor- 
gerichteten Gegensprecher  von  Siemens 
&  Halske  etwa  nach  dem  Schema  Fig.  47      1 
mit  2  gewöhnlichen  Tastern  Tt  und  Tt  ver- 
binden wollte;  denn  obgleich  der  ankom- 
mende Strom  jederzeit  einen  Weg  zur  Erde 
offen  hätte  und  auf  die  Relais  R  in  gleicher 
Weise   und    fast   gleicher  Stärke    wirken 
könnte,  so  würden  doch  die  bei  der  Taster- 
bewegung unvermeidlichen  Unterbrechun- 
gen der  Leitung  ebenso  viele  Stromunter- 
brechungen mit  sich  bringen.     Auch  eine  der  von  Stark  vorgeschlagenen, 
in  Fig.  34  und  35  skizzirten   Tastereinrichtungen   wird   diesen   Uebelstand 
nicht  genügend  zu  beseitigen  vermögen,  man  wird  vielmehr  am   besten  zu 
der  bereits  unter  II,  3.  besprochenen,  und  in  Fig.  39  abgebildeten  Taster- 
einschaltung greifen   und  die  beiden  Pole  der  Batterie  Bx  oder  B%  mit  den 
Funkten  2  und  3  des  Tasters  T{  oder  T%  verbinden.     Man  wird   dabei   die 
beiden  Batterien  derselben  Station  mit  demselben  oder  mit  entgegengesetz- 
ten Polen  an  die  Tasteraxe  führen ,  je  nachdem  man   zum  Doppelsprechen 
in  der  früher  angegebenen  Weise  verschieden  starke  Ströme  von  gleicher 
Richtung  oder  von  entgegengesetzter  Richtung  verwenden  will,  und  danach 
muss  natürlich  auch   die  Wahl  der  Empfangsapparate  getroffen   werden. 
Setzen  wir  nun  mit  Rücksicht  auf  das  Frühere  voraus,  der  Empfangsappa- 
rat bestehe  aus  3  passend  eingerichteten  und  mit  den  2  Sehreibapparaten  in 
entsprechender  Weise  verbundenen,  polarisirten  oder  unpolarisirten  Relais, 
und  es  seien  sämmtliche  3  Relais  mit  einer  doppelten  Umwickelung  verse- 
hen und  die  innern  Windungen  derselben  sämmtlich  mit  einem  regulirbaren 
Widerstände  W  zu  einem  localen  Zweig-Stromkreise  (welcher  im  Gegen- 
satze zur  Luftleitung  die  Localleitung  heissen  möge)  vereinigt  in  ähnli- 
cher Weise,  wie  es  bei  R  in  Fig.  47  gezeigt  ist,  dann  werden  die  fortgehen- 
den Ströme  von    TA  oder  T%  oder  von  Tx  und  Tt  zusammen  sämmtliche  Re- 
lais der  eigenen  Station  in  2  sich  in  ihrer  Wirkung  aufhebenden  Zweigströ- 
men umkreisen,  und  es  wird  diese  Ausgleichung  der  Wirkungen  bei  der  ge- 
wählten Tastereinschaltung  offenbar  leichter   zu  erreichen  sein,  als  beim 
Gegensprechen  allein,  da  jetzt  blos  2  Stellungen  des  Tasterhebels,  die  Ruhe- 
stellung und  die  Arbeitsstellung,  in  Betracht  kommen.  Der  Lauf  des  Linien- 
stroms auf  der  Empfangsstation  ist,  so  lange  blos  die  eine  Station  spricht, 
genau  derselbe  wie  beim  Doppelsprechen  allein,  und  es  müssen   daher  für 
diesen  Fall  die  Empfangsapparate  blos  die  beim  Doppelsprechen  wiederholt 
erwähnten  Bedingungen  erfüllen,  damit  die  Schreibapparate   während  des 
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Doppelsprechens  nicht  absetzen.  Sehr  verwickelt  erscheinen  die  Vorgänge, 
während  beide  Stationen  doppelt  sprechen.  Hierbei  können  zunächst  zwei 
Fälle  in  Bezug  auf  die  Batterieeinschaltung  beider  Stationen  unterschieden 
werden;  es  können  in  beiden  Stationen  die  Batterien  Übereinstimmend  oder 
entgegengesetzt  eingeschaltet,  z.B.  Bt  auf  beiden  Stationen  mit  dem  nämli- 
chen Pole  oder  auf  der  einen  Station  mit  dem  positiven,  auf  der  andern  mit 
dem  negativen  Pole  mit  der  Axe  des  Tasters  Tx  verbunden  sein;  im  erstem 
Falle  werden  sich  die  Ströme  der  Batterien  /J,  der  beiden  Stationen  beim 
Zusammentreffen  aufheben,  im  letztern  verstärken.  Bei  der  Untersuchung, 
ob  ein  gleichzeitiges  Doppel-  und  Gegensprechen  möglich  ist,  brauchen  wir 
aber  auf  diese  Unterscheidung  nicht  weiter  einzugehen,  vielmehr  nur  die 
Frage  zu  beantworten,  was  geschieht  auf  beiden  Stationen,  wenn  zu  einem 
von  der  ersten  Station  ausgehenden  Strome  noch  ein  gleich  oder  entgegen- 
gesetzt gerichteter  Strom  der  zweiten  Station  hinzutritt.  Hat  der  neu  hin- 
zutretende Strom  dieselbe  Richtung  mit  dem  schon  vorhandenen,  so  werden 
sich  beide  summiren ;  auf  der  ersten  Station  nun ,  wo  vorher  in  allen  3  Re- 
lais die  beiden  Zweigströme  sich  in  ihren  Wirkungen  aufhoben,  wird  jetzt 
der  Strom  in  der  Luftleitung  den  Strom  in  der  Localleitung  um  die  Grösse 
des  neu  hinzugekommenen  Stromes  übertreffen,  und  es  sprechen  jetzt 
auf  dieser  Station  die  Eelais  an,  welche  ansprechen  würden,  wenn  der  hin- 
zugekommene Strom  allein  vorhanden  wäre;  auf  der  zweiten  Station  ver- 
stärkt sich  zwar  ebenfalls  der  Strom  in  der  Luftleitung  in  allen  3  Relais  um 
die  Glosse  des  neu  hinzukommenden  Stroms,  es  tritt  aber  hier  zugleich 
auch  in  der  Localleitung  ebenfalls  in  allen  3  Relais  ein  ebenso  starker  Strom 
von  entgegengesetzter  Wirkung  auf,  und  es  bleibt  daher  nur  in  den  Relais 
ein  Ueberschuss,  welche  vorher  schon,  auf  den  erst  allein  vorhandenen 
Strom  ansprachen,  es  ändert  sich  also  auf  der  zweiten  Station  nichts  durch 
das  Hinzutreten  des  zweiten  Stroms.  Ist  dagegen  der  neu  hinzutretende 
Strom  dem  schon  vorhandenen  entgegengesetzt  gerichtet,  so  werden  sich  in 
der  Luftleitung  beide  je  nach  den  Stärkenverhältnissen  ganz  oder.theilweise 
tilgen ;  auf  der  ersten  Station  wird  dadurch  die  Wirkung  eines  Stromantheils 
in  der  Localleitung  frei,  welcher  dem  zur  Tilgung  des  neu  hinzugekomme- 
nen Stromes  verwendeten  Luftleitungsstrome  an  Stärke  gleichkommt,  und 
dieser,  mit  dem  neuen  Strome  gleichgerichtete,  frei  werdende  Strom  ersetzt 
den  getilgten  Antheil  des  neuen  Stromes  in  seiner  Wirkung  auf  die  3  Relais 
der  ersten  Station,  und  es  werden  hier  wieder  die  Relais  ansprechen,  welche 
auf  den  neuen  Strom  allein  angesprochen  hätten;  auf  der  zweiten  Station 
wird  von  dem,  mit  dem  ursprünglich  vorhandenen  Strome  gleichgerichteten 
Strome  in  der  Localleitung  ein  Stromtheil  frei,  welcher  dem  vom  neu  hin- 
zugekommenen Strom  getilgten  Theile  des  ursprünglichen  Stromes  an  Stärke 
völlig  gleicht  und  diesen  daher  auch  in  seiner  Wirkung  auf  die  3  Relais  der 
zweiten  Station  zu  ersetzen  vermag,  weshalb  auch  jetzt  sich  hier  im  Spiel 
der  Relais  nichts  ändert. 
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Nach  dieser  allgemeinen  Betrachtung  lässt  sich  nun  leicht  beurtheilen, 
ob  und  welche  von  den  unter  IL  aufgeführten  Doppelsprechern  sich  zu  einer 
Verbindung  des  Gegen-  und  Doppelsprechens  eignen,  und  es  mag  (weil 
Kramer  dies  nicht  selbst  gethan  hat)  nur  namentlich  daraufhingewiesen 
werden,  dass  der  Doppelsprecber  von  Kram  er  (II,  3.)  sich  ebenso  gut,  wio 
der  von  B os seh a,  eignen  würde,  an  dessen  sogleich  folgende  Beschrei- 
bung sich  dann  die  Besprechung  der  Einschaltungen  von  Maron  und 
Schaack  schliessen  soll. 

1.    Doppel-  und  Gegensprecher  von  Boss cha. 

Dr.  J.  Bossen a  jun.  in  Leyden  theitte  seine  Erfindung  in  der  Sitzung 
der  holländischen  Akademie  der  Wissenschaften  am  27.  October  1855  mit; 
aus  den  Mittheilungen  dieser  Akademie  ging  die  Beschreibung  in  die  Zeit- 
schrift des  Telegraphen- Vereins  (III,  S.  27  ff.)  über.  Dr.  Bosscha  stellte 
sich  die  Aufgabe,  eine  Einrichtung  zu  finden,  durch  welche  es  möglich  wird, 
zu  gleicher  Zeit  von  jeder  von  3  durch  einen  einzigen  Draht  mit  einander 
verbundenen  Stationen  nach  jeder  der  beiden  andern  ein  verschiedenes  Te- 
legramm zu  senden.  Wenn  nun  eine  Einrichtung  gefunden  wäre,  zwei  Te- 
legramme gleichzeitig  in  derselben  Richtung  zu  senden,  und  wenn  dann 
darauf  das  Gegensprechen  mit  Stromtheilung  noch  anwendbar  bliebe,  so 
wäre  die  Aufgabe  gelöst. 

Um  nun  zunächst  das  Doppelsprechen  zu  ermöglichen,  wählte 
Dr.  Bosscha  dem  Wesen  nach  dieselbe  Einschaltung  der  Taster,  welche 
fast  gleichzeitig  auch  Dr.  Kr  am  er  (vergl.  II,  3.)  gewählt  hat,  allein  er 
versah  die  Taster  auch  noch  mit  einem  einfachen  Stöpselausschalter,  um 
den  kurzen  Schluss  der  Taster  während  der  Zeit,  in  welcher  nicht  telegra- 
phirt  wird,  bequem  beseitigen  zu  können,  ohne  eine  unabsichtliche  gänz- 
liche Unterbrechung  der  Leitung  befürchten  zu  müssen.  Man  könnte  zu 
diesem  Behufe  einfach  einen  Poldraht  aus  seiner  Klemmschraube  lösen,  doch 
wäre  dies  nicht  allein  sehr  umständlich,  sondern  es  könnte  auch  geschehen, 
dass  der  Telegraphist  den  Poldraht  wieder  einzuschalten  vergässe,  bevor  er  zu 
telegraphiren  anfängt,  und  dann  würde  er  durch  Niederdrücken  des  Tasters 
die  Leitung  unterbrechen  und  so  andere,  gleichzeitig  auf  der  Leitung  beför- 
derte Telegramme  stören  können.  Das  Wesen  des  von 
B 08  8 cha  deshalb  angewendeten  Stöpselausschalters  (Zeit- 
schrift d.  Tel.- Ver.  III,  S.  53)  zeigt  Fig.  48;  es  stehen  einer 
Metallschiene  a  zwei  andere  b  und  c  gegenüber  und  durch 
einen,  in  passend  angebrachte  runde  Löcher  eingesteckten 
Metallstöpsel  kann  a  mit  b  oder  mit  c  in  leitende  Verbindung 
gesetzt  werden.  So  lange  a  und  b  verbunden  sind,  ist  nicht  F.  ^f B 
nur  die  Batterie  B  ausgeschaltet,  sondern  gleichzeitig  aueh 
die  Leitung  L  auf  dem  kürzesten  Wege  mit  der  Erde  E  verbunden,  und  die 
Bewegung  des  Tasters  vermag  die  Leitung  nicht  zu  unterbrechen ;  wird  der 
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Stöpsel  zwischen  a  und  b  herausgenommen  und  zwischen  a  und  c  eingesteckt, 
so  wird  die  Batterie  B  eingeschaltet  und  ist  durch  den  Tasterb ebel  kurz 
geschlossen,  bis  der  Taster  niedergedrückt  wird.  Der  Telegraphist  hat 
also,  um  Störungen  zu  verhüten,  blos  darauf  zu  achten,  dass  der  Stöpsel 
stets  in  dem  einen  oder  dem  andern  Loche  steckt. 

Die  beim  Doppelsprechen  mit  2  Tastern  auftretenden  3  verschiedenen 
Stromstärken  könnte  man  nun,  bei  Anwendung  von  gleichgerichteten  Tele- 
graphirströmen,  auf  der  Empfangsstation  durch  3  Beiais  von  verschiedener 
Empfindlichkeit  von  einander  unterscheiden  (wie  es  u.  A.  auch  Stark, 
Siemens  &  Halske  und  Wartmann  thaten).  Doch  hält  es  Bosscha 
für  zweckmässiger ,  Ströme  von  verschiedener  Richtung  anzuwen- 
den, und  zwar  durch  T2  einen  Strom  +  £,  durch  Tt  einen  Strom  — 2S,  also 
durch  Tx  und  Tt  zusammen  einen  Strom  — S  in  die  Leitung  zu  senden. 
Auf  der  Empfangsstation  kommen  wieder  3  Relais  zur  Verwendung,  und 
zwar  2  polaris irte  und  1  unpolarisirtes  (Neutral-)  Relais,  ähnlich  wie 
bei  Kramer,  doch  von  anderer  Einrichtung  und  in  anderer  Verbindung. 
Der  Schreibapparat  Mt  soll  nur  schreiben,  wenn  negative  Ströme  in  der  Lei- 
tung sind ;  dazu  dient  das  für  diesen 
Zweck  besonders  eingerichtete ,  in 
Fig.  49  dargestellte  polarisirte  Relais  : 
Zwischen  den  beiden  Polen  eines  kreis- 
förmigen* Elektromagnetes  A  befindet 
sich  der  eine  Pol  des  Magnetstabes  NZ, 
welcher  um  eine  horizontale,  in  Zapfen- 
löchern des  kupfernen  Trägers  c  la- 
gernde Axe  drehbar  ist.  Die  Bewe- 
gung dieses  Magnetstabes  ist  indess 
nur  in  einer  Richtung  (mit  N  nach 
links)  gestattet,  während  seine  Bewe- 
gung nach  der  andern  Seite  durch  den 
Metallarm  d  verhindert  wird ,  an  dem 
er  anliegt.  Der  Magnet  soll  also,  wenn  N  sein  Nordpol  ist,  nur  dann  von 
dem  Elektromagnet  angezogen  werden,  wenn  die  Windungen  des  letztern 
in  einer  solchen  Richtung  vom  Strome  durchlaufen  werden,  dass  sein  Süd- 
pol links  erscheint.  Die  Spannfeder  v  drückt  den  Magnet  NZ  gegen  das 
Ende  des  Metallarmes  d.  Beide  Arme  c  und  d  stehen  mit  den  Klemmschrau- 
ben a  und  b  in  Verbindung.  Um  den  Elektromagnet  sind  für  die  Zwecke  des 
gleichzeitigen  Doppel-  und  Gegensprechens  zwei  verschiedene  Drähte  ge- 
wickelt; die  Enden  des  einen  sind  mit  den  Klemmschrauben  e  und  /*,  die 
Enden  des  andern  mit  den  Klemmschrauben  g  und  h  verbunden.  So  lange 
der  Magnet  NZ  nicht  vom  Elektromagnet  Ä  angezogen  wird,  besteht  eine 
leitende  Verbindung  von  «  durch  c,  den  Magnetstab  und  d  nach  6,  welche 
in  Fig.  49  durch  die  punktirte  Linie  augedeutet  ist;  diese  Leitung  wird  aber 
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unterbrochen,  sobald  sich  der  Magnet  NZ  in  Bewegung  setzt,  weil  er  dann 
seine  Berührung  mit  d  aufhebt.  Wird  dieses  Relais  in  e  mit  einer  Tele- 
graphenleitung Lt  und  in  f  mit  der  Erde  E  verbunden ,  so  kann  das  Relais 
als  Translator  dienen ,  wenn  a  mit  einer  zweiten  Luftleitung  Lt  und  b  mit 
der  Erde  verbunden  wird ,  denn  dann  giebt  das  Relais  jedes  auf  ihm  er- 
scheinende Zeichen ,  jeden  aus  Z,  ankommenden  und  den  Anker  NZ  bewe- 
genden (z.  B.  negativen)  Strom  selbstthätig  nach  Lt  weiter,  sobald  nur  die 
Pole  der  Batterie  B  in  der  in  Fig.  49  gezeichneten,  mit  der  Tastereinschal- 
tung übereinstimmenden  Weise  mit  a  und  b  verbunden  sind.  Werden  dage- 
gen die  Klemmschrauben  a  und  b  anstatt  mit  L%  und  E  mit  den  Enden  der 
Multiplication  des  Schreibapparates  Mt  verbunden ,  so  wird  Mx  jedes  aus 
Lx  einlaufende  Zeichen,  das  auf  dem  Relais  erscheint  (also  mit  einem  nega- 
tiven Strome  gegeben  wurde),  niederschreiben.  In  beiden  Fällen  ist  die 
Batterie  B  über  a,  c  und  d  kurz  geschlossen,  so  lange  der  Magnet  NZ  an  d 
anliegt. 


rh£ 


Fig.  60. 


Die  Relaisverbindung  auf 
der  Empfangsstation  ist  aus 
Fig.  50  ersichtlich :  /?t  ist  ein 
Polarrelais,  welches  auf  nega- 
tive Ströme  von  jeder  Stärke 
anspricht ,  welches  also  den 
kurzen  Schluss  der  Localbat- 
terie  bt  beseitigt  und  den 
Schreibapparat  Mt  schreiben 
lässt,  so  oft  auf  der  gebenden  Station  Tf  allein  oder  mit  Tz  niedergedrückt 
ist.  Das  Neutralrelais  Rt  spricht  sowohl  auf  positive  als  auf  negative 
Ströme  von  jeder  Stärke  an,  d.  h.  wenn  Tt  oder  Tt  allein  oder  beide  zu- 
sammen niedergedrückt  sind ;  nun  ist  aber  in  dem  Schliessungskreise  der 
durch  B%  zu  schließsenden  Batterie  bt  ausser  dem  Schreibapparate  M2  noch 
der  Anker  des  zweiten  Polarrelais  B3  eingeschaltet  und  bt  kann  daher  nur 
durch  Bt  geschlossen  werden ,  so  lange  der  Anker  von  B3  nicht  angezogen 
ist;  da  nun  B3  wegen  der  stärkeren  Spannung  seiner  Feder  nur  auf  den 
Strom  — 2S  anspricht,  so  wird  b2  nur  geschlossen  und  Mt  schreibt  nur,  so 
lange  der  Strom  +5  oder  — 5,  nicht  aber  wenn  — 2  5  die  Leitung  durch- 
läuft, d.  h.  wenn  T2  oder  Tx  und  Tt  zugleich,  nicht  aber  wenn  blos  Tt  nie- 
dergedrückt ist.  Ein  Absetzen  des  Schreibapparates  Mt  beim  Spiel  der 
Taster  tritt  nicht  ein,  da  Mt  stets  und  in  derselben  Weise  durch  Bt  zum 
Schreiben  gebracht  wird.  Damit  aber  Mt  nicht  aussetze,  muss  das  neutrale 
Relais  -ß,  nicht  absetzen,  während  durch  das  Loslassen  von  Tx  die  Strom- 
stärke —  S  in  +S  übergeht  und  umgekehrt;  da  nun  hierbei  die  Pole  in  B% 
umgekehrt  werden,  so  giebt  es  einen  Moment,  wo  die  Anziehung  des  Ankers 
=0  wird  und  in  ihm  kann  also  B2  seinen  Anker  loslassen  und  M2  absetzen, 
was  zum  Zerreissen  des  Zeichens,  zum  Verwirren  der  Schrift  Anlass  giebt. 
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Man  kann  diesen  Uebelstand  wohl  dadurch  vermindern,  dass  man  die 
Spannfeder  in  R2  weniger  stark  anspannt,  aber  ganz  aufheben  lässt  er  sich 
dadurch  nicht.  Zu  seiner  Beseitigung  könnte  man  einen  federnden  Contact 
am  Relais  R2  anwenden  und  die  Contactfeder  so  einrichten,  dass  sie  voll- 
ständig frei  ist,  so  lange  der  Anker  nicht  angezogen  ist,  dass  aber  ihr 
Spielraum  bei  der  Berührung  oder  der  Ankerbewegung  grösser  ist,  als  der 
Abstand,  um  welchen  der  Anker  bei  Umkehrung  des  Stromes  zurückspringt, 
dass  also  die  Feder  die  metallische  Berührung  und  den  Schluss  der  Local- 
hatterie  unverändert  erhält,  selbst  wenn  der  Anker  zurückgeht. 

Wegen  der  Veränderlichkeit  der  Federkraft  der  Spannfeder  und  der 
Contactfeder  hält  es  jedoch  Bosscha  (nach  einer  der  holländischen  Aka- 
demie der  Wissenschaften  am  26.  Januar  1856  gemachten  Mittheilung;  yergl. 
Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  III,  S.  75)  für  vortheilhafter,  das  neutrale  Relais  72, 
durch  ein  Polarrelais  zu  ersetzen,  das  nur  auf  positive  Ströme  anspricht, 
auf  dem  also  alle  von  Tt  allein  gegebenen  Zeichen  erscheinen.    Der  Magnet 

NZ  dieses  Relais  R2  und  sein  Metallarm  d 
wird  nach  Fig.  51  in  die  durch  den  Anker 
von  Rx  hergestellte  kurze  Schliessung  der 
Localbatterie  b2  gebracht,  die  den  Schreib- 
apparat M%  in  Bewegung  zu  setzen  hat.    Um 

~F*     51 — " j  nun  au^  diesem  Schreibapparate  auch   die 

Signale  von  T2  durch  den  beim  gleichzeitigen 
Niederdrücken  von  Tx  und  T2  in  die  Leitung  gesendeten  Strom  — S  zu  er- 
halten, wird  das  negative  Polarrelais  Rt  auf  eine  andere  Weise  eingeschal- 
tet, nämlich  so,  dass  es  beide  Schreibapparate  schreiben  lässt,  so  oft  ein 
negativer  Strom  ankommt.  Die  Localbatterie  bx  wird  dabei  in  gewöhnlicher 
Weise  geschlossen  und  lässt  Mx  schreiben,  so  oft  sich  der  Anker  von  Rt  an 
den  Arbeitscontact  anlegt.  Die  Batterie  b2  des  Schreibapparates  M%  ist 
gleichfalls  mit  der  Axe  des  Hebels  von  Rx  verbunden ,  und  von  dem  Ruhe- 
contact  dieses  Relais  ist  ein  Draht  nach  dem  Ruhecontacte  des  positiven 
Polarrelais  R2  geführt,  die  Axe  dieses  Relais  aber  mit  dem  andern  Batterie- 
pole verbunden;  ferner  ist  die  Localbatterie  b2,  so  lange  die  Hebel  von  Ru 
R2  und  Rz  in  der  Ruhelage  sind,  ausser  dem  kurzen  Schluss  über  die  Hebel 
von  Rx  und  Ä2,  auch  durch  den  Hebel  von  Rs  und  M2  geschlossen,  daher 
muss  ausser  Mx  auch  Mt  schreiben ,  sobald  bei  der  Bewegung  des  Ankerhe- 
bels in  R{  der  kurze  Schluss  abgebrochen  wird ,  ohne  dass  der  andere 
Schluss  über  den  Hebel  in  R9  gestört  wird,  d.  h.  so  lange  blos  Rx  auf  den 
von  Tx  und  T%  gegebenen  Strom  —  S  anspricht.  Wenn  dagegen  blos  Tt 
niedergedrückt  wird,  also  der  Strom  — 2S  die  Leitung  durchläuft,  so  spre- 
chen Rx  und  Rs  an,  bx  wird  durch  Rx  geschlossen,  b2  durch  R9  in  Bezug  auf 
Mt  unterbrochen  und  es  schreibt  blos  Mx.  Wird  endlich  T2  allein  nieder- 
gedrückt, so  spricht  auf  den  Strom  +S  blos  R2  an,  bx  bleibt  offen,  der  kurze 
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Schlnss  von  b2  wird  durch  R2  unterbrochen,  doch  bleibt  b2  durch  den  An- 
kerhebel  in  Bz  durch  M%  geschlossen  und  nur  M2  schreibt.*) 

Mit  Hilfe  der  im  Vorstehenden  besprochenen  Einschaltung  können  nun 
auch  in  der  einfachsten  Weise  2  Telegramme  von  2  verschiedenen  Stationen 
nach  einer  dritten  nicht  zwischen  beiden  liegenden  Station  gesendet  wer- 
den; denn  abgesehen  davon,  dass  man  (wie  oben  schon  angedeutet  wurde) 
die  Relais  sofort  als  Translatoren  benutzen  kann ,  ist  es  auch  keineswegs 
noth wendig,  dass  beide  Taster  Ti  und  T2  sich  auf  derselben  Station  befin- 
den, sondern  beide  können,  da  sie  nur  durch  einen  einzigen  Draht  mit  ein- 
ander verbunden  sind,  beliebig  weit  von  einander  entfernt  sein,  man  braucht 
sich  nur  z.  B.  in  Fig.  50  unter  mn  den  Leitungsdraht  zwischen  den  Stationen 

I  und  II  vorstellen  und  unter  L  die  nach  Station  III  führende  Leitung. 
Ebenso  leicht  Hesse  sich  gleichzeitig  ein  Telegramm  von  I  nach  II  und  von 

II  nach  III  senden,  was  man  aber,  sofern  II  zwischen  I  und  III  liegt,  ein- 
facher und  besser  bei  Anlegung  einer  Erdleitung  in  II  mit  einfacher  Tele- 
graph ie  erlangen  kann. 

Auch  zum  Gegensprechen  allein  lässt  sich  die  Apparatzusammen- 
stellung von  Bosscha  nicht  minder  leicht  anwenden,  als  der  Doppelspre- 
cher von  Kram  er  und  selbst  der  Doppelsprecher  von  Stark,  wenn  man 
nur  bei  der  Stark'schen  Einschaltung  den  Taster  ein  wenig  abändert,  so 
dass  Tx  und  T2  nur  durch  einen  Draht  mit  einander  in  Verbindung  stehen, 
wodurch  sich  die  Tastereinscbaltung  etwa  der  in  Fig.  47  gewählten  nähert. 
Ja  wenn  man  die  Apparatzusammenstellung  nach  Fig.  50  brauchen  könnte, 
so  würde  man  für  das  Gegensprechen  allein  sogar  auf  keiner  Station 
die  sämmtlichen  zum  Doppelsprechen  erforderlichen  Apparate  brauchen 
und  auf  keiner  der  beiden  Stationen  würden  die  eigenen  Zeichen  mit  er- 
scheinen ,  sondern  nur  die  ankommenden ;  man  würde  dann  in  Fig.  50  den 
Draht  p  als  den  Leitungsdraht  zwischen  den  beiden  Stationen  ansehen  kön- 
nen und  hätte  dann  in  Station  I  nur  den  Taster  Tt ,  das  Relais  R{  und  den 
Schreibapparat  Mt ,  in  Station  II  nur  den  Taster  T% ,  die  Relais  R2  und  B9 
und  den  Schreibapparat  M2  nöthig;  wäre  aber  Station  I  eine  Endstation,  so 
wäre  die  Luftleitung  L  noch  durch  eine  Erdleitung  zu  ersetzen.  Dabei  ist 
nur  das  Relais  J?3  einer  beschränkenden  Bedingung  hinsichtlich  seiner  Em» 
pfindlichkeit  unterworfen,  denn  es  muss  nur  auf  — 2S,  nicht  auf  — S  an- 
sprechen. Darüber,  ob  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  kann  sich  der  Telegra- 
phist sehr  leicht  vergewissern ,  wenn  er  nur  in  einem  Augenblicke ,  wo  von 
Tt  kein  Strom  kommt,  seinen  Taster  T2  niederdrückt  und  die  Spannfeder 
dabei  nach  Bedarf  so  weit  nachlässt,  dass  jR8  anspricht;  fürchtet  er  dagegen, 
Rz  sei  zu  empfindlich,  so  braucht  er  nur  seinen  Taster  niederzudrücken, 


*)  Die  Einschaltung  nach  Fig.  51  ist  der  in  Fig.  40  skizzirten  Einschaltung  von 
Krämer  sehr  ähnlich,  doch  war  dort  R%  unpolarisirt,  und  auch  das  Zusammengreifen 
der  Apparate  wesentlich  anders. 
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während  ein  Strom  von  Ti  kommt,  und  dabei  muss  dann  Rs  schweigen 
nnd  blos  B2  ansprechen.  Wenn  aber  eine  plötzliche  Aenderung  des  Wider- 
standes in  der  Leitung  eintreten  sollte,  so  kann  bei  dieser  Einschaltung  nur 
das  Telegramm,  welches  in  der  Station  I  ankommt,  verwirrt  werden,  wäh- 
rend bei  gewöhnlichen  Gegensprechern  beide  Telegramme  gestört  werden. 
Soll  endlich  das  Doppelsprechen  mit  dem  Gegensprechen 
vereinigt  werden,  so  benutzt  man  die  zweite,  in  den  Klemmschrauben  g 
und  h  (Fig.  49)  endende  Umwickelung  des  polarisirten  Beiais,  um  durch 
diese  Umwickelung  einen  Zweig  des  abgesendeten  Stromes  gehen  zu  lassen 
nnd  so  die  eigenen  Relais  für  die  abgehenden  Ströme  unempfindlich  zu 
machen;  man  kann  dann  gleichzeitig  4  Telegramme  durch  einen  einzigen 
Draht  befördern.  Von  den  3  in  die  Linie  einzuschaltenden  Relais  sind  dann 
zwei,  nämlich  Bt  und  Ä2,  vqn  der  Stärke  des  Stromes  völlig  unabhängig, 
nur  müssen  sie,  wie  beim  einfachen  Telegraphiren,  empfindlich  genug  sein 
oder  die  Linienströme  eine  gewisse  Stärke  besitzen.  Nur  das  Polarrelais 
B3  darf  ein  gewisses  Maximum  der  Empfindlichkeit  nicht  überschreiten,  da- 
mit es  nicht  auch  auf  den  Strom  — S  anspricht.  Dies  könnte  zu  einer  Unsicher- 
heitAnlass  geben,  wenn  durch  Verminderung  des  Linienwiderstandes  derStrom 
—  &  so  anwächst,  dass  er  Ä8  bewegt.  Diese  Unsicherheit  kann  man  durch 
Vermehrung  beider  Batterien  umgehen ;  z.  B.  bei  Anwendung  der  Stromstär- 
ken — AS  und  +SS,  wobei  dann  Tt  und  Tt  zusammen  nur—S  geben, Ä8  also 
auf — 45,  nicht  aber  auf  —  S  ansprechen  muss. 

2.    Doppel-  nnd  Gegensprecher  von  Maron. 

Als  der  königl.  preuss.  Telegrapheninspector  Maron  seine  Einschal- 
tung zum  Gegensprechen  (vergl.  I,  6.)  veröffentlichte,  gab  er  (Zeitschr.  d. 
Tel.  -  Ver.  X ,  S.  3)  zugleich  an ,  wie  dieselbe  Einschaltung  auch  zum  Dop- 
pel- und  Gegensprechen  zugleich  brauchbar  gemacht  werden  könnte.  Bei 
der  zum  Gegensprechen  vorgeschlagenen  Einschaltung  (Fig.  12)  blieb  auf 

jeder  Station  der  eigene,  fortgehende  Strom  ohne 
alle  Einwirkung  auf  das  oder  die  in  die  Diago- 
nale p q  des  Wheatston e'schen Parallelogram - 
mes  eingeschalteten  Relais  R.  Wenn  also  die 
zum  Doppelsprechen  nöthigen  Apparate  in  diese 
Diagonale  eingeschaltet  werden ,  übrigens  aber 
der  Stromlauf  im  Wesentlichen  beibehalten  wird, 
so  muss  sich  das  Gegensprechen  mit  dem  Dop- 
pelsprechen vereinigen  lassen.  Aus  dem  hieran 
vorgeschlagenen  Schema  Fig.  52  ersieht  man 
zunächst  die  Einschaltung  der  Linienbatterien 

„.     Brt  Biy  B9  nnd  2?,,  welche  von  der  bei  den  andern 

Fig.  52. 

Doppelsprechern  angewandten  Einschaltung  we- 
sentlich abweicht;  Bl}  B2  und  B9  haben  für  gewöhnlich  einen  kurzen  Schluss; 
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-wird  der  Taster  Tt  niedergedrückt,  so  wird  bei  B2  der  kurze  Schlnss  besei- 
tigt und  B2  sendet  einen  Strom  +  S  in  die  Leitung;  beim  Niederdrücken 
von  Tx  bleiben  B2  und  B9  noch  in  kurzem  Schlnss,  aber  Bx  sendet  einen 
Strom  — ZS in  die  Linie;  sind  endlich  Tx  und  T2  gleichzeitig  niedergedrückt, 
so  senden  alle  3  Batterien  ihren  Strom  in  die  Leitung,  und  es  geben  diese 
3  Ströme  zusammen  die  Stromstärke  — ZS  +  S  +  S= —  S,  da  Bt  und  Bs 
gleichstarke  Ströme  liefern.  Bei  dieser  Einschaltung  der  Batterien  hat  man 
es  vollständig  in  der  Hand,  die  Differenz  der  Stromstärken  ( — S  und  — 35) 
ausreichend  gross  zu  machen,  und  zu  bewirken,  dass  der  Anker,  welcher 
nur  bei  — ZS  angezogen  werden  soll,  nicht  auch  bei  — S  angezogen  wird* 
Anstatt  des  gewöhnlichen  Relais  ist  nun  in  die  Diagonale  pq  ein  Relais  R 
von  besonderer  Construction  eingeschaltet;  dasselbe  besteht  aus  einem 
Elektromagnet  mit  zwei  vertical  stehenden  Schenkeln,  welche  an  den  Polen 
armirt  sind;  zu  den  beiden  Seiten  des  Elektromagnetes  befinden  sich  3  per- 
manent magnetische  Stahlstäbchen,  welche  die  3  Anker  des  Relais  bilden. 
Die  Ankerhebel  sind  gegen  einander  isolirt,  stehen  lothrecht  und  bewegen 
sich  um  horizontale  Axen ;  die  Stellung  der  Anker  und  der  Contacte  und 
die  Kraft  der  Abreissfedern  sind  so  regulirt,  dass  der  Anker  a^  nur  durch 
einen  Strom  +  S  (wenn  der  Taster  T2  allein  arbeitet) ,  der  Anker  at  nur 
durch  negative  Ströme  ( — S  bis  — 35,  wenn  Tx  und  T2  zugleich,  oder  Tt 
allein  arbeitet),  der  Anker  a8  endlich  nur  durch  einen  Strom  — ZS  (wenn 
Tt  allein  niedergedrückt  ist)  angezogen  wird.  Die  Einschaltung  der  beiden 
Morse  -  Schreibapparate  Mx  und  M2  und  der  beiden  Localbatterien  bx  und  b% 
ist  so  gewählt,  dass  bx  durch  M1  hindurch  geschlossen  wird,  wenn  ax  (durch 
—  S  oder  — ZS)  angezogen  wird,  dass  dagegen  die  für  gewöhnlich  durch 
Vermittelung  der  Ankerhebel  at  und  <%  kurz  geschlossene  Batterie  b2  gänz- 
lich unterbrochen  wird,  wenn  ax  und  az  zugleich  (durch  — ZS  von  Tx)  ange- 
zogen werden,  während  dieselbe  M2  schreiben  lässt,  wenn  Mos  ^  (durch 
+  S  von  T2),  oder  blos  ax  (durch  — S  von  Tx  und  T2  zugleich)  angezogen 
wird,  weil  dann  nur  der  kurze  Schluss  von  b%1  nicht  aber  auch  der  Schlnss 
durch  M2  aufgehoben  ist.  Dieser  Localstromlauf  stimmt  also  wesentlich 
mit  dem  von  Bosscha  (vergl.  III,  1.)  gegebenen  in  Fig.  51  überein,  nur 
dass  Bosscha  drei  einzelne  Relais  anwendete,  während  hier  ein  Relais 
mit  drei  Ankern  Anwendung  fand ,  weil  es  hier  darauf  ankam ,  den  Wider- 
stand in  pq  möglichst  gering  zu  machen. 

Da  nun  in  Fig.  52  das  Relais  jeder  Station  so  eingeschaltet  ist,  dass 
die  von  einer  Station  ausgesendeten  Ströme  auf  das  Relais  dieser  Station 
keine  Wirkung  äussern,  so  lässt  sich  auch  das  Doppelsprechen  mit  dem  Ge- 
gensprechen verbinden ,  und  man  kann  auf  einer  Leitung  4  Telegramme 
gleichzeitig  befördern.  Auch  würde  bei  diesem  Stromlaufe  ohne  besondere 
Schwierigkeiten  eine  Uebertragung  (Translation)  mittelst  der  gewöhnlichen 
Schreibapparate  ausführbar  sein. 
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3.    Doppel-  oder  Gegensprecher  von  Sohaaok. 

Der  königl.  preuss.  Telegraphen  -Secretair  F.  Sc  ha  ack  hat  1863  in 
der  Zeitschrift  des  Telegraphen- Vereins  (X,  8.  5)  eine  ziemlich  verwickelte 
Apparatverbindung  angegeben ,  welche  zwar  nicht  eine  vollständige  und 
gleichzeitige  Verbindung  des  Doppelsprechens  mit  dem  Gegensprechen  er- 
möglichen soll,  sondern  nur  eine  beliebige  Abwechselung  im  Gegen-  und 
Doppelsprechen  und  einen  sofortigen  Uebergang  von  dem  einen  zum  andern, 
und  bei  welcher  zugleich  in  beiden  Fällen  die  Möglichkeit,  etwa  nöthig 
werdende  Correcturen  zu  bewirken,  jederzeit  geboten  sein  soll,  was  bei  den 
einfachen  Doppelsprechern  und  Gegensprechern  nicht  der  Fall  ist,  da  bei 
diesen  auf  beiden  Stationen  zusammengenommen  nur  2  Taster  und  2  Schreib- 
apparate vorhanden  sind.  Diese  Apparatverbindung  leidet  nun  ebenfalls 
an  dem  Uebelstande,  dass  die  Leitung,  so  lange  die  Taster  schweben,  völlig 
unterbrochen  ist.  Ausserdem  werden  die  Schreibapparate  nicht  immer 
durch  dasselbe  Relais  geschlossen,  sondern  es  tritt  während  des  Schreibens 
ein  Relaiswechsel  ein.  Um  diese  Uebelstande  zu  mildern,  versieht  S  c  h  a  a  c  k 
die  Relaishebel  mit  federnden  Contacten ,  damit  die  durch  das  Relais  ge- 
schlossene Localbatterie  noch  während  des  Rückganges  oder  Schwebens 
des  Tasters  oder  während  des  Relaiswechsels  geschlossen  erhalten  werde 
und  der  Schreibapparat  während  des  Schwebens  oder  des  Wechseins  nicht 

absetze.  In  Fig.  53  ist  b  die  mit  dem 
um  die  Axe  c  drehbaren  Relaishebel 
a  verbundene,  sehr  biegsame  Feder, 
d  die  Contactschraube ,  e  eine  Stell- 
schraube zur  Regulirung  des  Abstan- 
des  der  Feder,  /"der  Anker;  die  Fe- 
der b  schliesst  die  Localbatterie  schon 


t 


Fig.  53. 


früher,  als  e  sich  an  d  anlegt,  und  hält  sie  noch  eine  Weile  geschlossen,  wenn 
der  Hebel  a  schon  seinen  Rückweg  angetreten  hat.  Um  nun  dadurch  nicht 
zugleich  eine  grössere  Annäherung  der  Schriftelemente  zu  veranlassen,  be- 


f^Y 

TT 

1 

Fig.  54  a. 


kommt  der  Tasterhebel  eine  grössere  Hubhöhe  und  ebenfalls  federnde  Con- 
tacte.    Die  Einrichtung  des  Tasters  zeigt  Fig.  54  im  Aufriss  und  Seitenriss : 


Von  Dr.  Eduard  Zetzsche. 


349 


Auf  einem  isolir enden  Klötzchen  a  sind  4  biegsame  Federn  2,3,4,6  befe- 
stigt, welche  im  Zustande  der  Ruhe  auf  den  Contactkegeln  m,  w,  o,  p  auflie- 
gen, beim  Niederdrücken  de»  Griffes 
d  aber  durch  ein  am  Ende  des  Taster- 
hebels b  befindliches  Elfenbeinstäb- 
chen c  zugleich  von  den  Contactke- 
geln losgehoben  werden;  bald  nach- 
her werden  die  zwei  Federn  2  und 
0  mit  einer  schwachen  Durchbiegung 
an  dieContactschrauben  der  Winkel- 
stützen i  und  k  angelegt;  die  Stell- 
schrauben grund  h  reguliren  die  Be-  lff* 
wegung  des  Tasterhebels  und  vermitteln  gute  Contacte  an  den  Schrauben 
und  Kegeln.  Der  Weg  der  Federn  2  und  6  muss  möglichst  kurz  sein,  wenn 
die  Zeichen  nicht  zerrissen  werden  sollen. 

Die  Einschaltung  der  Apparate  erfolgt  nach  Fig.  55  (s.  folg.  S.);  durch 
sie  soll  jede  Station  mit  1  oder  2  Tastern  nach  der  andern  Station  telegra- 
phiren,  oder  mit  1  Taster  telegraphier»  und  gleichzeitig  auf  1  Schreibappa- 
rat Schrift  empfangen ,  auch  Unterbrechungen  und  Correcturen  bewirken 
können,  ohne  dadurch  die  Thätigkeit  der  anderen  Apparate  zu  stören;  und 
stets  soll  dabei  die  mit  demselben  Taster  gegebene  Schrift  auf  der  andern 
Station  auf  demselben  Schreibapparat  erscheinen.  Dazu  besitzt  jede  Sta- 
tion ausser  den  2  Tastern  T  und  Schreibapparaten  M  vier  Eelais.  Von  den 
Relais  jeder  Station  sind  zwei  polarisirte  und  zwei  mit  Federspannung,  oder 
drei  polarisirte  und  eins  mit  Federspannnng.  Die  in  Fig.  55  mit  B\  und  B'2 
bezeichneten  Eelais  müssen  Federspannung  erhalten,  da  sie  auf  Ströme  von 
doppelter  Stärke  ansprechen  sollen.  Die  Relais  R\  und  R"2  können  unpo- 
larisirt  oder  polarisirt  sein ,  nur  muss  im  letzteren  Falle  R"x  nur  auf  nega- 
tive, Ä"2  nur  auf  positive  Ströme  ansprechen,  da  diese  Relais  nur  dann  in 
Thätigkeit  treten,  wenn  die  beiden  Taster  der  andern  Station  gleichzeitig 
geschlossen  werden.  Die  mit  P%  und  P,  bezeichneten  Relais  sprechen  nur 
,  auf  positive,  die  mit  JVX  und  N%  bezeichneten  nur  auf  negative  Ströme  an. 
Die  Schreibapparate  erhalten  zwei* von  einander  isolirte  Umwickelungen 
der  Elektromagnetkerne;  die  mit  u  u  bezeichneten  Enden  der  einen  Um- 
Wickelung  werden  mit  den  polarisirten  Relais  P  und  JV,  die  mit  i  i  bezeich- 
neten Enden  der  andern  mit  den  Relais  R\  und  li\  verbunden.  Die  Schrift 
der  Taster  Tv  Tv  T3  und  T4  soll  stets  der  Reihe  nach  auf  den  Schreibappa- 
raten Mv  JWj,  Mi  und  Mx  erscheinen. 

Beim  einfachen  Telegraph iren  spricht  z.  B.  entweder  Tt  oder  T9 
und  M4  oder  M2  muss  schreiben.  Durch  das  Niederdrücken  des  Tasters  Tx 
kommen  die  Federn  mit  1  und  5  in  Berührung,  die  Contacte  bei  2,  3,  4  und  6 
werden  unterbrochen.  Die  Batterie  Bx  +  Bh  ist  dadurch  nicht  geschlossen,  weil 
der  Contact  5  in  T2  offen  ist.  Der  positive  Strom  der  Batterie  Bx  tritt  über  5  in 
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Tl  und  3  in  T3  an  den  Knotenpunkt  a,   und  durch  R\  in   die  Leitung  nach 
der  andern  Station ;  Blx  spricht  nicht  an  ,  da  der  Strom  nur   die  einfache 
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Stärke   besitzt.      Auf  der    Empfangsstation  geht   der    Strom    durch   7?'2, 
das  ebenfalls  nicht  anspricht,  nach  a%  und  von  diesem  Knotenpunkte  gleich- 
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zeitig  über  4  in  T4  und  2  in  Tt  und  über  3  in  T2  und  6  in  74  nach  dem  Kno- 
tenpunkte c2,  durch  die  Relais  JV,  und  P2>  über  3  in  T4  nach  4  in  T2  zu 
Eur  Erde  E.  Das  Relais  ^spricht  an  und  MA  schreibt,  da  die  Localbatterie 
bt  über  dt1  durch  P^  durch  die  Windungen  w  u  in  ^f4  und  über  f2  geschlossen 
wird.  Auf  der  gebenden  Station  bietet  sich  dem  Strome  weder  über  die 
Hebel  der  Morse,  noch  über  4  in  Tt  ein  Weg  dar.  Wenn  dagegen  T3  nie- 
dergedrückt wird,  so  ist  die  Batterie  Bs  geschlossen;  sie  sendet  ihren  nega- 
tiven Strom  über  1  in  T9  und  4  in  Ti  nach  alt  durch  R\  (welches  wieder 
nicht  anspricht)  in  die  Leitung,  nimmt  auf  der  andern  Station  wieder  den- 
selben Weg,  bringt  aber  M2  zum  Ansprechen ;  dieses  schliesst  die  Localbat- 
terie b2  über  d2  durch  N2%  durch  die  Windungen  u  u  in  Mt  und  fv  Auch 
dabei  ist  dem  Strome  von  at  aus  der  Weg  über  Ml  und  über  3  in  T3  abge- 
schnitten. 

Beim  Doppelsprechen  mit  den  Tastern  Tt  und  T3  senden  die  Bat- 
terien Bt  und  B5  einen  positiven  Strom  von  doppelter  Stärke  über  1  in  Tt 
und  5  in  T3  nach  gt  und  in  die  Leitung;  rückwärts  ist  diesem  Strome  der 
Weg  über  a,  durch  die  beiden  Schreibapparate  Mt  und  üfs,  oder  über  4  in 
Tx  oder  3  in  Tt  abgebrochen.  Auf  der  Empfangsstation  nimmt  der  Strom 
wieder  denselben  Weg,  lässt  aber  das  Relais  Rt  ansprechen  und  dieses 
schliesst  die  Localbatterie  b2  für  beide  Schreibapparate  M2  und  Mv  nämlich 
über  d2J  Rv  k2y  durch  beide  Windungen  1 1,  über  m2  und  f?2,  2  in  T4  und  6  in 
7*2,  über  h2  und  f2\  Mt  und  M±  schreiben  also.  Nach  dem  Schluss  der 
Schreibapparate  erhält  der  Linienstrom  von  dem  Knotenpunkte  a2  aus  über 
beide  Schreibhebel  und  durch  R't  einen  zweiten  Weg  zur  Erde,  und  in 
Folge  dessen  wird  auch  die  Localbatterie  b2  zum  zweiten  Male  über  die 
Knotenpunkte  mt  und  n2  geschlossen.  —  Diese  Schliessung  hat  ausschliess- 
lich den  Zweck,  das  Corrigiren  und  Unterbrechen  zu  ermöglichen,  ohne  das 
Sprechen  auf  dem  andern  Apparate  zu  unterbrechen.  Will  nämlich  in  die- 
sem Momente  einer  der  beiden  Taster  T2  oder  T4  corrigiren,  so  kann  er  die 
Schrift  auf  dem  andern  Schreibapparate  durch  das  Einschalten  seiner  Bat- 
terie nicht  stören,  da  seine  Batterie  über  den  Knotenpunkt  a2,  die  beiden 
Schreibhebel  und  durch  K\  (welches  freilich  nicht  loslassen  darf)  so  lange 
kurz  geschlossen  ist,  als  das  Relais  Rx  von  Tl  und  T$  geschlossen  erhalten 
wird.  Damit  aber  durch  das  Niederdrücken  von  T2  oder  Ti  und  das  Unter- 
brechen des  Localstromes  bei  6  in  T2  oder  bei  2  in  T2  nicht  der  eine  Schreib- 
hebel in  die  Ruhelage  gehe  und  so  den  kurzen  Schluss  der  zu  T2  oder  T4 
gehörigen  Batterie  unterbrechen  kann,  ist  die  Localbatterie  b2  noch  über 
m2  und  n2  geschlossen.  Das  Correcturzeichen  kann  also  erst  dann  nach  der 
mit  Tx  und  T3  sprechenden  Station  gelangen,  wenn  dort  der  eine  Taster  und 
folglich  auch  das  Relais  R'2  in  die  Ruhelage  geht  und  so  der  kurze  Schluss 
durch  die  Schreibhebel  wegbleibt.  —  Macht  bei  dem  Doppelsprechen  der 
Taster  Tx  einen  Strich,  Ts  einen  Punkt,  so  bleibt,  wenn  Tz  in  die  Ruhelage 
zurückgegangen  ist,  nur  der  Strom  von  Bx  thätig,  und  das  Relais  P2  vollen- 
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det  den  von  R\  begonnenen  Strich  auf  Mv  Macht  dagegen  Tx  einen  Punkt 
und  T3  einen  Strich,  so  tritt,  wenn  Tx  in  die  Ruhelage  zurückgekehrt  ist, 
2?3  in  Thätigkeit  und  N2  vollendet  nun  den  von  R'2  begonnenen  Strich 
auf  Mr 

Beim  Gegensprechen  mit  den  Tastern  7\  und  T2  erhalten  die 
Schreibapparate  Mk  und  Mz  Schrift.  Durch  das  Niederdrücken  der  beiden 
Taster  71,  und  T2  werden  die  beiden  Batterien  Bt  und  B2  zu  einer  Batterie 
von  doppelter  Stärke  vereinigt  und  in  Folge  dessen  sprechen  die  beiden 
Kelais  R\  und  R\  an;  da  aber  durch  das  Niederdrücken  der  Taster  T%  und 
TA  die  Local8tromkreise  der  Schreibapparate  Mt  und  31A  bei  6  in  S2  und  2  in 
Tt  unterbrochen  sind,  auch  nicht  P,  und  P2  von  den  Linien  strömen  durch- 
laufen werden,  so  können  diese  Schreibapparate  nicht  schreiben,  sondern 
nur  313  und  31v  Macht  hierbei  TY  einen  Strich,  J2  einen  Punkt,  so  vollen- 
det P2,  und  macht  T2  einen  Strich  und  Tx  einen  Punkt,  so  vollendet  Nx  den 
beziehungsweise  von  R2  auf  31  €  oder  von  R\  auf  M3  begonnenen  Strich. 
Sind  beide  Taster  niedergedrückt,  uud  es  corrigirt  etwa  T3,  so  erscheint 
die  Schrift  von  T2,  wie  beabsichtigt,  nicht  auf  M3,  dagegen  erhält  nun  Mt 
die  Correcturzeichen  von  T3)  da  in  dem  Moment,  wo  T2  in  die  Ruhelage 
gelangt,  die  Verbindung  zum  Doppelsprechen  hergestellt  ist,  in  den  Momen- 
ten aber,  wo  alle  3  Taster  niedergedrückt  sind,  die  Batterien  Bv  Bs  und  B% 
ihren  Strom  vereinigen ,  was  für  3f4  keine  Störung  herbeiführt.  —  Auch  T3 
und  J4  könnten  zum  Gegensprechen  gebraucht  werden ,  nicht  aber  Ti  und 
T4  oder  T2  und  T9,  da  sich  die  Ströme  der  letzteren  Paare  vernichten 
würden. 

Da,8S  diese  Einschaltung  nicht  zum  gleichzeitigen  Doppel-  und 
Gegensprechen  brauchbar  ist,  geht  schon  daraus  hervor,  dass  beim 
gleichzeitigen  Niederdrücken  aller  vier  Taster  sich  die  Ströme  der  Batte- 
rien Bv  Bb,  B6  und  Bt  vereinigen,  ohne  irgend  ein  Relais  zu  durchlaufen,  da 
sie  von  gt  und  g2  sofort  nach  den  Tastern  gehen ;  waren  aber  erst  Tx  und  T2 
oder  T3  und  T4  zugleich  niedergedrückt  und  darauf  die  beiden  noch  fehlen- 
den Taster,  so  bildet  sich  auf  der  einen  Station  noch  ein  Zweigstrom  durch 
die  Schreibhebel,  auf  dieser  fahren  voraussichtlich  die  Schreibapparate  fort 
zu  schreiben,  auf  der  andern  Station  bleiben  sie  in  Ruhe. 

B.    Doppel-  und  Gegensprechen  mittels  aufeinander 
folgender  Ströme. 

Die  Vorschläge  zur  Ausnutzung  des  Leitungsdrahtes  während  der  Pau- 
sen zwischen  den  Zeichen  eines  Telegrammes  ermöglichen  ebenso  leicht 
eine  Beförderung  von  mehr  als  2  Telegrammen,  wie  sie  zum  blossen  Ge- 
gensprechen oder  Doppelsprechen  gebraucht  werden  können.  *) 


•)  Schon  Newton  sagt,  bei  seiner  Methode  lasse  sich  der  Draht  als  an  ornnite- 
legrapMc  way  betrachten,  während  er  seither  nur  a  xmitelegraphic  way  war. 
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1.    Vorschlag  von  Hewton. 

Der  Patentagent  Alfred  Vincent  Newton  nahm  am  3.  Februar  1851  in 
England  in  Folge  einer  Mittheilung  ein  Patent  auf  die  gleichzeitige  Beför- 
derung mehrerer  Telegramme  auf  demselben  Drahte  in  derselben  oder  in 
entgegengesetzter  Richtung  (London  Journal  1852,  vol.  XL,  pag.  86).     An 
den   Leitungsdraht  werden   an  beiden   Enden  ebenso  viel  Sätze  kürzere 
Signaldrähte  angelegt,  als  Telegramme  zugleich  befördert  werden  sollen; 
jeder  Satz  besteht  aber  aus  so  vielen  einzelnen  Drähten,  wie  viel  verschie- 
dene Zeichen  für  jedes  Telegramm  möglich   sein  sollen.     Sollen  z.  B.  an 
jedem  Ende  des  Leitungsdrahtes   10  Personen  befindlich  sein  und  jede  25 
verschiedene  Zeichen  geben  und  empfangen  können ,  so  müssen  an  jedem 
Ende  des  Leitungsdrahtes  2.25.20=1000  Drähte  angebracht  und  der  Reihe 
nach  abwechselnd  auf  eine  kurze  Zeit  mit  diesem  Leitungsdrahte  und  der 
Elektricitätsquelle  leitend  verbunden  werden.   Da  nun  das  Aufnehmen  und 
Niederschreiben  der  einzelnen  elektrischen  Signale  weit  mehr  Zeit  erfor- 
dert, als  die  Elektricität  zum  Durchlaufen  des  Leitungsdrahtes  braucht,  so 
wird  bei  Anwendung  dieser  Methode  die  Leitung  besser  ausgenutzt.     Als 
zweckmässig  wird  folgende  Ausführung  bezeichnet:   Auf  jeder  Station  be- 
findet sich  ein  durch  ein  Uhrwerk  getriebenes  Pendel;  beide  Pendel  müssen 
einen  ganz  übereinstimmenden  Gang  haben,  von  dessen  Vorhandensein  man 
sich  durch  am  Ende  der  Pendelschläge  überspringende  Funken  überzeugen 
kann ,  oder  den  man  auch  durch  Elektromagnete  hervorbringen  und  regu- 
lären kann.     Die  Axen  beider  Pendel  sind  mit  dem  Leitungsdrahte  verbun- 
den, in  welchen  irgendwo  eine  Batterie  oder  eine  andere  Elektricitätsquelle 
eingeschaltet  ist;  die  metallene  Pendelstange  ist  beträchtlich  verlängert  und 
trägt  an  ihrem  Ende  eine  Metallfeder ,   welche  auf  einem   grossen  Bogen 
schleift  und  in  diesem  beim  Hin-  und  Hergange  des  Pendels  abwechselnd  in 
der  einen  und  der  andern  von  zwei  Nuthen  gleitet;  in  diesen  Nuthen  stehen 
Metallstifte  vor,  deren  jeder  bei  jeder  Pendelschwingung  von  der  Feder 
einmal  berührt  wird ;  die  Stifte  der  einen  Nuth  sind  durch  die  erwähnten 
Signaldrähte  mit  den  Zeichengebern,   die  der  andern  mit  den  Zeichenem- 
pfängern verbunden  und  stehen  durch  letztere  stets,  durch  erstere  beim  Zei- 
chengeben  mit  der  Erde  in  Verbindung.     Bei  dieser  Einrichtung  wird  bei 
jedem  Pendelschlage  abwechselnd  die  eine  und  die  andere  Station  einen 
kurzen  Strom  der  Reihe  nach  durch  beliebig  gewählte  Zeichengeber  und 
die  zugehörigen  Zeichenempfänger  der  andern  Station  senden  können,  denn 
die  Batterie  ist  durch  die  schleifenden  Federn  geschlossen,  sobald  die  eine 
über  einen  Stift  gleitet,  dessen  Zeichengeber  eben  ein  Zeichen  giebt.     Als 
Zeit  für  eine  Schwingung  wählt  man  die  Zeit,  welche  gewöhnlich  zum  Ge- 
ben und  Aufnehmen  eines  Zeichens  nöthig  ist.     Als  Signale  kann  man  da- 
bei überspringende  Funken ,  Nadelablenkungen  oder  die  Anziehung  von 
Elektromagnetankern  benutzen.  , 
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Fig.  66. 


2.    Torschlag  von  Konvier. 

Einen  dem  eben  besprochenen  ganz  ähnlichen  Vorschlag  machte 
Rouvier  (Annales  telegraphiques  1860,  8.  5),  welcher  übrigens  seit  1852  der 
französischen  Verwaltung  vorgeschlagen  hatte,  anf  ähnliche  Weise  die  zwei 
Zeichenempfänger  des  franzosischen  Zeigerapparates  dnrch  einen  einzigen 
Draht  in  Gang  zu  setzen  (Ann.  telegr.  1861,  S.  145).  Die  an  den  beiden  En- 
den der  Leitung  aufgehängten  zwei  Pendel  von  gleichem  Gewicht,  Länge, 
Form  und  Aufhängung  erhalten  durch  die  Wirkung  elektrischer  Ströme, 
was  sie  durch  Reibung  u.  s.  w.  verlieren,  und  werden  zugleich  durch  diese. 

Ströme  in  übereinstimmendem  Gang 
erhalten.  Die  Einrichtung  dazu 
zeigt  Fig.  56.  Das  Pendel  OF 
schwingt  zwischen  A  und  C  hin' und 
her;  an  den  Enden  des  Seh  wingungs- 
bogens  sind  2  Elektromagnete  et 
und  et  aufgestellt,  auf  welche  die 
Batterien  bt  oder  &s  wirken ,  deren 
Schluss  durch  den  Regulator  ar 
herbeigeführt  wird,der  sich  umwdreht 
und  an  x%  und  zt  oder  an  xt  und  z% 
antrifft,  wenn  das  Pendel  seine  aus* 
geraten  Lagen  erreicht  hat.  Kurze 
Zeit,  bevor  sich  ar  an  xx  oder  nt  anlegt,  kommt  das  obere  Ende  u  des  Pen- 
dels an  eine  der  Federn  fx  oder  ft  zu  liegen,  welche  mit  dem  einen  Pole 
der  Batterien  bt  und  bt  verbunden  sind.  Steht  nun  die  Platte  L  mit  der 
Erde  E  in  Verbindung,  so  ist  die  Batterie  B  geschlossen,  sowie  sich  a  an 
x,  oder  x2  anlegt,  ihr  Strom  durchläuft  den  Elektromagnet  £,  und  dessen 
Anker  sd  legt  sich  an  die  Contactschraube  h]  dadurch  wird  aber,  weil  sich 
u  vorher  6chon  an  fx  oder  f9  gelegt  hat,  die  Batterie  6,  oder  b%  durch  et  oder 
e2  hindurch  geschlossen,  und  ex  oder  e%  hält  das  Pendel  in  seiner  äussersten 
Lage  A  oder  C  fest,  indem  das  Eisenstück  F  gewissermassen  als  Anker  für 
e{  oder  e2  dient.  Bald  darauf  stösst  auch  r  gegen  zt  oder  z3,  wodurch  die 
Batterie  B  kurz  geschlossen  wird;  daher  geht  jetzt  der  Anker  sd  durch  die 
Wirkung  der  Feder  i  in  die  Ruhelage  zurück,  unterbricht  dadurch  den 
Strom  der  Batterie  bx  oder  b%  und  ex  oder  e%  lässt  das  Pendel  los;  dieses  be- 
ginnt einen  neuen  Schlag  und  alle  3  Batterien  bleiben  unterbrochen  bis  das 
Pendel  durch  Anlegen  an  x2  oder  xx  zunächst  B  und  darauf  über  sd  auch 
bt  oder  bx  schliesst  und  das  Spiel  sich  wiederholt.  Wird  dagegen  L  nicht 
mit  der  Erde,  sondern  mit  einer  entsprechend  in  den  Apparat  eingeschalte- 
ten Platte  Z,  einer  zweiten  Station  verbunden,  deren  Batterie  Bt  entgegen- 
gesetzt eingeschaltet  ist,  so  schliessen  sich  Z?und  Bx  zu  einer  einzigen  Bat- 
terie, wenn  a  und  at  sich  (zugleich)  an  x  anlegen,  und  darauf  folgen  die  eben 
erwähnten  Vorgänge  auf  beiden  Stationen.     Kommen  beide  Pendel  ganz 
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gleichzeitig  an,  so  gehen  sie  auch  gleich  darauf  und  gleichzeitig  fort;  kommt 
aber  das  eine  Pendel,  z.  B.*  OF,  etwas  früher  an,  so  wird  zwar,  wenn  ar 
8ich  an  ar«  legt,  B  kurz  geschlossen,  Bx  aber  hält  in  beiden  Stationen  die 
Anker  sd  noch  angezogen  und  deshalb  bleiben  auf  beiden  Stationen  die 
Batterien  ex  oder  e%  so  lange  geschlossen ,  bis  auch  das  andere  Pendel  sich 
mit  dem  Regulator  an  x  und  z  angelegt  hat,  worauf,  weil  jetzt  B  und  Bt 
kurz  geschlossen  sind ,  beide  Pendel  gleichzeitig  den  nächsten  Schlag  be- 
ginnen. Ist  der  entwickelte  Magnetismus  zu  schwach,  um  die  Bewegungs- 
hindernisse zu  überwinden,  so  kann  man  zu  Bewegung  der  Hebel  noch  ein 
Uhrwerk  anbringen. 

Bei  jedem  Pendelschlage  wird  nun  auf  jedem  Apparate  1  Buchstabe 
gegeben.  Während  der  Hinbewegung  des  Pendels  schleift  ein  Hebel  auf 
mehreren  (8)  Sätzen  metallischer  Bögen,  herwärts  auf  anderen  Sätzen ;  die 
Bögen  dereinen  Station  sind  mit  der  Linienbatterie,  die  der  andern  mit 
dem  Morseschreibapparate  Verbunden.  Jeder  Satz  besteht  aus  3  concentri- 
schen  Bögen  a,  ft,  c,  die,  wie  Fig.  57  zeigt,  übereinander 
greifen ,  und  die  Länge  der  Bögen  in  den  8  Sätzen  ist  so  *.  "\*S  _- 
bemessen ,  dass  der  Hebel  bei  der  Pendelbewegung  gleich  ^  —X 
lange  auf  jedem  Bogen  schleift;  der  1.,  3.,  5.  und  7.  Satz  p.  J£ 
gehört  etwa  zur  Beförderung  des  ersten,  der  2.,  4.,  ö.  und 
8.*Satz  zur  Beförderung  des  zweiten  Telegramms.  Bleibt  die  Batterie 
(durch  2  Zwischenhebel)  nur  so  lange  geschlossen ,  als  der  Hebel  über  a, 
oder  at  schleift,  so  wird  ein  Punkt  des  ersten  oder  zweiten  Telegramms  ge- 
geben ;  bleibt  die  Batterie  so  lange  geschlossen,  als  die  Batterie  über  at  und 
6,  oder  über  a2  und  b2  schleift,  so  wird  ein  Strich  des  ersten  oder  zweiten 
Telegramms  gegeben,  und  man  hat  demnach  durch  die  16  Zwischenhebel 
bei  jedem  Schlage  die  Möglichkeit,  4  Zeichen  (Punkte  oder  Striche),  also 
'  irgend  einen  aus  nicht  mehr  als  4  Zeichen  bestehenden  Buchstaben  des 
ersten  und  auch  des  zweiten  Telegramms  zu  befördern.  Die  Bögen  ct  und 
cf  (von  Punktlänge)  dienen  dazu,  behufs  der  Entladung  die  Leitung  momen- 
tan mit  der  Erde  zu  verbinden.  Beim  Rückgänge  schleift  ein  zweiter  Theil 
des  Pendels  auf  3  andern  Bögen  und  giebt  die  beiden  nächsten  Buchstaben. 
Zur  Bewegung  der  Zwischenhebel  in  der  dem  zu  telegraphirenden  Buchsta- 
ben entsprechenden  Weise  dient  eine  Claviatur,  deren  29  Tasten  mit  den 
Buchstaben  bezeichnet  sind.  Zu  den  Ziffern  dienen  Taste  1  — 10,  zu  den 
Interpunktion-  und  anderen  Zeichen  die  Tasten  11  —  25,  ihre  Zeichen  wer- 
den dabei  stets  von  dem  Zeichen hinten  und  vorn  eingeschlossen. 

Bei  Anwendung  von  Translation  wären  4  Pendel  nöthig  und  in  überein- 
stimmenden Gang  zu  setzen.  Eine  Benutzung  dieser  Methode  für  Typen- 
drucktelegraphen ist  möglich,  aber  umständlich. 

3.    Vorschlag  im  Civil-Engineer  and  Arohitects  Journal. 

Veranlasst  durch  die  Nachricht,  dass  Professor  E  dl  und  in  Stockholm 
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einen  Gegensprecher  erfanden  habe,  giebt  im  Civil -Enginecr  and  Archüects 
Journal  (Maiheft  1855,  S.  164;  vergl.  auch  Zeitschr.  d.  Tel.-Ver.  II,  S.  242) 
ein  ungenannter  Verfasser  eine  weit  allgemeinere  Lösung  derselben  Auf- 
gäbe«  Um  den  kurzen  Schluss  der  Batterie  durch  die  Apparate  der  eigenen 
Station  zu  verhüten,  welcher  eintreten  würde,  wenn  man  mehrere  Apparat- 
paare  in  gewöhnlicher  Weise  einfach  mit  der  Leitung  verbände,  und  um  zu 
verhüten,  dass  2  von  derselben  Station  mit  2  gesonderten  Batterien  nach 
der  andern  Station  gegebene  Telegramme  dort  auf  beiden  Empfangsappa- 
raten zugleich  und  zwar  verwirrt  erscheinen,  schlägt  der  Verfasser  vor,  auf 

jeder  Station  die  Luft- 
A^s  A4  leitung    zunächst    mit 

L a9K^^-^^s\  ©iner    Wechselscheibe 

STXK   $*       S*   UDd  S«  Fi*  M  *n 
Ac  \jp  verbinden,  welche  bei 

jjf        ihrer  Drehung  abwech- 
Fig.  58.  selnd  das  eine  und  das 

andere  Apparatpaar  Ax 
und  At  oder  As  und  A4  in  die  Leitung  einschaltet  und  wieder  ausschaltet. 
Die  Kreuzlinien  in  den  Wechselscheiben  bedeuten  nämlich  in  die  Holz- 
scheibe eingelegte  Metallstreifen ;  bei  der  in  Fig.  58  gezeichneten  Stellung 
der  Scheiben  durchläuft  also  der  Strom  der  Batterie  Bt  blos  die  Apparate 
A{  und  Aty  und  nachdem  sich  die  Scheiben  /"um  \  Umdrehung  weiter  gedreht 
haben,  sendet  die  Batterie  B%  ihren  Strom  durch  Az  und  AA.  Die  Ein- 
richtung ist  sowohl  zam  Gegensprechen,  wobei  etwa  At  und  AA  Taster  sind, 
als  auch  zum  Doppelsprechen ,  wobei  etwa  Ax  und  As  Taster  sind ,  brauch- 
bar, wenn  nur  die  beiden  Wechselscheiben  in  ihrer  Drehung  vollständig 
mit  einander  übereinstimmen ;  dass  eine  solche  Uebereinstiinmang  zu  errei- 
chen ist,  hält  der  Verfasser  durch  Bake  well's  Copirtelegraph  für  nachge- 
wiesen. Auch  könnten  mehr  als  zwei  Apparatpaare  mit  demselben  Leitungs- 
draht verbunden  werden.  Die  völlige  Uebereinstimmung  könnte  dann  auch 
mittelst  eines  zweiten  Drahtes  erreicht  werden. 

Die  Bedaction  der  Zeitschrift  des  Telegraphen- Vereins  hält  es  für  not- 
wendig, dass  die  Leitung  nach  jedem  Zeichen,  also  beim  Uebergange  von 
einem  Apparatpaare  zum  andern  durch  Verbindung  mit  der  Erde  entladen 
werde,  was  übrigens  leicht  geschehen  kann.  Mit  dem  Morsetaster  giebt 
ein  geübter  Telegraphist  etwa  340  Punkte  in  1  Minute ,  der  Contact  für 
1  Punkt  dauert  also  |.^y^s=  ^  Secunde;  braucht  nun  der  Strom  zum 
wirksamen  Durchlaufen  der  Leitung  ,^  Secunde,  und  sind  die  Zwischen- 
zeiten zwischen  2  Contacten  eben  so  gross,  so  kann  man  *%°  =  100  Contacte 
in  1  Secunde  geben.  Beichte  nun  ein  einmaliger  Contact  zum  Hervorbrin- 
gen des  Zeichens  aus,  so  könnte  man  8 —  9,  wäre  aber  ein  2-  oder  3 maliger 
Contact  dazu  not  big,  so  könnte  man  nur  4  oder  3  Apparatpaare  mit  der 
Leitung  verbinden. 
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4.  Vorgohlag  von  Kruse. 
Dr.  Kruse  in  Artlenburg  benutzte  (Poggendorffs  Annalen  Bd.  98, 
S.  116)  zu  seinen  Versuchen  eine  Abänderung  der  sich  auf  das  Princip  der 
Selbstunterbrechung  stützenden  Zeigertelegraphen  von  Siemens&Halske, 
indem  er  sie  mit  Beiais  in  Verbindung  brachte  und  die  Windungen  der  Re- 
lais vom  Linienstrome,  die  des  Telegraphen  von  einem  Localstrome  durch- 
laufen und  dabei  durch  das  Relais  den  Localstrom,  durch  den  Telegraphen 
aber  den  Linienstrom  abwechselnd  schliessen  und  unterbrechen  Hess.  Wer- 
den nun  eine  Anzahl  solcher  Telegraphen  an  beiden  Enden  einer  Leitung 
aufgestellt,  das  eine  Ende  sämratlicher  Relaisumwickelungen  durch  den 
Ruhecontact  der  zugehörigen  Telegraphen  hindurch  mit  dem  einen  Pol  einer 
Linienbatterie  verbunden,  deren  zweiter  Pol  zur  Erde  abgeleitet  ist,  wird 
ferner  das  zweite  Ende  jeder  Relaisumwickelung  mit  einer  isolirten  Contact- 
oder  Schliessungsfeder  verbunden  and  schleifen  sämmtliche  Federn  in  glei- 
chen Abständen  von  einander  auf  einer  Schliessungs  oder  Wechselscheibe, 
deren  Rand  in  abwechselnde  isolirende  und  leitende  Felder  derart  einge- 
theilt  ist,  dass  stets  nur  eine  Feder  mit  einem  leitenden  Felde  in  Berührung 
steht,  so  treten  beim  gleichmässigen  Drehen  der  beiden  Scheiben  die  Federn 
der  Reihe  nach  mit  der  Leitung  in  Verbindung  und  schliessen  die  Batterie. 
Bei  8ämmt1ichen  Zeigertelegraphen  (oder  auch  Typendrucktelegraphen)  be- 
ginnt demnach  eine  gleichmässige  Umdrehung  der  Zeiger;  wird  aber  einer 
dieser  Telegraphen  angehalten,  und  dadurch  die  Verbindung  seiner  Schlies- 
sungsfeder mit  der  Batterie  dauernd  unterbrochen,  so  muss  auch  der  zu  ihm 
gehörige,  mit  der  entsprechenden  Schliessungsfeder  auf  der  andern  Station 
verbundene  Telegraph  der  andern  Station  still  stehen  und  der  telegraphirte 
Buchstabe,  auf  dem  der  Zeiger  feststeht,  abgelesen  werden.  Die  gleich- 
mässige Drehung  der  Scheiben  lässt  Dr.  Kruse  durch  die  Telegraphen- 
magnete selbst  bewirken ,  indem  er  die  Scheiben  am  Rande  mit  Zähnen 
versieht. 

6.    Vorsohlag  von  Hughes. 

Professor  David  Edward  Hughes  in  Newyork  brachte  an  seinem  1855 
patentirten  Typendruoktelegraphen  eine  ähnliche  Einrichtung  an,  um  2  Te- 
legramme zugleich  in  entgegengesetzter  Richtung  befördern  zu  können  (An- 
naleg Uligraphiques  1861 ,  S.  145).  Er  steckte  nämlich  2  Schliessungsräder 
auf  eine  durch  ein  Uhrwerk  in  Umdrehung  versetzte  Welle  und  Hess  durch 
eine  darauf  schleifende  Feder  die  Luftleitung  abwechselnd  mit  dem  Zeichen- 
geber und  dem  Zeichenempfänger  in  Verbindung  treten. 

6.    Vorschlag  von  CasellL 

Der  Abb^  Giovanni  Caselli  in  Florenz  hat  seinen  Pantelegra- 
phen  (Zeitschr.  f.  Mathem.  u.  Phys.  V,  8.  44)  ebenfalls  so  eingerichtet, 
dass  2  Telegramme  zugleich  absatzweise  durch  ihn  befördert  werden  kön- 
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^V^^WV.^/'.^./'.^^.A^W. 


nen.  Eine  Beschreibung  der  verbesserten  Einrichtung  dieses  Copirtelegra- 
phen  gab  ich  im  Polytechnischen  Centralblatt  (1864,  S.  1285;  nach  Annales 
telegraph.  1863,  S.  209).  Die  Schreibspitzen  ertheilen  gleichgehenden  Pen- 
deln eine  hin-  und  hergehende  Bewegung  über  bogenförmigen  Unterlagen, 
die  Spitzen  schreiben  aber  nur  bei  der  Bewegung  nach  der  einen  Richtung; 
doch  sind  alle  betreffenden  Theile  doppelt  vorhanden,  und  während  das  eine 
eben  bei  Beförderung  des  einen  Telegramms  thätig  gewesene  Spitzenpaar 
unthätig  zurückgeht,  tritt  das  andere  in  Thätigkeit  und  telgraphirt  eine 
Zeichenreihe  aus  einem  zweiten  Telegramm. 


XIII. 
Ueber  Hydrodiffusion  in  begrenzten  cylindrischen  Gefässen. 

Von  Dr.  R.  Beez, 

Lehrer  an  der  Königl.  Realschule  zu  Plauen  i.  V. 


In  Poggendorffs  Annalen  der  Physik  und  Chemie,  Bd.  C,  haben 
Simmler  und  Wild  eine  Abhandlung:  „Ueber  einige  Methoden  zur  Be- 
stimmung der  bei  der  Diffusion  einer  Salzlösung  in  das  reine  Lösungsmittel 
auftretenden  Constante"  veröffentlicht,  in  welcher  unter  anderen  auch  zwei 
Diffusionsströme  behandelt  werden,  mit  denen  ich  mich  ebenfalls,  jedoch 
ohne  die  erwähnte  Abhandlung  zu  kennen ,  beschäftigt  habe  (siehe  diese 
Zeitschrift  Bd.  IV  und  VII).  Leider  sind  die  genannten  Verfasser  nicht 
dazu  gekommen,  ihre  durch  Rechnung  gefundenen  Formeln  experimentell 
zu  prüfen ,  wodurch  nicht  allein  über  die  Brauchbarkeit  der  aufgestellten 
Gleichungen  seihst,  sondern  auch  über  den  Werth  der  von  ihnen  vorge- 
schlagenen experimentellen  Methoden  ein  sicheres  Urtheil  sich  hätte  bilden 
lassen.  Denn  so  sinnreich  namentlich  ihre  optischen  Methoden  auf  den 
ersten  Blick  auch  erscheinen,  so  wenig  lässt  sich  doch  im  Voraas  erkennen, 
ob  sie  zu  einer  genauen  Bestimmung  der  Diffusionsconstante  k  sich  eignen. 
Was  die  Formeln  selbst  anlangt,  die  von  Simmler  und  Wild  einerseits 
und  von  mir  andererseits  gefunden  worden  sind,  so  besteht  zwischen  ihnen 
der  Unterschied,  dass  eretere  für  oben  und  unten  begrenzte  Oefässe,  letztere 
für  halbbegrenzte  oder  unbegrenzte  gelten*  An  einem  Beispiel  wird  dieser 
Unterschied  deutlicher  hervortreten.  Denken  wir  uns  ein  cylindrisches 
Gefäss  von  etwa  einem  Fuss  Höhe,  wie  ich  es  bei  meinen  Versnchen  (siehe 
diese  Zeitschrift  IV,  S.  225  ff.)  angewendet  habe,  zur  Hälfte  mit  Salzlösung, 
zur  Hälfte  mit  reinem  Wasser  angefüllt,  so  wird  ein  Diffusions  ström  ent- 
stehen ,  der  erst  nach  Verlauf  von  mehreren  Tagen  sowohl   die  obere  als 
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auch  die  untere  Grenze  der  Flüssigkeit  erreicht.  Innerhalb  dieses  ersten 
Stadiums  ist  der  Strom  ganz  unabhängig  von  den  Bedingungen  der  obern 
und  untern  Grenze  und  unterliegt  daher  denselben  Gesetzen,  wie  ein  nach 
beiden  Richtungen  hin  unbegrenzter  Strom.  Da  meine  Versuche  so  ziem- 
lich in  dieses  erste  Stadium  fallen ,  so  ist  auch  die  Berechnung  derselben 
mit  derjenigen  Formel  bewerkstelligt,  welche  für  einen  beiderseits  unbe- 
grenzten Strom  gilt  Dass  die  Einführung  der  Grenz-  oder  Oberflächen - 
Bedingungen,  so  lange  der  Strom  im  ersten  Stadium  sich  befindet,  vollkom- 
men überflüssig  ist  und  nur  zu  weitläufigen  Formeln  führt,  aus  den  an  die 
Constante  nur  annäherungsweise  bestimmt  werden  kann,  leuchtet  ohne 
Weiteres  ein  und  wird  bei  Betrachtung  der  Diffusionsgleichungen  noch 
deutlicher  sich  zeigen.  Selbstverständlich  fangen  aber  die  von  mir  aufge- 
stellten Formeln  an  ihre  Gültigkeit  zu  verlieren,  wenn  der  Strom  die  Ober- 
fläche der  Flüssigkeit  oder  den  Boden  des  Ge  fasse  8  erreicht  hat,  wiewohl 
auch  in  diesem  Falle  noch  eine  längere  Zeit  vergehen  muss,  ehe  die  Ein- 
wirkung der  Grenzen  durch  den  ganzen  Diffusionsstrom  hindurch  sich  fühl- 
bar macht.  Von  nun  an  treten  die  Formeln  von  Simmler  und  Wild  in 
Kraft,  aus  denen  sich  die  meinigen  ohne  Mühe  ergeben,  sobald  man  eine 
oder  beide  Grenzen  ins  Unendliche  verschiebt. 

Die  Methode,  deren  sich  Simmler  und  Wild  bedienen,  um  die  Dif- 
ferentialgleichung 

Jd—~  k— 

unter  Berücksichtigung  der  Grenzbedingungen  in  geschlossenen  Gefässen 
und  gegebener  Anfangszustände  in  denselben  zu  integrken ,  verdanken  sie 
ihrer  eigenen  Angabe  nach  Herrn  Professor  Neu  mann  in  Königsberg,  un- 
ter dessen  Leitung  im  physikalischen  Seminar,  behufs  Bestimmung  des 
äusseren  und  inneren .  Wärmeleitungsvermögens  der  Metalle,  variabele 
Wärmeströme  behandelt  wurden,  bei  denen  ähnliche  Integrationen  vorge- 
kommen seien.  Aus  dem  ersten,  S.  221  ff.  behandelten  Beispiele  ersieht 
man  deutlich,  dass  die  angewendete  Methode  in  der  Hauptsache  dieselbe 
ist,  deren  sich  schon  Lagrange  in  seiner  analytischen  Mechanik  bedient 
hat  und  die  später  von  Fourier,  Po is so n,  Duhamel,  Lame*  etc.  in 
ihren  Untersuchungen  über  Verbreitung  der  Wärme  in  athermanen  Mitteln 
fortwährend  angewendet  worden  ist.  Diese  Methode  besteht  ihrem  Wesen 
nach  darin,  dass  man  zuerst  den  Grenz werth  sucht,  welchem  sich  u=f(x,t) 
für  (=oo  nähert,  sodann  zu  diesem  Werthe  eine  unendliche  Reihe  hinzu- 
fügt, deren  jedes  Glied,  mit  einem  noch  zu  bestimmenden  Factor  behaftet, 
die  sämmtlichen  Bedingungen  der  Aufgabe  erfüllt  mit  Ausnahme  einer  ein- 
zigen, die  sich  auf  den  Anfangszustand  des  Gefasses  zur  Zeit  *  =  0  bezieht. 
Die  eben  erwähnten  Factoren  werden  endlich  durch  ein  sich  stets  gleich- 
bleibendes Verfahren  mit  Hilfe  der  letzten  noch  übrigen  Gleichungen  er- 
mittelt.    Was  den  zuerst  erwähnten  Grenzwerth  anlangt,  so  kann  derselbe 
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durch  eine  lineare  Function  von  x  characterisirt  sein  und  führt  dann  den 
Namen  f, stationärer  Zustand u  oder  „dynamisches  Gleichgewicht",  in  an- 
deren Fällen  ist  er  eine  Constante,  die  bei  dem  Wärmestrom  —  gleichgültig, 
ob  der  Körper  an  seiner  Oberfläche  die  Wärme  frei  ausstrahlt  oder  auf 
constanter  Temperatur  erhalten  wird  —  unabhängig  vom  Anfangszustand, 
beim  Diffusionsstrom  aber  theils  unabhängig,  theils  abhängig  von  demselben 
ist,  je  nachdem,  den  Bedingungen  der  Aufgabe  gemäss,  Salz  aus  dem  Gefäss 
austreten  kann  oder  nicht.  Dass  ein  solcher  Grenz-  respective  stationärer 
Zustand  eintreten  muss',  wird  im  Folgenden  an  den  betreffenden  Stellen 
streng  analytisch  bewiesen ,  während  man  sich  gewöhnlich  begnügt,  die 
Notwendigkeit  derselben  aus  physikalischer  Anschauung  abzuleiten.  In 
Betreff  der  Wärmeverbreitung  haben  schon  Amsler,  Cr  eile's  Journal 
Bd.  42,  S. 316  ff.  und  Min ni gerode:  „ Ueber  Wärmeleitung  in  Krystallen ", 
Inauguraldissertation,  Göttingen  1862,  Art.  X,  ähnliche  Betrachtungen  an- 
gestellt. 

Im  Folgenden  sollen  nun  die  Gesetze  der  Hydrodiffusion  in  einem 
senkrechten  cylindrischen  oder  prismatischen  Gefäss  unter  den  allgemein- 
sten Voraussetzungen  über  den  Anfangszustand  und  für  die  experimentell 
leicht  ausführbaren  Grenzbedingungen  ermittelt  werden ,  wobei  sowohl  die 
von  Simmler  und  Wild,  als  die  von  mir  aufgestellten  Formeln  als  spe- 
cielle  Beispiele  auftreten  werden. 

§.i. 

Ableitung  der  Differentialgleichungen. 

Bezeichnet  u  die  Concentration  d.  h.  die  in  der  Volumeinheit  der  Salz- 
lösung enthaltene  Salzmenge  in  irgend  einem  horizontalen  Querschnitt  eines 
senkrechten  cylindrischen  oder  prismatischen  Gefässes,  in  welchem  der 
Diffusionsstrom  vor  sich  geht,  so  kann  u  als  eine  Function  des  Abstandes  x 
jenes  Querschnittes  vom  Boden  des  Gefässes  und  der  seit  Beginn  des  Ver- 
suches verflossenen  Zeit  angesehen* werden.     Wir  nehmen  nun  an: 

1.  dass  das  Salz,  welches  aus  der  concentrirten  Lösung  in  die  dün- 
nere der  Schwere  entgegen  einströmt,  mit  gleichförmiger  Ge- 
schwindigkeit die  einzelnen  Schichten  durchfliesse,  vernachlässi- 
gen aber  die  geringe  Verdichtung,  die  eintritt,  sobald  zwei  Lösun- 
gen von  verschiedener  Concentration  sich  mischen ; 

2.  dass  die  Menge  B  S  des  im  Zeitelement  aus  einer  Schicht  in  die 
benachbarte  überfliessenden  Salzes  dem  Concentrationsunterschied 
in  beiden  Schichten  proportional  sei  — 

dann  können  wir  die  im  Zeitelement  dl  durch  den  Querschnitt  q  fliessende 
Salzmenge  dS  direct  proportional  dem  Zeitelement  d/,  dem  Querschnitt  q, 
dem  Concentrationsunterschied  du  und  umgekehrt  proportional  der  Dicke 
dx  des  Querschnittes  annehmen.  Berücksichtigen  wir  ferner  noch,  dass 
der  Natur  der  Sache  nach  die  Concentration  für  wachsende  x  abnehmen, 
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also  —   negativ  sein  muss,  die  überfliessende  Salzmenge  aber  eine  positive 

0  X 

Grösse  ist,  so  können  wir  setzen : 

worin  k  eine  noch  näher  zu  definirende  Constante  (siehe  §.  8),  die  der  Af- 
finität des  Salzes  znm  Wasser  proportional  ist,  bedeutet.  Dies  ist  der  Zu- 
wachs, den  eine  Schicht,  welche  den  Abstand  x  vom  Boden  des  Oefässes 
hat,  durch  die  untere  Nachbarschicht  erhält.  Lässt  man  in  dem  Ausdruck 
1)  x  um  dx  zunehmen,  so  erhält  man  die  Salzmenge,  welche  dieselbe 
Schicht  an  ihre  obere  Nachbarschicht  abgiebt,  nämlich,  da  q  constant  ist, 


«  »*--*»$+£»■)»• 


Zieht  man  nun  den  Salzverlust  2)  vom  Salzgewinn  1)  ab,  so  erhält  man 

welcher  Ausdruck  also  den  unendlich  kleinen  Zuwachs  an  Salz  bedeutet, 
den  im  Zeitelement  d fr eine  Schicht  erhält,  welche  von  zwei  Querschnitten 
in  den  Abständen  x  und  x  +  dx  vom  Boden  des  ßefässes  begrenzt  ist. 
Diese  Zunahme  an  Salz  lägst  sich  aber  auch  auf  eine  zweite  Weise  berech- 
nen. Denn  die  Salzmenge  in  einer  Schicht  vom  Querschnit  gy  der  Höhe  dx 
und  der  Concentration  u  ist  qudx  y  folglich  die  Zunahme  an  Salz  im  Zeit« 

element  dt^q  —  dxdU   Durch  Gleichstellung  beider  Ausdrücke  ergiebt  sich 

somit  die  partielle  Differentialgleichung 

welche  das  Gesetz  ausdrückt,  dem  der  Diffusionsstrom  im  Innern  des  Ge- 
wisses unterworfen  ist.  Hierzu  gesellen  sich  noch  die  Bedingungen,  die  an 
der  oberen  und  an  der  unteren  Grenzschicht  der  Flüssigkeiten  gelten.  Wir 
unterscheiden  im  Ganzen  vier  von  einander  verschiedene ,  experimentell 
ohne  grosse  Schwierigkeit  herstellbare  Oberflächenbedingungen.  Nämlich 
1.     das  Gefäss  sei  oben  und  unten  geschlossen,  so   dass  Salz  weder 

unten  eintreten,  noch  oben  austreten  kann.    Dies  giebt,  wenn  wir 

die  Höhe  des  Gefässes  h  nennen 


(KLr0'  (KL=°' 


was  wir  kürzer  ausdrücken  durch 

du  d  u  

das  Gefäss  sei  oben  offen  und  die  Concentration  werde  am  oberen 
Rande  constant  auf  Null  erhalten,  während  unten ,  wo  das  Gefäss 


"o=".         5^=0? 
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geschlossen  ist,  kein  Salz  eintreten  kann.     Diesen  Bedingungen 
entsprechen  die  Gleichungen 

du 

3.  das  Gefäss  sei  unten  offen  und  die  Concentration  in  der  untersten 
Schicht  fortwährend  gleich  Ut  während  es  oben  geschlossen  ist,  so 
dass  kein  Salz  austreten  kann;  dann  ist 

du_ 
dxh 

4.  sowohl  unten  als  oben  sei  das  Gefäss  offen  und  sei  die  Concentra- 
tion unten  fortwährend  =  tf,  oben  =0,  so  ergeben  sich  als  Ober- 
flächenbedingungen 

Endlich  ist  noch  über  die  anfängliche  Concentration  im  Diffusionsge- 
fässe  zur  Zeit  1=0  eine  Bestimmung  zu  treffen.  Der  Natur  der  Aufgabe 
gemäss  kann  die  beim  Beginn  des  Versuches  im  Gefäss  statthabende  Ver- 
keilung oder  der  Salzgehalt  der  Flüssigkeit  nur  durch  eine  eindeutige, 
reelle,  positive  und  endliche  Function  von  x  charakterisirt  sein,  auch  darf 
dieselbe  mit  zunehmendem  x  nicht  zunehmen,  weil  sonst  die  ungereimte 
Forderung  entstünde,'  eine  Flüssigkeitssäule  zu  construiren,  deren  obere 
Schichten  schwerer,  als  die  unteren  wären.  Wir  bezeichnen  den  Wertb, 
den  u  für  1=0  annimmt,  mitu(O),  dann  ist  im  Allgemeinen  u(0)=f(x)  eine 
Function  von  xy  welche  die  eben  erwähnten  Eigenschaften  besitzt.  Doch 
braucht  die  Function  w(0)  durchaus  nicht  nach  einem  und  demselben  Gesetz 
aus  x  gebildet  zu  sein,  sondern  es  kann  z.  B.  «(0)  von  x=0  bis  x  =  ht  den 
Werth  ttj(O),  von  ar=Ä4  bis  x=h%  den  Werth  t/2(0)  etc.,  von  x=hn_i  bis 
x=hu  den  Werth  un(p)  haben,  wo  ut  (0),  wt(0) . . .  w»(ö)  ganz  verschiedene 
Functionen  von  x  oder  auch  Constante  bedeuten.  Die  Herstellung  des  zu- 
letzt angedeuteten  Anfangszustandes  im  Diffusionsgefäss  ist  experimentell 
ohne  Schwierigkeit  und  es  gelingt  leicht,  eine  Flüssigkeitssäule  zu  construi- 
ren, die  aus  Schichten  verschiedener,  -aber  constanter  Concentration  zusam- 
mengesetzt ist. 

§.2. 

Allgemeine  Eigenschaften  der  Function  u  im  ersten 

Diffusionsstrom. 

Die  analytischen  Bedingungen,  denen  die  Concentration  u  im  ersten 
Diffusionsstrom  unterworfen  ist,  sind  nach  dem  Vorigen  in  folgendem  Glei- 
chungssystem enthalten  \ 
a\  [du      1dtu     du       ä      du        Ä        /gtX      r,  J 

Mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  läset  sich  zunächst  nachweisen,  dass  «für 
jedes  reelle  t  und  x  ebenfalls  reell  ist.     Denn  angenommen,  es  ge- 
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nfigte  der  complexe  Werth  v  +  v]/ — 1  dem  System  4),  dann  würde  durch 
Einführung  dieses  Werthes  an  die  Stelle  von  u  das  System  4)  in  die  beiden 
von  einander  unabhängigen  Gruppen 

««>         |«7-*&  Ü-*  IT.-*    «(»»=«"! 

und 

O      '  CA      ' 

zerfallen,     Multiplicirt  man  die  Gleichung  — —  =&- — ,  mit  t/ da;  und  inte- 
t/Z 9* 

grirt  per  partes  zwischen  den  Grenzen  0  und  h  so  kommt : 

«  i/^-=(^x-(»-^).-/(r:)'-. 

welche  Gleichung  vermöge  der  Oberflächenbedingungen  - —  =0,   - —  =  0 

oxQ  OXk 

in  die  einfachere 

0  0 

übergeht,  für  welche  man  auch  schreiben  kann 

0  0 

Da  nun  v\  also  auch  jr—  reell  ist,  so  musa  sowohl  v*  als  (  —  j  stets  positiv 

h  h 

sein,  folglich  sind  auch  die  unendlichen  Summen,  fv*  dx  und    /  (  —  )  d x 

positiv.    Die  Gleichung  6)  drückt  demnach  aus,  dass  der  erste  Differential- 

h 
quotient  von  Jv'*dx  nach  t  fortwährend  negativ  bleibt;  ausserdem  ist  für 

h  h 

*=0,  v  =0  folglich  auch  Cv*  dx=0.     Es  hat  demnach  fv§tdxf  als  Func- 

0  0 

tion  von  t  betrachtet,  folgende  Eigenschaften.  Sie  ist  für  jedes  beliebige  t 
positiv,  für  /=0  selbst  gleich  Null  und  nimmt  für  wachsende  t  beständig 
ab.     Diesen  Anforderungen  wird  durch  die  Annahme : 

h 

genügt.     Hieraus   folgt  aber,  dass  t/=0  ist.     Die  complexe  Function 
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u=v~\-v  j/ — 1  redacirt  sich  somit  auf  ihren  reellen  Theil  oder  dem  Glei- 
chungssystem 4)  gentigen  nur  reelle  u. 

Auf  ähnliche  Weise  lässt  sich  darthun,  dass  die  Function  u  stets 
eindeutig  ist,  so  lange  u(0)  eindeutig  ist,  wie  vorausgesetzt  wurde. 
Denn  angenommen,  es  gäbe  ausser  w  noch  einen  zweiten  Werth  «',  der  für 
irgend  ein  t  und  x  dem  Gleichungssystem  4)  genügte,  dann  würden  die  bei- 
den Systeme  gelten 


=*^3.   Hr=«,    s=:=o,    «(o)=A*){ 


\du d*u     du  du 

\dt~  WZ'   dx„      '   dl* 

nnd 

idu     j*ü   du     A    du'     Ä     .  .    ...  .( 

j-ä7=Ä^  dir0'  ^=0'  -W-A«)j. 

Sei  nun  u  >u  und  setzen  wir  u  —  u=vy  so  würden  aus  den  beiden  so  eben 
aufgestellten  Systemen  durch  Subtraction  der  bezüglichen  Gleichungen  ein 
neues  für  v  sich  bilden  lassen,  nämlich : 

!dv       ,  0*v      .dv  dv  /AX         I 

ä7=*ä^'  üt*  ^~°'  V()==0I 

genau  dasselbe,  wie  46).  Durch  dieselben  Schlüsse,  wie  dort,  findet  sich 
hieraus  v=0  d.  h.  u'=u.  Auch  für  den  Fall,  dass  der  Anfangszustand 
w(0)  nicht  durch  eine  stetige  Function  von  ar,  sondern  durch  eine  Reihe 
einzelner  Functionen  ut  (0),  u8(0)  etc.  repräsentirt  wird,  behalten  die  obigen 
Schlüsse  ihre  Gültigkeit.  Denn  da  t/(0)  auch  an  den  Stellen,  wo  eine  Un- 
terbrechung der  Stetigkeit  eintritt,  doch  immer  gleich  u(0)  ist,  so  bleibt  die 
Gleichung  t;(0)=0  auch  in  diesem  Falle  richtig. 

Endlich  kann  man  noch  nachweisen,  dass  für  /=oo  ,  u  einem  con- 
stanten  Werth,  der  vom  Anfangszustand  abhängig  ist,  ohne 
Ende  sich  nähert.  Aus  den  Gleichungen  unter  4)  ergiebt  sich  zunächst 
mit  Hilfe  derselben  Operationen,  durch  die  6)  erhalten  wurde : 

h 
woraus  folgt,  dass  Jitdx  eine  positive,  abnehmende  Function  von  t  ist 

0 
Da  nun  u(0)=f(x)  der  Voraussetzung  nach  eine  endliche  Function  von 

h  h 

x  ist,  so  bleibt  für  f=0  auch   fitdx  endlich.   Es  nähert  sich  daher  /V  dx 

0  0 

für  wachsende  /  einem  endlichen,  von  t  unabhängigen  Werthe,  der  ?0  sein 

h  h 

kann.     Folglich  ist  Lim  fifdx=c  und  Lim^-    I  w*  dx  =  0.      Demselben 
0  r=oo  0  /=» 
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h 


Wertbe  0  muss  sich  auch  die  rechte  Seite  der  obigen  Gleichung 


/&")'»• 


ohne  Ende  nähern.    Hieraus  folgt,  dass  für  *=oo  auch  r—  =0  oder  w  gleich 

o  x 

einer  Constanten  wird.     Multiplicirt  man  ferner  die  Gleichung  5— =  &^-r 

mit  dt  und  integrirt  innerhalb  der  Grenzen  0  und  f,  so  kommt 

t 

u-tt(o)=*/^a, 

0 
Aus  dieser  Gleichung  erhält  man  weiter  durch  Multiplication  mit  dx  und 
Integration  zwischen  den  Grenzen  0  und  A,  indem  man  rechts  die  Integra- 
tionsordnung umkehrt 

Da  aber  sowohl  - — =0,  als  - — =0,  so  verschwindet  der  Ausdruck  rechts 

and  es  bleibt 

h  h 

fudx  =  J*u(Ö)dx. 
0  0 

Fügt  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  noch  den  constanten  Factor 
q ,  welcher  die  Fläche  des  Querschnittes  bedeutet ,  hinzu ,  so  hat  die  Glei- 

h  h 

chung  fq  udx=  Jqu(0)dx  den  Sinn,  dass  die  zu  irgend  einer  Zeit 

0  0 

im  Diffusionsgefäss  enthaltene  Menge  Salz  der  zur  Zeit  Null 
daselbst  befindlichen  gleich  sein  muss;  ein  Resultat,  das  sich  phy- 
sikalisch von  selbst  versteht,  da  den  Bedingungen  der  Aufgabe  gemäss  das 
Diffusionsgefäss  unten  und  oben  geschlossen  ist,  so  dass  am  Boden  weder 
Salz  eintreten ,  noch  am  obern  Rande  Salz  entweichen  kann.  Da  nun  für 
t  =  00,  u  constant  wird,  so  erhält  man  aus  der  letzten  Gleichung  für  ein 
unendliches  / 

h  h 

Jcdx=  fu(Ö)dx, 
0  0 

-woraus  sich 

h 
1      /* 

\dx 


7)  c=i/«(0)j 


0 
ergiebt.     Multiplicirt  und  dividirt  man  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung 
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mit  g,  so  drückt  sie  aas,  dass  die  nach  unendlicher  Zeit  im  ganzen 
Gefäss  eintretende  constante  Concentration  gleich  derjeni- 
gen ist,  welche  man  erhält,  wenn  man  das  zur  ZeitO  im  G  efäss 
enthaltene  Salz  gleich  massig  in  die  einzelnen  Schichten  ver- 
theilt. 

Wenn  für  f=0,  in  dem  Intervall  x  =  0  bis  a?=A,,  m=«j(o)  ist,  vou 
x=ht  bis  ar=A2>  u=u2(0)  etc.,  für  x=hn-\  bis  j?=Än,  «  =  m„(0),  so  wurde 
man  ohne  Schwierigkeit  als  Grenzzustand  finden 

At  ht  An 

8)         c=±\ful(0)dx+Ju1(p)dx+  ...+juu{0)dx\t 

0  Ä,  V-l 

woraus  endlich,  wenn  ut(0),  u,(0)  etc.  constant  sind,  sich  ergiebt: 
8a)      c=-iJA1«1(0)  +  (AJ— Ä,)w,(0)+  ...+(*.—*,.  i)«.  (0)1. 

§.3. 
Integration  der  Differentialgleichungen  für  die  Concentra- 
tion u  im  ersten  Diffusionsstrom. 

Der  Differentialgleichung  --=£  — j  kann  auf  verschiedene  Weise  ge- 
nügt werden,  so  lange  man  von  den  Oberflächengleichungen  absieht.  Das 
Einfachste  ist  jedenfalls  als  particuläres  Integral  ein  Product  zweier  Facto- 
ren  aufzustellen,  von  denen  der  eine  nur  die  Veränderliche  x,  der  andere 
nur  t  enthält.     Es  sei  demgemäss 

worin  P  nur  von  x>  f(t)  nur  von  t  abhängt.     Dann  ist: 

dt    *'  W)   dx*    dx*nt}' 

folglich 

Nimmt  man  hierin  x  einen  Augenblick  als  constant,  so  sieht  man,  dass  die 
Function  f(t)  die  Gleichung  erfüllen  muss 

f(l)=kcf{t\ 
d.  h.  f(t)  ist  eine  Function  von  *,  welche  ihrer  Abgeleiteten  bis  auf  einen 
constanten  Factor  gleich  ist.     Diese  Bedingung  wird  vollständig  erfüllt 
durch  die  Annahme 

Die  Function  P  lassen  wir  vorläufig  noch  unbestimmt  und  setzen : 

u  =  c+     2*^    ApPe?kt. 

Für  ein  unendliches  /  muss  u—c  werden,  zu  dessen  Bestimmung  die  Glei- 
chung 7)  oder  8)  anzuwenden  ist;  also  muss  die  Reihe  unter  2  verschwin- 
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den,  was  dadurch  erreicht  wird,  dass  man  c'=  — m*  annimmt.  Somit 
ist 

9)  w  =  c+      £        ApPe-***1«. 

Jedes  Glied  der  durch  das  Summen  zeichen  angedeuteten  Reihe  besteht  aus 
drei  Factoren,  nämlich  dem  constanten  Coefficienten  Ap,  der  jedoch  für  je- 
des Glied  der  Reihe  verschieden  ist,  indem  er  sich  mit  dem  Index  p  ändert, 
ferner  dem  Factor  e~~m  *',  worin  m  in  einer  noch  zu  bestimmenden  Weise 
von  p  abhängig  zu  setzen  ist,  endlich  dem  Factor  P,  der  eine  Function  von 
x  bedeutet  und  ebenfalls  den  Modulus  m  enthält.  Bezeichnen  wir  ein  ein- 
zelnes Glied  der  obigen  Reihe  ApPe~mtk(  mit  v,  so  muss  v  den  drei  ersten 
Bedingungen  in  4)  entsprechen.  Aus  den  Gleichungen 
dv d*v       dv_ dv 

ergiebt  sich  aber  nach  Einsetzung  des  Werthes  von  v 

•)  jg? +  ■"=*■    ä70=°>   ^=°j- 

Endlich  soll  auch  noch  die  Function  u  für  (=0  den  Anfangszustand  darstel- 
len. Betrachten  wir  zuerst  den  Fall ,  dass  c  durch  Gleichung  7)  bestimmt 
ist,  so  hat  man  für  *=0 


i    r  v=QO 

b)  k(0)  =  -t    lu(Q)dx+      2        ApP. 


o- 

Aus  dieser  Gleichung  sind  die  Ap  zu  bestimmen.  Da  sich  dies  ohne  Kennt- 
niss  der  Function  P  mit  Hilfe  der  Gleichungen  unter  a)  vollständig  ausfuh- 
ren lässt,  so  wollen  wir  die  Form  der  Function  P  vorläufig  unberücksichtigt 
lassen.  Zunächst  ist  es  nöthig,  den  Satz  zu  beweisen,  dass  für  zwei  ver- 
schiedene />,  z.  B.  P  und  P ,  die  sich  durch  die  Moduli  m  und  m  unterschei- 
den, die  Gleichung  gilt: 

h 

c)  fpP'dx  =  0. 

0 
P  genügt  den  Gleichungen  nnter  a),  P'  den  analog  gebildeten 

a*>  i^  +  M,jP=0'    J7B=°'   ^=0| 

Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  in  ä)  und  ja*)  bezüglich  mit  P'  und  P 
und  subtrahirt,  so  erhält  man: 

d*P  &P' 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  durch  Multiplication  mit  dx  und  partieller 
Integration  zwischen  den  Grenzen  0  und  h 

4  H<--j/^— (-ICC- 
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Die  rechte  Seite  aber  ist  Null ,  folglieh  muss  auch ,  so  lange  m  und  m  ver- 
schieden sind, 

h 

fpp'd*=o 

sein.     Sind  die  beiden  Moduli  m  und  m  einander  gleich,  also  auch  />'=/>, 

h 
so  lässt  sich  der  Werth  des  Integrals  J£*dx  nicht  aas  der  vorigen  Formel  d) 

0 
ableiten,  so  lange  man  nicht  die  Art  und  Weise  kennt,  wie  P  von  m  abhängt, 
also  mit  andern  Worten  die  Beschaffenheit  der  Function  selbst.     Doch  ge- 
langt man  auf  folgendem  Wege  zum  Ziel.     Multiplicirt  man  die  Gleichung 

d*P 

zuerst  mit  Pdx  und  integrirt  man  innerhalb* der  Grenzen  0  und  A,   so  er- 
hält man : 

o  o 

Das  erste  Glied  links  verschwindet  und  es  bleibt 

h  h 

0  0 

dP 

Multiplicirt  man  ferner  dieselbe  Gleichung  mit  —  dx  und  integrirt,  so  er- 

o  x 

giebt  sich  allgemein,  wenn  c  eine  Constante  bedeutet 

G-f)*+">— 

dP 
Da  nun  für  *=0,  — =0  wird,  während  Pden  Werth  P0  annehmen  mag,  so 
o  x 

findet  sich  für  die  Constante  der  Ausdruck  c=m,/>0>,  folglich  wird 

(H),+w,p-m,/>- 

Durch   abermalige  Multiplication  mit  dx  und  Integration  zwischen  den 
Grenzen  0  und  k  ergiebt  sich 


n  n 


0  0 

Aus  e)  und  f)  findet  man  endlich : 

h 


9)  fp>dx  =  ±p>, 
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Die  Gleichungen  c)  and  g)  reichen  hin,  nm  die  Coefficienten  Ap  zu  bestim- 
men. Man  multiplicire  die  Gleichung  c)  mit  Pdx  und  integrire  innerhalb 
der  Greuzen  0  und  Ä,  so  werden  rechts  alle  Integrale  von  der  Form  fPP'dx^ 
worin  P  und  P'  verschiedene  Moduli  haben,  verschwinden,  und  von  der 

ganzen  Reihe  wird  nur  Ap  JP*  d  x  übrig  bleiben ,   welches  nach  g)  in 

0 

Ap  —  Pf  übergeht.     Man  erhält  somit : 

h  h 

Hierin  ist  noch  die  Function  P  mit  Hilfe  der  Gleichungen  a)  und  b)  zu  er- 

d*P 
mittein.     Der  Bedingung  ^-r  + «1*^=0  genügen  die  beiden  Functionen 

dP 
sin  mx  und  cosmx^  der  Gleichung  -? — =0  nur  cos  mar,  welches  zugleich, 

wenn  man  ro=~- setzt,  auch  die  letzte  Bedingung  -z — =0  erfüllt  Dass  die 
n  ö  xi 

h  h 

Function  P=cos  ^--x  auch  den  Gleichungen  fPP'dxs=o  und    fpxdx^=^-P} 

h  0  .  oJ  2 

entspricht,  soll  kurz  nachgewiesen  werden.     Es  ist 

h  A 

I  cos~-xcos—-xdx=±  I  \cos*—r- —nx  +  cos?^~-nx\dx 

0  0  ' 

,  *  (     1        .  P  +  P         ^_      1        .  p—p'       !* 

=  1— < — r— ?*tn — r — nx-i ,sinr      *  nx)  , 

*  \P+P  h  p—p  h  (o 

welcher  Ausdruck ,  so  lange  p  und  p  verschieden  sind ,  vollständig  ver- 
schwindet.   Für  den  Fall  aber,  dass  p'=p  wird,  stellt  sich  das  zweite  Glied 

rechts  unter  der  unbestimmten  Form  £  dar.     Setzt  man  (p  — p*)  —  &?=?  j,  so 

wird 

1        .   CP — p')nx       n    sind 
Jm^ — *L _      x 

p — p  h  h        ö 

sinfi 
Fttrp=p',ist  i=0,  —jr-  =  1,  also 


h 
fco* 


cos>q±=tk. 

o-  h 

Zeltschrift  C  Mathematik  u.  Phyaik.  X,  6.  25 
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Denselben  Werth  hat  auch  —  P«,1,  da  P0=l  ist.     Führt  man  endlich  den 
für  P  gefundenen  Werth  cos  — —  in  die  Gleichung  g)  ein,  so  kommt : 


10)  _,        _        „,_ 


u=c+      2        ApCos<--r-e    *   h  >      , 

k 
=  {/«(0), 


worin 

h 


^  j  dx 

und 

ä  h  h 

Ap=l  fcos^\u(0)-jfu(0)dx\dx=jfuty 
•     d  0  '  0 

ist.  Besteht  w(0)  aus  verschiedenen  Functionen  und  hat  es  von  z—O  bis 
x  =  ht  den  Werth  «^(0),  von  x  =  ht  bis  x  =  ht  den  Werth  w2(0)  etc.,  so  ist 
wiederum 

f>=0  * 

worin  aber  c  den  Ausdruck  8)  bedeutet.  Da  für  *=0  die  vorstehende 
Gleichung  den  Anfangszustand  wiedergeben  muss,  so  gilt  in  dem  Intervall 
0  bis  ht  die  Gleichung : 

ti,{0)  =  c+  2  Apcos  £— , 
in  dem  Intervall  ht  bis  h2 

ti2(0)  =  c+  2  Apcos—-, 
u.  8.  w.,  endlich  in  dem  Intervall  £=An.-i  bis  x=h 

liJ|(0)  =  C+       2  ^pcos^-— . 

Multiplicirt  man  sämmtliche  n Gleichungen  mit  cos?-—  dx,    integrirt   jede 

einzelne  innerhalb  der  angegebenen  Gültigkeitsgrenzen,  addirt  sodann 
sämmtliche  Gleichungen  und  zieht  die  Integrale  zusammen,  so  findet  man 
mit  Berücksichtigung  der  Formeln 

h 


/pnx       pnx 
cos  — — cos — —  da:  =0, 
h  h 

0 

h 
fcos^  dx=\h,  ßos*-^  0*  =  0 


0 

h 
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11)     AP=\  j  Jux{(i)cosP~dx  +    Ju%(0)cos^-dx+  . 

h 

+         fun{*)C0$P~dx}, 


und  wenn  u,(0),  ti2(0)  . . .  un(Ö)  Constanten  sind 

\la)Ap=^L(0)sin^hl  +  u%(0)  (sin  ^  h2~  $m?£  ht\  +  . . . 

+  *„_!  (sin^hn-i—sin^hn^J  —««(0)  wi^ä«_i|. 

§.4. 

Untersuchung  einiger  speciellen  Fälle. 

Es  sei  das  Gefass  zu*Anfang  des  Versuches  bis  zur  Höhe  hx  mit  Salz- 
lösung von  constanter  Concentration  ti(0)=ut(0)  gefüllt,  von  da  bis  an  den 
oberen  Rand  mit  reinem  Wasser,  so  dass  für  das  Intervall  ä,  bis  h,  u  (0) = u2  (0)=0 
ist.  Dann  erhalten  wir  zuerst  aus  Gleichung  8  a)  die  Grenze,  welcher  sich 
die  Concentration  aller  Schichten  für  f=oo  nähert,  nämlich 

c  =  ^LW|(0), 

und  aus  IIa)  den  Coefficienten 

2       /äN    .  pn\ 
Ap  =  —  ux  (0)  st n  "-  -% 

'      pit  1    '  h 

folglich  ist  in  einem  Diffusionsstrom  von  der  angegebenen  Beschaffenheit 
die  Concentration  irgend  einer  Schicht : 

12)    iis=-i «,  OH -^     2        —  stn^—r-1  cos?-— e    VA'      , 

'  A  rc     j*=i  P  h  h  * 

welche  Formel  auch  Simmler  und  Wild  1.  c.  S.  228  aufgestellt  haben,  nur 
mit  dem  geringen  Unterschiede,  dass  sie  die  Abstände  x  von  oben  nach  un- 
ten zählen,  wodurch  rechts  das  zweite  Glied  subtractiv  wird.  Für  t=*0  muss 
u  den  Anfangszustand  im  Gefäss  darstellen,  d.  h.  es  muss 

m(0)  =  -1w1(0)H ^      £         -sinZ-r-^cosZ—- 

Ä     x  n     p-i  p  h  h 

in  dem  Intervalle  x=0  bis  x=hx   gleich  Wj(0),   dagegen  von  <r=Äl  bis 

<r=Ä  gleich  Null  sein.     Es  dürfte  nicht  überflüssig  sein,  diesen  Nachweis 

zu  liefern.     Zerlegen  wir  zuerst  nach  der  Formel 

2  sin  m  cos  n  =  sin  (m  +  n)  +  sin  (m — n) 

jedes  Product  unter  dem  Summenzeichen  in  zwei  Summen ,  so  erhalten  wir 

*  it    9^=1  p        n  pszi  p        n  ) 

Essei«^An  so  stehen  unter  den  Summenzeichen  lauter  positive  Po- 
sten und  man  hat  daher  die  Summe  der  beiden  Reihen: 

25* 
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*»-r  (ht  +  *)  +  %sin~T  (Äi  +  *)  +  l5,w  X (*i  +  x)  +  .  • .  »i  «V- 


A 


5iw— (Ä,— a:)  +  4««-^(Ä,— J?)+|«n-^(Ä1  — a?)  +  ...  w  inf. 


zu  bestimmen.     Da  nun 

«wi/J  +  4***2/5  +  J«w3/5  +  ...  in  fc/1  =  4(«  —  ß), 
so  lange  2«  >  ß  >0,  so  ist  der  Werth  der  ersten  Summe 

i  (*-■£(*.  +  «)). 

der  der  zweiten 


*(*— JA-«)). 


welcher  letztere  jedoch  aufhört  richtig  zu  sein,  wenn  dP  =  A,,  folglich  gilt 
mit  Ausnahme  dieses  einzigen  Werthes  die  Gleichung: 

*  -«"V  (*■+*)  +      -S  -^^(A,  — *)  =  * 

p=i  i>  A  p,=l  P  A  Ä 

und  es  wird 

«  =  -£«,  (o)  +  *=*!  „,  (0)  =  «,  (0), 

wie  verlangt  wurde.  Ist  aber  x^>hv  so  wird  die  zweite  Reihe  negativ  und 
wir  haben  die  Differenz  der  beiden  Summen  zu  bilden.  Es  ist  dann  wie- 
derum 

TL  2  TS  f  Ä  \ 

«im-  (At  +  x)  +  l$in  -j(hl  +  x)  +  ...ininf.  =±\n  —  j  (hx+x)\ 
and 

s**j  (*  — *i)  +  4«»»  y  (*—  *i)  +...»•  "»/".  =i  (Ä  —  ^  (*— Äi)J» 

welche  Reihe  für  x  =  h{  aufhört,  gültig  zu  sein.  Unter  dieser  Beschrän- 
kung wird: 

*=*>  1     .pitr^    .     .  *=«>  1     .  pn,         rx  «A. 

p=rl  P  Ä  '       j^i  P  A  A 

und 

was  zu  beweisen  war.  Mit  Ausnahme  der  Stelle  x=A,  giebt  also  die  Glei- 
chung 13)  den  Anfangszustand  im  Diffusionsgefäss  richtig  an.  Für  x— At 
drückt  sie  die  Unstetigkeit  der  Function  u(0)  aus.  Beträgt  A,  die  Hälfte 
von  At  so  wird  die  Gleichung  12)  etwas  einfacher,  nämlich 

14)       ti  =  -L^-| -^-^      2         ^sin^—cos^-r-xe     ^k'      . 

2  rc    0=1  p         2  A 

f     pÄ 

Man  sieht,   dass  alle  Glieder  mit  geradem  Index  p  wegen  des  Factors  sin  — 

in  Wegfall  kommen,  und  dass  die  übrig  bleibenden  mit  ungeradem  Index 
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wechselnde  Vorzeichen  erhalten.  Verlegt  man  nun  den  Coordinatenanfang 
in  die  Grenzschicht  beider  Flüssigkeiten ,   d.  h.  führt  man  statt  x  die  neue 

Veränderliche  x  +  — -  ein,  so  wird 
2 

(pn      t  P*t\  .  pn      .  pn 

~-  x  +  ^—  1  =  —  stn  —  xstn  —-. 
,  h  2  /  h  2 

Man  erhält  also,  da  sin%  —  =  \  ist  nnd  die  Glieder  mit  geradem p  wegfallen, 

AA    N  «(0)       2k(0)         V=™       1         ~CJir1*Yk'    .    2p +  1 

'  2  »    i»=o  2p  +  1  h 

Für  a*t=0  wird  t*= — -,  d.h.  es  bleibt  in  der  ursprünglichen  Grenz- 
Schicht  beider  Flüssigkeiten  fortwährend  die  Concentration 
— — .  Setzen  wir  h=  22?,  so  dass  also  H  sowohl  die  Höhe  der  ursprünglichen 
Salzlösung,  als  auch  die  Höhe  der  darüber  stehenden  Wassersäule  bedeu- 
tet, lassen  H unendlich  werden  und  nehmen  — ■  =*,  —  =dz  also —  =  — 

'  H         '  H  2p  +  l      2* 

an,  so  verwandelt  sich  vorstehende  Summe  in  ein  Integral  und  wir  können 
schreiben : 


M(0)      ^(0) 


A--* 


u= — ^ —    /  —  e~kz  'stnzx  dz. 

2  n    J 

0 

Da  nun  bekanntlich 


(e-k*'co$tx  dx  =  -^L  «"&"', 
J  2  vkt 


0"  V*< 

so  ergiebt  sich,  wenn  wir  beide  Seiten  der  Gleichung  mit  dx  multipliciren 
nnd  innerhalb  der  Grenzen  0  und  x  integriren, 

X    00  OD  X         | 

/  [e-kzt'co*zxdz=    I  -e-k**<$inzxdx=-2-!L     fe^^dx, 
also : 

2  y\ktir,J 

Diese  Formel,  welche  mit  der  früher  von  mir  aufgestellten  identisch  ist, 
giebt  die  Concentration  u  zur  Zeit  t  in  irgend  einem  Quer- 
schnitt eines  cyli ndrischen  Gefässes  von  unbegrenzte rHöhe, 
wenn  in  demselben  zur  Zeit  f=0  eine  nach  oben  unbegrenzte 
Wassersäule  über  einer  nach  unten  unbegrenzten  Schicht 
Salzlösung  von  constanter  Concentration  u(0)  sich  befand  und 
der  Abstand  x  des  betrachteten  Querschnittes  von  der  Stelle 
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an  gerechnet  wird,  wo  ursprünglich  Wasser  und  Salzlösung 
sich  berührten.     Für  *=oo  wird  die  Concentration  im  ganzen  Gefäsa 

constant  und  = — —  d.  h.  gleich  der  Hälfte  der  Concentration,  welche  zur 

Zeit  t=0  im  unteren  Tbeile  des  Gefässes  vorhanden  war.  Dass  die  For- 
mel 15)  auch  allen  übrigen  Bedingungen  genügt,  wollen  wir  kurz  nachwei- 
sen.    Durch  Differentiation  nach  i  ergiebt  sich : 

X  2  & 


te  Ausdruck  rechts  giebt  durch  partielle  Integration 
4ykPn  \yk^n(y 


also  bleibt 


Ferner  ist 


du_     «(0^  rÄ#. 


dt        4}/k1*7t 


15a)  —  = 7==e 

J  OX  ~-''  ' 


und 


2j/kt 


da?       4kj/kfin 


also  in  der  That  — -  =  k  -— ,. 
dt  dar 

du 
Aus  den  ursprünglich  gegebenen  Oberflächenbedingungen   r—     =    0 

r —  =0  ergiebt  sich  weiter,  wenn  man  den  Nullpunkt  der  x  um  iT=  —  nach 
c  Xb  *  2 

oben  verschiebt,  dass  u  in  Gleichung  15)  den  Bedingungen  unterwor- 
fen ist: 

du       du       

d x+h        '       d x^ff 
Setzt  man  aber  in  Gleichung  15  a)  #=  +  H=+  oo,  so  ergiebt  sich 

—         =0 

d  x  +  CC 

Endlich  hat  die  Formel  15)  auch  den  Anfangszustand  des  Diffusionsstromes 
zur  Zeit  l  =  0  wiederzugeben.  Derselbe  bestand  darin,  dass  in  dem  Inter- 
vall x  — 0  bis  xz=  —  oo  die  Concentration  constant  t*(0),  in  dem  Intervall 
x=0  bis  #:=-|-oo  aber  gleich. Null  war.  In  dem  Punkte  #=0  selbst 
•tiessen  die  Concentrationen  u  (0)  und  0  unmittelbar  an  einander.   Alle  diese 
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Bedingungen  reprodncirt  die  Gleichung  15),  wie  man  leicht  erkennt,  wenn 
man  sie  in  der  Form 

X 

schreibt.     Denn  für  f=0  und  positive  oder  negative  x  wird 


0* 


./ 


also  u  entweder  =0  oder  =w(0),  je  nachdem  x  positiv  oder  negativ  ist. 
Für  a?=0  tritt  eine  Unterbrechung  der  Stetigkeit  ein,  da     für  x  =  0 

und  f=0  wegen  der  Unabhängigkeit  von  x  und  <  von  einander  keinen  an- 
gebbaren Werth  hat.  Die  Formel  15)  deutet  also  auch  die  einzige  Stelle, 
bei  welcher  die  Function  u  unstetig  wird,  richtig  an. 

Gehen  wir  wieder  auf  die  Gleichung  12)  zurück  und  nehmen  an,  Ä,  sei 
unendlich  klein,  so  wird 

11  = — —         Z  -re       ^h    '         COS'-r-X, 

n      p=i  n  h 

folglich,  wenn  man  die  Höhe  des  Gefässes  unendlich  gross  werden  lässt  und 

—  =  8  2,  ~- ==2  setzt 
h  n 


*» 


17)        uum*üi^L  f*-'»»...$,-teB.-™ 

*      tf  yknt 

d.h.  wenn  zur  Zeit  t=0  über  einer  unendlich  dünnen  Schicht 
Salzlösung  von  der  Goncentration  u(0)  eine  unendlich  hohe 
Wassersäule  sich  befindet,  so  stellt  u  in  Gleichung  17)  die 
Concentration  in  einem  Querschnitt  dar,  welcher  vom  Boden 
des  Gefässes  den  Abstand  x  hat. 

Nimmt  man  endlich  an,  dass  in  der  Formel  12)  h—<x>  werde,  während 
hx  endlich  bleibt,  so  erhält  man  die  Gleichung  eines  Diffusionsstromes, 
dessen  Anfangsbedingungen  die  sind,  dass  über  einer  Salz- 
lösung von  der  Höhe  ht  eine  unendlich  hohe  Wassersäule  sich 

befindet.  Dann  ist  ~=0,  und  wenn  man  abermals  -r~=z*  ~r~dz  setzt,  so 
h  n  h 

erhält  man : 

x 

u= — ^    /  —sinzhie-**kicoszx  dz. 
n    oJ    z 

Nun  ist: 

2$inzhi  cos\x  =  sinz(hl  +  x)  +  sinz{hx  —  x) 


J 
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und 

e-k*'co8(x  +  ht)zdz  =  J--=e      *k<      . 

2j/ki 

Multiplicirt  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit  dx  nnd  integrirt  inner- 
Laib der  Grenzen  0  und  xy  so  kommt: 

oo  <*>  x    ..        % 

f±sinz{ht+x)e~**'dz  —  J^sinzh^e-^'dz^^  je       ^dx 


0 

und 

oo 


(kl-*)1 


f±-$inz{hi—x)e-k*t<dz-   f -sinzh.e-^dz^-^L    fe       4*'    dx, 
0J   z  0J   *  2j/kiJ 

voraus  sieb  endlich,  da 

*  /~         Ä|   A, 

ist,  ergiebt: 


18) 


u^-Ü^LL   fe    *k'dht+         f      e     '"'dx\ 


Ät — ai 

§.5. 
Derzweite  Diffusionsstrom. 

Die  Concentration  u  im  zweiten  Diffusion sstrom  hat  den  Bedingungen 

zu  genügen.     Man  kann  mit  Hilfe   dieser  Gleichungen  in  ähnlicher  Weise, 

wie  es  oben  bei  den  Gleichungen  unter  4)  geschehen  ist,  streng  nachweisen, 

dass  w  eine  reelle,  eindeutige  Function   sein  muss,  welche  für  f=oo  ohne 

Ende  der  Null  sich  nähert   Dann  lässt  sich  das  vollständige  Integral  unter 

der  Form: 

p=oo 
«=      £         ArPer***' 

aufstellen,  in  welchem  die  P  und  Ap  ohne  Schwierigkeit  durch  Anwen- 
dung der  drei  letzten  Gleichungen  in  10)  sich  bestimmen  lassen.  Doch  soll 
jetzt  ein  anderer  Weg  eingeschlagen  und  mit  Hilfe  des  Princips 
der  Fortsetzung  oder  der  ebenen  Spiegelung  die  Lösung  des 
Systems  19)  auf  die  von  4)  zurückgeführt  werden.  Denken  wir  uns  das 
Diffusionsgefäss  ,  an  dessen  oberem  Bande  die  Concentration  fortwährend 
auf  Null  erhalten  werden  soll,  um  seine  eigene  Höhe  h  nach  oben  fortge- 
setzt (daher  Princip  der  Fortsetzung)   und    in  dem  oberen  Theile  eine 


Von  Dr.  R.  Beez.  377 

derartige  anfänglich*  Vertbeilung  von  Salz  angebracht,  dass  in  gleichen 
Abständen  *)  von  der  Mittelebene  im  oberen  und  unteren  Theile  gleiche 
aber  entgegengesetzte  Concentrationen  stattfinden,  —  so  dass  also,  wenn 
man,  wie  bisher  die  Abstände  vom  Boden  des  Gefösses  zählt,  für  f =0 

W2A_jr  =  —  ux 

ist  —  und  lässt  man  ferner  am  oberen  Rande  des  neuen  Diffusionsgefässes 
die  Bedingung 

ü-  =» 

ÖX2h 

gelten,  so  erkennt  man  leicht,  dass  nicht  blös  für  die  Zeit  f =0,  sondern  für 
jedes  beliebige  t  die  Concentration  in  der  Mittelebene  Null  sein  wird.  Wäh- 
rend also  die  untere  Hälfte  des  Diffusionsstromes  die  unter  10)  aufgestellten 
Bedingungen  erfüllt,  genügt  die  Concentration  im  ganzen  Gefäss  zugleich 
den  Bedingungen 

dw_    ^     du  du     

dt~ kdx>y  dx<T*^  die™ 

und  für  f=0  in  dem  Intervall  a?=0  bis  x=h  der  Gleichung  ut (0)=/i (*), 
von  *=Ä  bis  x=2h  der  Gleichung  u, (0)  =  f% (*),  zwischen  welchen  Glei- 
chungen selbst  überdies  noch  der  Zusammenhang 

U(2h-x)=-fx(x) 
besteht.     Führen  wir  diese  Bedingungen  zunächst  in  die  Gleichung  8)  ein, 
um  zu  erfahren ,  welchem  Grenzzustand  der  Diffusionsstroin  für  ein  unend- 
liches t  sich  nähert,  so  erhalten  wir : 

h  Vi 

Es  ist  aber,  wenu  man  im  2.  Integral  x  mit  2h — x  vertauscht, 
2h  h  h 

ff,{x)dx=  fi%{*h-x)dx=-  fft(x)dx, 

A*  0  0 

folglich  wird  für  t  =  oo,  c=0.     Ferner  ergiebt  sich  aus  11),  sobald  wir  h 

durch  2h  ersetzen: 

h  2h 

Ap==Z~h  \  j f^C0$1^xd!D+  Jf*WC0S^xdx\- 
0  h 

Vertauscht  man  wiederum  im  2.  Integrale  x  mit  2A—  *,  so  kommt: 
Qh  h 

ff2{x)cos^xdx=  ft,(2h-x)cos?£(2h-x)dx, 


*)  Denkt  man  sich  die  Mittelebene  als  spiegelnd ,  so  haben  bekanntlich  Gegen- 
stand und  Bild  gleichen  Abstand  von  derselben ;  man  kann  daher  die  Zustände  im  obe- 
ren Theile  des  Diffusionsgefasses  gewissermassen  als  das  Spiegelbild  derjenigen,  die 
in  der  untern  Hälfte  des  Gefasses  stattfinden,  ansehen. 
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h 

welches  ftir  ungerade  p        =+     I  ft(x)cos^~- x  d  xy 

0 

h 

für  gerade  dagegen  =  —    I  fx  (a?)cos~-  *dx 

wird.  Für  gerade  p  verschwindet  demnach  Ap  und  es  bleiben  nur  Glieder 
mit  ungeraden  p  übrig;  wir  können  daher,  wenn  wir  statt  fx(x)  wieder  «(0} 
einführen,  schreiben: 

h 


4>  =  lfUV 


2p +  1        ft 

cos - —  nxox. 

2h 
0 


2p  +  l 

— - — », 


Substituirt  man  die  gefundenen  Werthe  von  c  und  Ap  in  die  Gleichung 

u=c+      2        A^cos-5--^ — itxe    V  **      '      , 

V=o  *  2h 

so  erhält  man  die  vollständige  Lösung  des  Systems  19) ,  in  welcher  also 
u  die  Goncentration  zur  Zeit  t  in  einem  Querschnitt  des  Dif- 
fusionsgefässes  bedeutet,  der  vomBoden  den  Abstand  x  hat, 
wenn  die  oberste  Schicht  constant  auf  der  Goncentration  Null 
erhalten  wird,  am  Boden  kein  Salz  eintreten  kann  und  die  an- 
fängliche Vertheilung  des  Salzes  zur  Zeit  *  =  0  durch  die 
Function  w(0)  dargestellt  wird. 
Ist  w(0)  constant,  so  Wird 
h 

j<^o^nxix^^Wn  4(0)1* 

folglich 

4ti(0)         P=«      1  2p +  1  .   2p +  1     _(Ä+I«Y*# 

«    P=o  2p +  1  2h  2 

Verlegt  man  den  Coordinatenanfang  in  die  oberste  Schicht,  nimmt  aber  die 
Richtung  von  oben  nach  unten  als  die  positive,  setzt  also  statt  x  h  —  x,  so 
geht  die  vorstehende  Formel  über  in: 

21)  u= — —      2         ; — sin  ^  T    nxe    \  **      J      t 

«ji=o  2p +  1  2h  ' 

(siehe  Simmler  und  Wild  S.223),  welche  die  Concentration  angiebt, 

diezurZeit  t  in  einem  Querschnitt,   der  vom  oberen  Rande 

den  Abstand  x  hat,   stattfindet,  wenn  zurZeit  /  =  0dieCon- 

centration  im  ganzen  Gefäss  constant  n(0)  war.     So  lange  der 

Difi'usionsstrom  noch  nicht  die  untere  Grenze  des  Gefösses  erreicht  hat,  tritt 

die  daselbst  geltende  Bedingung  (  —  1  =0  nicht  in  Wirksamkeit  und  man 

kann  daher  den  Strom  innerhalb  der  Zeit,  in  welcher  er  die  untere  Grenze 
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nicht  berührt  hat,  als  einen  nach  dieser  Richtung  hin  unbegrenzten  ansehen 
oder  h=ao  setzen.     Es  wird  dann,  wenn 

gesetzt  wird, 

Um  die  Menge  des  aus  dem  Oefäss  diffundirten  Salzes  zu  berechnen,  hat 
man  von  der  anfänglich  in  demselben  enthaltenen  Salzmenge  die  zur  Zeit 
*  noch  darin  befindliche  abzuziehen,  d.  h.  das  Integral 

h 


0 
zu  bestimmen.     Es  ist  aber : 


t  t 


o  o 

oder  wenn  man  links  die  Integration  ausführt,  mit  dx  multiplicirt  und  aufs 
Neue  zwischen  den  Grenzen  0  und  h  integrirt 

h  t 

yi«-«(o)]a*=^i|f^-f-£J, 

du 
folglich,  da  - — =0  ist, 

ox0  • 

'  h  t 

23)  f\u(0)-u\dx=-k    fdtp-. 

Multiplicirt  man  auf  beiden  Seiten  mit  der  Fläche  des  Querschnittes  y ,  ao 
hat  die  resultirende  Gleichung  die  Bedeutung,  dass  die  Menge  des  aus 
dem  Diffusionsgefäss  entwichenen  Salzes  gleich  ist  der 
Menge  des  Salzes,  welches  in  der  Zeit  t  durch  den  obersten 
Querschnitt  hindurch  geströmt  ist.  Diesen  Satz  wenden  wir  auf 
den  zuletzt  betrachteten  Diffusionsstrom  an ,  der  durch  die  Gleichung  22) 
charakterisirt  ist.     Für  denselben  ist 

24)  S  =  g    t\u(Ö)-u\dx=qk    f^Ldt^2q^-}/kt. 

•       0J  <rvkt*         Y* 

Es  verhalten  sich  daher  dieMengendes  aus  dem  Gefäss  ge- 
flossen enSalzes,  wie  dieQuadrat  wurzeln  aus  de  nverflossenen 

c 

Zeiten,  oder  es  ist  die  Grösse  — -=-  gleich  einer  Constanten« 
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§.6. 
Der  dritte  Diffusionsstrom. 
Die  Bedingungen,  denen  die  Concentration  im  dritten  Diffusionsstrom 
zu  genügen  hat,  sind  in  den  Gleichungen 

ft:,         "     \du         fifu  „       du  ,.      _,  N| 

25)  jäT"3*»?'    *=*•    ^7=0,    <°)-^>} 

enthalten.  Auch  hier  lässt  sich  das  Princip  der  Fortsetzung  anwenden« 
Denken  wir  uns  das  Diffusionsgefäss  nach  unten  hin  um  seine  eigene  Höhe 
verlängert  und  in  der  unteren  Hälfte  eine  derartige  Vertheilung  des  Salzes 
angebracht,  dass  das  arithmetische  Mittel  aus  den  Concentrationen  der 
gleichweit  von  der  mittelsten  Schicht  des  verlängerten  Gefässes  abstehen- 
den Querschnittes  =  U  sei  und  nehmen  überdies  an ,  dass  von  unten  kein 
Salz  in  das  Gefäss  eintreten  könne,  so  erhalten  wir  einen  Diffusionsstrom 
der  ersten  Art,  dessen  Bedingungen  sind 

—  —  k——       — —  — n      JL— —  o 

dt  dx*         dx0  d  Xih 

und    für    den   Anfangszustand    in    dem  Intervall   von   x  =  h   bis   x=2h, 
u2 (0)  =/*,  (x)}  von  a:=0  bis  x=h,  w,  (0)=/"t(a?),  wobei  jedoch  zwischen  den 
beiden  Functionen  die  Beziehung  stattfinden  muss 
f^)+fx{2h-x) 

2  •  ' 

so  dass 

fi{2h-x)=2ü-fi{x)' 

ist.     Dann  findet  sich 

h  2h 


?=^ff>{*)ö*+ffZW*[ 


Es  ist  aber 

2h  h  h  h 

ff2(x)  dw=ßM{2h—w)  dx=f2Udx-  fft  O)  dxf 
hs  0  0  0 

folglich  c=U. 

Ferner  wird 

h  2h 

0  h 

Es  ist  aber,  wie  früher 
2h 


Ä  0 

h 

=  co$pn    I  [2U—ft  (*)]  «w^A*  d x , 
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—* 
also: 


n 

Jp  =  -~  <(1— cos p 7i)    I  f\{pc)co8——  ox  + cospnstn 

'  0 


2  I 


Für  jedes  gerade  p  verschwindet  4,  und  es  bleiben  nnr  die  Glieder  mit  un- 
geradem Index,  daher  wird 
h 
a         2      Cr  t  ^        2P  +  1      a  4l™         .  2p  +  l 

^       h  J  liK  J  2h  (2p +1)»  2 

Ist /*t(o:)=o»  d.h.  das  Diffusionsgefäss  beim  Beginn  des  Ver- 
suches mit  reinem  Wasser  gefüllt,  während  der  untere  Rand 
fortwährend  von  Salzlösung  von  der  Concentration  U  um- 
spült wird,  so  ist 

also 

h 
4*7  j     /•      2p+l        fl  1  .    2p +  1     / 

p         Ä   \J  2h  (2p  +  l)w  2  t 


l0 


\ 


4Ü  .    2p +  1 


*/ 


(3p  +l)n  2 

und  die  Concentration  u  durch  die  Gleichung  gegeben 

„>*V      vP=*       1        .  2p  +  l  2p  +  l         -(5£r*V 

»^=0  2p  +  1  2  2A 

Setzt  man  hierin  statt  x,x+h}  d.h.  verlegt  man  den  Coordinatenanfang  in  die 
Mitte  des  neuen  Gefässes,  oder,  was  dasselbe  ist,  in  den  unteren  Rand  des 
alten,  so  wird: 

26)        ti=  ff £        sin—l-nxe    V  2*      /     . 

itpsQ  2p +  1  2Ä 

Nimmt  man  endlich  an,  dass  die  Höhe  des  Diffusionsgefässes  unbegrenzt 
sei,  so  erhält  man  durch  dieselben  Substitutionen  wie  früher 


27)  U==u—-L=    fe    ttdx, 


welche  Gleichung  also  für  einen  Diffusionsstrom  gilt,  der  in  einem 
unendlich  hohen  cyiindrischenGefäss  vor  sich  geht,  welches 
zu  Anfang  des  Versuches  mit  reinem  Wasser  gefüllt  ist,  wäh- 
rend am  unteren  Rande  fortwährend  die  Concentration  auf  U 
erhalten  wird.  Diese  Gleichung  gilt  natürlich  auch  für  ein  GefUss  von 
endlicher  Höhe ,  so  lange  der  Strom  noch  nicht  die  obere  Grenze  erreicht 

hat,  also  auch  die  Gleichung  -      -  =0  noch  nicht  in  Kraft  getreten  ist. 
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Die  Salzmenge  S,  welche  nach  Verlauf  der  Zeit  t  in  das  Gefäss  einge- 
treten ist,  lässt  sich  leicht  berechnen.-    Man  hat 

h 
S=q  Judx. 


Da  nnn 


■-*/&* 


0 
weil  für  f=0  auch  u=0  wird,  so  erhält  man: 

h  t  t 


0 
Aus  27)  aber  findet  man 


*=">/£>=-*< /£8<- 


also  ist 


Jyktn  yn 


d.  h.  das  Quantum  des  während  der  Zeitfindas  Diffusionsge- 
fäss  eingetretenen  Salzes  ist  proportional  der  Quadratwur- 
zel ans  der  verflossenen  Zeit. 

§.7. 
Der  vierte  Diffusionsstrom. 

Es  bleibt  noch  der  Diffusionsstrom  zu  betrachten  übrig ,  dessen  Glei- 
chungen sind: 

28)       \ji=kT?>  UtZ=u'  w*=0'  tt(°)=^)j- 

Zunächst  lässt  sich  hieraus  nachweisen,  dass  nur  ein  Werth  von  u  dem  vor- 
gelegten Gleichungssystem  genügt.  Denn  angenommen,  es  wäre  u  ein 
zweiter  Werth,  dann  müsste  auch 

oder  wenn  wir  u  —  u=v  setzen,  v  eine  Function  von  t  und  x  sein,  welche 
den  Gleichungen 

genügt.     Dann  aber  ergiebt  sich  ähnlich,  wie  früher,  die  Gleichung 
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Folglich  ist  fv*dx  eine  positive,  aber  abnehmende  Function  von  x,  und  da 
für  /  =  0  auch  v=0  ist,  so  muss  fortwährend 

t 

folglich  v=0  oder  u=u  sein. 

Ebenso  ergiebt  sich  <}hne  Schwierigkeit,  dass  w  stets  reell  ist,  so 
lange  f{x)  reell  angenommen  wird.  Denn  möge  u=t;+t/j/ — 1  den 
obigen  Gleichungen  genügen,  so  würden  die  beiden  von  einander  unabhän- 
gigen Gleichungssysteme  gelten : 


und 


woraus  folgt,  dass  1/  =0  sein  muss. 

Endlich  lässt  sich  nachweisen,  dass  u  für  ein  wachsendes  t  einer 
vom  Anfangszustand  u(0)  unabhängigen  Grenze,  dem  soge- 
nannten stationären  Zustand  oder  dynamischen  Gleichge- 
wicht sich  nähert.  Denn  es  sei  zur  Zeit  t  die  Concentration  irgend 
einer  Stelle  im  Abstand  x,  vom  Boden  des  Gefässes  ti =/*(&,/),  so  wird  sie 
an  derselben  Stelle  im  nächsten  Moment  sein  u=f(xit+  dt).  Der  Unter- 
schied u — u=l  —  Jdt  genügt  der  Hauptgleichung 

dt  da*     ' 

ausserdem  ist ,  da  die  Concentrationen  am  oberen  und  unteren  Rande  con- 
staut  sind, 

Es  gilt  also  auch  für  (  — )  die  Gleichung: 

Es*  nimmt  demnach  (  ~-)  mit  wachsendem  t  fortwährend  ab  (siehe  §.  2)  und 

nähert  sich  einem  positiven  constanten  Werthe ;  da  aber  sowohl  für  a?=0,  als 
x=h  dieser  Werth  Null  ist,  so  wird  überhaupt  für  unendliche  t 

du 
Z,m-=0. 
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Nach  Verlauf  einer  unendlichen  Zeit  tritt  somit  ein  Zustand  des  Diffusions* 
Stromes  ein,  in  welchem  an  irgend  einer  Stelle  die  Concentration  mit  der 
Zeit  sich  nicht  mehr  ändert,  sondern  fortwährend  constant  bleibt.     Da  nun 

k 


1      Omo    ^M        &u 

k   J  dt  3 sm       dx0* 


so  folgt,  weil  w~=Q  i«t,  für  /  =  oo,  dass  auch 

dxk      dx0 
sei,  d.  h.  dass  an  dem  einen  Ende  des  Gefässes  im  stationären 
Zustande  des  Stromes  ebensoviel  Salz  austritt,  als  an  dem  an- 
deren einfliesst  Zugleich  sieht  man,  dass,  weil  -^-j-  =  0,  r—  =a,  also 

constant  ist.  Es  giebt  daher  jede  Schicht  ebensoviel  Salz  an  die 
nächst  obere  ab,  als  sie  von  der  nächst  unteren  empfängt.  Aus 

der  Gleichung  tt-  =a  folgt  weiter  ti=o*  +  6,  und  da  für  x=0  u=  Ut  so 

ergiebt  sich  &=  [7,  und  weil  ferner  für  a?=A,  u—O  wird ,  so  hat  man  zur 
Bestimmung  von  a 

ah  +  U=Q. 
Mit  Hilfe  dieser  Bedingungen  ergiebt  sich  für  das  stationäre  Gleichgewicht 
die  Gleichung: 

29)  «« *(»-f} 

Hat  man  dagegen  mit  variabelen  Strömen  zu  thun,  so  ist 

zu  setzen.   Ein  einzelnes  Glied  der  anendlichen  Reihe  unter  <£  bat  die  Form 

v=Jpe—t'"P, 

woraus  sich  in  Verbindung  mit  —  =A  -^-- ^  zur  Bestimmung  von  P  ergiebt 

dt  o  x 

d%  P 

und  da  ausserdem  Uq  =  Uy  u&=0  ist,  so  folgt,  dass  PQ=0  und  Pa=0  sein 
muss.  Den  drei  Bedingungen  für  P  genügt  allein  die  Function  P^^sin^-j-x. 
Es  wird  daher: 

30)  w=ff(i_|)+      2^*  Ape~^yk*  sinZ£x. 
Für  *=0  wird: 


tt=M(0)=ü(l-^)+^a° \+>JLt 
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Multipliciren  wir  diese  Gleichung  mit  sm  —  xdx  und  integriren  innerhalb 

der  Grenzen  0  und  A,  so  ergiebt  sich 

h 

31)     ^-^j-w-^i-j))  *¥•**• 

Wird  w(0)  constant  und  gleich  Uy  so  vereinfacht  sich  der  Ausdruck  für  Av 
und  man  erhält: 

h 

2  Cx        pit  2U 

32)  A9=  —  U    I  —sin—-  xdx  = cospn. 

'  p       h      J    h         h  pn 

0 

Substituirt  man  diesen  Werth  von  Ap  in  30) ,  indem  man  zugleich  statt  x 
x  +  h  einführt,  so  kommt : 

33)  u  =  -r ^        —stnt-r-xe^*'     . 

'  h        Ttj^i  p         h 

Hierin  ist  t*  die  Concentration  zur  Zeit  feiner  Schicht  im  Ab- 
stand i  vom  oberen  Rande  des  Diffusionsgefässes,  wenn  der 
obereRand  fortwährend  auf  der  Concentration  0,  der  untere 
auf  der  Concentration  U  erhalten  wird  und  zur  Zeit  f=0  die 
Concentration  im  ganzen  Gefäss  J7war. 

§.8. 
Berechnung  der  Constante  Ar. 

Es  entsteht  nun  die  Frage,  aus  welcher  der  aufgestellten  Gleichungen 
die  Constante  k  am  einfachsten  sich  berechnen  lässt,  und  mit  Hilfe  welcher 
Beobachtungsmethode  entweder  die  Concentrationen,  oder  die  aus  dem  Dif- 
fusionsgefäss  geflossenen  Salzmengen  am  sichersten  bestimmt  werden  kön- 
nen.    Bereits  in  Gleichung  1) 

a)  dS  =  —kq9^dt' 

ox 

tritt  die  Constante  k  auf  und  wurde  allgemein  als  eine  Grösse  definirt,  die 
der  Affinität  des  Salzes  zum  Wasser  proportional  sei.  Eine  genauere  De- 
finition könnte  man  aus  der  eben  erwähnten  Gleichung  selbst  ableiten.  Es 
würde  nämlich  nach  derselben  k  die  im  Verhältniss  der  Zeiteinheit 
zum  Zeitelement  verkleinerte  Salzmenge  bedeuten,   welche 

im  Zeitelement  für  —==1  durch  dieQuerschnittseinheitfliesst. 

ox  v 

Lässt  man  den  stationären  Zustand  eintreten,  so  ist  nach  Gleichung  27) 
also 

3X  k'  f&         OFT"!- 
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folglich  dS=— —  dt,  woraus  sich  durch  Integration  findet 

in  welcher  Gleichung  die  Zeit  von  irgend  einem  beliebigen  Moment  nacb 
Eintritt  des  stationären  Zustandes  an  gerechnet  werden  kann.  Nimmt  man 
hier  q  als  die  Einheit  des  Querschnittes,  U  als  die  Einheit  der  Concentra- 
tion, h  als  die  Einheit  der  Länge r  t  als  Einheit  der  Zeit,  dann  bedeutet  k 
diejenige  Salzmenge,  welche  nach  Eintreten  des  stationären 
Zustandes  in  der  Zeiteinheit  durch  die  Querschnittseinheit 
flies8t,wenn  die  Hohe  desGefässes  der  Einheit  gleich  ist  und 
an  seinem  oberen  Rande  fortwährend  die  Concentration  Null, 
am  unteren  die  Concentration  U—l  herrscht.  Offenbar  geht  die 
Gleichung  b)  in  a)  über,  wenn  f,  h  und  U  unendlich  klein  angenommen 
werden. 

Fick  hat  bei  seinen  Versuchen  über  Diffusion  (siehe  Poggendorff's 
Annalen  94.  Bd.,  S.  69  —  73)  sich  auf  Beobachtung  des  stationären  Zustan- 
des beschränkt.  Um  denselben  herzustellen,  kittete  er  ein  oben  und  unten 
offenes  Gefäss  mit  dem  einen  Ende  in  ein  anderes  Gefäss  ein,  das  mit  Koch- 
salz ganz  angefüllt  war  und  stellte  hierauf  das  Ganze  in  einen  grossen  Be- 
hälter mit  Wasser.  So  vorgerichtet  wurde  der  Apparat  wochenlang  sich 
selbst  überlassen  und  nur  von  Zeit  zu  Zeit  das  Wasser  in  dem  äusseren 
Behälter  erneuert.  Da  die  Bodenschicht  mit  dem  Reservoir  von  Salzkry- 
stallen  in  Berührung  fortwährend  absolut  gesättigte  Lösung  enthielt,  die 
Oberflächenschicht,  an  das  reine  Wasser  grenzend,  beständig  die  Concen- 
tration Null  hatte,  so  musste  schliesslich  ein  stationärer  Zustand  oder  dyna- 
misches Gleichgewicht  eintreten.    Die  analytische  Bedingung  dafür  —  =  0 

stellt  sich  in  einem  cylindrischen  Gefäss  unter  der  Form  -    2=0  dar,  deren 

Integral  u=ax  +  b  ausdrückt,  dass  die  Concentrationen  von  unten  nach 
oben  abnehmen,  wie  die  Ordinaten  einer  geraden  Linie.  Zur  Beobachtung 
dieser  Concentrationen  bediente  sich  Fick  einer  kleinen  Glaskugel,  welche 
er  in  die  verschiedenen  Schichten  hinabsenkte  und  aus  deren  Gewichtsver- 
lust er  das  speeifische  Gewicht  der  Lösung  und  sodann  die  Concentration 
in  den  einzelnen  Schichten  berechnete.  Derselben  Methode  habe  ich  mich 
im  Wesentlichen  ebenfalls  bedient  und  sie  als  vollkommen  brauchbar  befun- 
den (siehe  diese  Zeitschrift  Bd.  IV,  S.  225  ff.).  Die  Fick'schen  Beobach- 
tungen bestätigen  das  einfache  Gesetz,  dem  der  Diffusionsstrom  im  statio- 
nären Zustande 'unterworfen  ist.  Er  findet  nämlich,  bei  10 mm  unter  dem 
Niveau  beginnend,  in  Abständen  von  22,2mm  die  auf  einander  folgenden 
Concentrationen 

0,009,  0,032,  0,053,  0,073,  0,093,  0,115,  0,135,  0,152,  0,170,  0,187,  0,196, 
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deren  Differenzen  ziemlich  constant  sind.  Da  dieselben  jedoch  nach  unten 
hin  abnehmen,  so  schliesst  Fick,  dass  der  stationäre  Zustand  noch  nicht 
völlig  eingetreten  sei ,  trotzdem  der  Apparat  schon  wochenlang  in  Thatig- 
keit  gewesen  war.  Diese  Unsicherheit  in  der  Erkennung  des  Zeitpunktes, 
wenn  es  gestattet  ist,  den  Diffusionsstrom  als  stationär  vorauszusetzen,  lassen 
denselben  überhaupt  als  Grundlage  der  Beobachtung  wenig  empfehlenswerth 
erscheinen.  Hierzu  kommt,  dass  auf  Concentrationsbeobachtungen  am  sta 
tionären  Strome  sich  keine  Berechnung  der  Constante  k  gründen  lässt,  da 
sie  aus  der  betreffenden  Gleichung  verschwunden  ist  (siehe  Gl. 20).  Fick 
sucht  daher  die  Constante  k  ans  der  Menge  des  aus  dem  Diffusionsgeföss 
entwichenen  Salzes  zu  bestimmen.  Er  definirt  sie  in  diesem  Falle  als  die- 
jenige Salzmenge,  welche  während  der  Zeiteinheit  durch  die  Querschnitts- 
einheit aus  einer  Schicht  in  die  benachbarte  übergeht,  wenn  die  Raschheit 

der  Concentrationsabnahme  —  der  Einheit  gleich  ist.     Als  Querschnitts- 

O  SD 

einheit  wird  die  Oberfläche  eines  Kreises  von  lcm  Halbmesser  angenommen, 

ferner  wird  die  Concentrationsabnahme  —  dann  der  Einheit  gleich  gesetzt, 

ex       , 

wenn  sie  durch  eine  Flüssigkeitssäule,  deren  Höhe  der  Längeneinheit  lmm 
gleich  kommt,  constant  herrschend  gedacht,  eine  Concentrationsdifferenz 
der  beiden  Endflächen  derart  zur  Folge  hat,  dass  die  eine  die  absoluter 
Sättigung  entsprechende  Concentration ,  die  andere  die  Concentration  Null 
besitzt.  Als  Zeiteinheit  soll  ein  Tag  gelten.  Die  vorstehende  Definition 
der  Constante  k  ergiebt  sich  streng  genommen  weder  aus  der  Gleichung  a) 
noch  aus  6),  es  dürfte  daher  die  oben  aus  b)  abgeleitete  vorzuziehen  sein. 
Aus  derselben  Gleichung  b)  ergiebt  sich,  dass  für  U—l  und  q  =  l 

.)  *-? 

ist.  Fick  nahm  nun  Röhren,  deren  Querschnitt  20mm  Durchmesser  hatte, 
die  aber  von  verschiedener  Länge  waren.  In  diesen  wurde  auf  die  oben 
beschriebene  Weise  ein  stationärer  Diffusionszustand  hervorgebracht.  Hier- 
auf wurden  die  Salzmengen  untersucht,  welche  während  ein  und  derselben 
Zeit  aus  jeder  der  drei  Röhren  in  die  äussere  Flüssigkeit  diffundirt  waren, 
durch  Abheben,  Eindämpfen  und  Fällen  mit  einer  titrirten  Silberlösung. 
Mit  Hilfe  von  c)  wurden  sodann  die  Werthe  von  k  berechnet.  Diese  erga- 
ben sich  für  die  drei  Gefässe : 
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12,36 

11,08 
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11,44  11,33 

11,89  .  .  11,12. 

Der  grösste  Werth  von  k  ist  demnach  12,36,  der  kleinste  9,3,  die  Differenz 
also  3,06.  Dieser  Unterschied  ist  an  und  für  sich  schon  bedeutend;  da  aber 
Fick  angiebt,  dass  er  nur  die  besten  seiner  Versuche  mittheile,  so  steht 
zu  vermuthen,  dass,  wenn  er  alle,  bei  denen  nicht  geradezu  ein  Versehen 
vorgekommen  ist,  mit  in  Rechnung  gezogen  hätte,  die  Differenz  sich  noch 
höher  herausgestellt  haben  würde.  Es  kann  daher  wohl  kein  Zweifel  ob- 
walten, dass  die  eben  beschriebene  Methode  k  aus  dem  stationären  Zustande 
des  Diffusionsstromes  zu  bestimmen,  als  unbrauchbar  anzusehen  ist.  Simm- 
ler und  Wild  haben  sich  gleich  mir  dafür  entschieden,  die  Constante  durch 
Beobachtung  variabeler  Zustände  zu  ermitteln.  Die  erste  Methode,  die 
sie  zu  diesem  Zwecke  vorschlagen,  ist  genau  dieselbe,  die  auch  ich  an- 
gewendet habe  (siehe  diese  Zeitschrift  Bd.  IV,  S.  221).  Ein  kleines  cylindri- 
sches  Glas  wird  mit  einer  Lösung  des  zu  untersuchenden  Salzes  von  be- 
kannter Concentration  ganz  angefüllt  und  sodann  im  oberen  Theile  eines 
grösseren  mit  reinem  Wasser  gefüllten  Gefasses  aufgestellt,  so  dass  der  obere 
«ben  abgeschliffene  Rand  des  Diffusionscylinders  horizontal  ist  und  von  dem 
Lösungsmittel  umspült  wird.  Nach  einiger  Zeit  wird  das  Gläschen  wieder 
herausgenommen  und  der  Salzverlust,  den  es  durch  Diffusion  erlitten  hat, 
experimentell  bestimmt.  Wendet  man  die  Vorsicht  an,  dass  man  den  Ver- 
such unterbricht,  wenn  der  Strom  etwa  bis  an  den  Boden  des  Gefösses  zu- 
rückgegangen ist,  so  kann  man  die  Gleichung  24^ 

o_qu(0)yU 

Ä      7= — ' 

yn 

worin  5  den  Salzverlust  bedeutet,  anwenden,  um  aus  ihr  unmittelbar 

.  _       S2* 

zu  finden.  Will  man  aber  auf  die  untere  Grenze  des  Gefasses  Rücksicht 
nehmen,  60  kann  man  die  Gleichung  21)  benutzen  und  aus  ihr  zunächst  den 
Salzverlust: 

ö 

(siehe  S  im  ml  er  und  Wild  S.  224)  bestimmen.  Aus  dieser  Gleichung  lässt 
sich  k  näherungsweise  berechnen,  w«nn  man  die  unter  2  stehenden  Glieder 
sämmtlich  bis  auf  das  erste  vernachlässigt.  Es  ergiebt  sich  dann  als  erste 
Annäherung 


HSte—0-.-wOl- 


Die  Gleichung  c*)  hat  jedenfalls  vor  e)  den  Vorzug,  sowohl  was  Einfachheit, 
als  was  Genauigkeit  betrifft.      Man  kann  allerdings,  wie  Simmler  und 
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Wild  gezeigt  haben  (siehe  S.  226  f.  I.  c),  durch  vorteilhafte  Anordnung 
des  Anfangszustandes  im  Diffusionsgefäss  für  5  Reihen  erzielen,  die  stärker 
als  die  in  d)  convergiren  und  also  auch  gleich  den  ersten  Näherungswerth 
für  k  schärf er  geben,  als  e)\  indess  geschieht  dies  auf  Kosten  der  Sicherheit 
des  Experimentes.  Nach  der  zweiten  Methode  von  Simmler  und  Wild 
soll  die  Concentration  u  in  dem  Diffusionsstrom,  dessen  Gleichung  in  14) 
enthalten  ist,  durch  Beobachtung  und  zwar  auf  optischem  Wege  gefunden 
und  sodann  mit  Hilfe  der  Gleichung  14)  die  Constante  k  annähernd  berech- 
net werden,  indem  man  von  der  daselbst  auftretenden  unendlichen  Reihe 
wiederum  nur  das  erste  Glied  beibehält.  Die  Beobachtungsmethode  selbst 
ist  folgende.  Man  giebt  dem  Diffusionsgefäss  die  Gestalt  eines  dreiseiti- 
gen Prismas  und  beobachtet  das  Minimum  der  Ablenkung,  welches  ein 
Lichtstrahl  erfahrt,  der  horizontal  durch  die  Flüssigkeit  geht.  Hieraus  lässt 
eich  auf  das  Brechungsverhaltniss  der  Flüssigkeitsschicht  schliessen,  durch 
welche  sich  der  Lichtstrahl  bewegt,  und  aus  dem  Brechungsverhaltniss  kann 
man  dann  die  Concentration  der  Flüssigkeit  ableiten,  da  dasselbe  von  letz- 
terer abhängt.  Um  dies  auszuführen,  ist  es  freilich  nöthig,  dass  man  das 
Brechungsverhaltniss  als  Function  der  Concentration  bestimmt  oder  wenig- 
stens aus  einer  hinreichenden  Zahl  guter  Beobachtungen  mit  Hilfe  der  Me- 
thode der  kleinsten  Quadrate  eine  empirische  Formel  für  diese  Abhängig« 
keit  aufstellt,  was  meines  Wissens  bis  jetzt  noch  nicht  geschehen  ist.  Im 
Uebrigen  lässt  sich  gegen  die  vorgeschlagene  Methode  vom  theoretischen 
Standpunkt  kaum  eine  Einwendung  machen,  ebenso  wenig  gegen  die  ande- 
ren optischen  Methoden,  die  Simmler  und  Wild  erwähnen.  Einfacher 
und  sicher  zum  Ziele  führend  ist  der  Weg,  den  sowohl  Fick  als  ich  einge- 
schlagen haben,  nämlich  mit  Hilfe  eines  Senkgläschens  das  specifische 
Gewicht  der  Schichten  zu  bestimmen  und  aus  ihm  die  Concentration  zu  be- 
rechnen, wovon  schon  weiter  oben  die  Bede  gewesen  ist.  Was  nun  die  Be- 
rechnung der  Constante  k  in  diesem  Falle  betrifft,  so  ist  sie  nach  Simmler 
und  Wild  mit  Hilfe  der  Gleichung  14)  annähernd  zu  bewerkstelligen,  währ 
rend  ich  die  Gleichung  15)  dazu  verwendet  habe,  welche  zwar  nur  für  einen 
nach  oben  und  unten  unbegrenzten  Strom  gilt,  aber  auch,  wie  schon  in  der 
Einleitung  bemerkt  wurde,  für  das  erste  Stadium  eines  Diffusionsstromes  in 
einem  begrenzten  Gefässe  benutzt  werden  kann,  so  lange  derselbe  weder 
den  oberen  noch  den  unteren  Rand  des  Diffusionsgefässes  erreicht  hat. 
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XIV. 
Zur  Theorie  des  Pagcal'schen  Sechsecks. 

Von  Dr.  J.  Lüroth  in  Berlin. 


Ich  erlaube  mir  im  Folgenden  den  Mathematikern  einige  Sätze  über 
das  PascaTsche  Sechseck  vorzulegen,  welche  lehren,  aus  einem  gegebenen 
Sechseck  neue  abzuleiten.  Da  bei  einem  dieser  Sätze  ein  PascaTsches 
Sechseck  auftritt,  welches  zugleich  ein  Brianchon'sches  einer  speciellen 
Art  ist,  so  habe  ich  in  §.  2  die  Eigenschaften  einer  solchen  Figur  näher  be- 
trachtet. Der  Inhalt  des  §.  1 ,  welcher  die  Grundlage  des  Späteren  bildet, 
ist  im  Wesentlichen  der  vierten  der  „Vorlesungen  über  analytische  Geo- 
metrie des  Raumes"  meines  hochverehrten  Lehrers  des  Herrn  Prof.  Hesse 
entnommen. 

§■!■ 

Wenn  die  Gleichungen  der  gegenüberliegenden  Seiten  eines  Pascal- 
schen  Sechsecks  symbolisch  bezeichnet  werden  durch  a=0  und  a'=0,  6=^=0 
und  ft'=0,  c  =  0  und  c'  =  0,  so  sind  die  Bedingungen  dieser  Figur  bekannt- 
lich durch  die  drei  identischen  Gleichungen : 

a  —  a  =r 

1)  b  —  b'  =  r" 

e — c=r" 

ausgesprochen,  vorausgesetzt  noch,  dass  man  in  den  Grössen  a,a  ....  Fac- 
to ren  einrechnet,  die  zum  Bestehen  dieser  Gleichungen  nöthig  sind.  r'=0 
ist  dann  die  Gleichung  der  zum  Sechsecke  gehörigen  Pascal'schen  Linie. 
Definirt  man  nun  die  drei  Ausdrücke  a",  6",  c"  durch  die  drei  identi- 
schen Gleichungen 

2)  «  +  &'  +  c"=0,     &  +  c'  +  a"=0,     c  +  a'  +  6"=0, 
so  hat  man  auch  die  Folgenden : 

3)  «'  +  &  +  c"  =  0,     &'  +  c  +  a"  =  0,     c'  +  a  +  6"==0, 

und  diese  sechs  identischen  Gleichungen  beweisen,  dass  a"=0,-6"=0,  c"=:0 
die  Gleichungen  der  Diagonalen  des  gegebenen  Sechsecks  sind. 

Aus  der  Combination  der  vorstehenden  Gleichungen  geht  nun  folgen- 
des System  hervor: 

a  — a  =r  a   — a  =  r 

4)  y  — 6"=r  b"  —  bE=r' 
c  — c  =r           c  — c=r\ 

5)  r+r'+r"=0. 
Dessen  Deutung  den  Satz  liefert : 

I.     Wenn  man  in  einem  Pascal'schen  Sechsecke  drei  nicht  auf  ein- 
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ander  folgende  Seiten  mit  den  drei  Diagonalen  combinirt,  so  er- 
hält man  zwei  weitere  Sechsecke,  deren  Pascal'sche  Linien  sich 
mit  der  des  gegebenen  Sechsecks  in  einem  Punkte  schneiden. 
Ans  den  obigen  Identitäten  entspringt  aber  noch   das  ändere  System 
von  Gleichungen 

a  — b  =q"     b  — c  =q     c  — a  =p 
o)  a  — b  =  p       b  —  c  =q     c  — a  =q 

ff  mit  /'  \l*  ~*' ~"  ■  " . / 

a  — b  =q      b  — c  =q     c   —  a  =q 
7)  <?  +  <,'  +  <,"=(), 

aus  dem  der  Satz  hervorgeht: 

IL     Wenn  man  in  einem  Pascal'schen  Sechsecke  zwei  Paare  gegen- 
überliegender Seiten  mit  zweien  der  Diagonalen  zusammennimmt, 
so   erhält  man  wieder   ein    Pascal'sches   Sechseck.      Die  drei 
Pascal'schen  Linien  der  so  entstehenden  drei  Sechsecke  schnei- 
den sich  in  einem  Punkte. 
Wir  haben  so  zwei  Gruppen  von  drei  Sechsecken,  von  denen  die  erste 
ans  dem  gegebenen  Sechsecke  und  den  beiden  besteht,  die  sich  aus  diesem 
nach  dem  Satze   I)  ableiten  lassen,  während  die  zweite  die  drei   enthält, 
welche  der  zweite  Satz  zu  finden  lehrt.     Diese  Sechsecke  stehen  in  enger 
Verwandtschaft.     Sie  bestehen  nämlich  aus  denselben  neun  Linien  und  ha- 
ben die  Eigenschaft,  das 8,  wenn  man  Eines  von  ihnen  als  das  gegebene  be- 
trachtet, die  fünf  abgeleiteten  die  andern  fünf  sind.     Man  sieht  auch  leicht 
ein,  dass,  wenn  ein  Sechseck  aus  der  zweiten  Gruppe  als  das  ursprünglich 
gegebene  betrachtet  wird,  die  beiden  mit  Hilfe  des  Satzes   I)  aus  diesem 
abgeleiteten ,  die  zwei  andern  Sechsecke  derselben  Gruppe  sind ,  während 
der  zweite  Satz  aus  jenem  die  drei  Sechsecke  der  ersten  Gruppe  hervor- 
gehen lässt. 

Das  Princip  der  Reciprocität  auf  das  Vorige  angewandt  zeigt,  wie  auch 
aus  jedem  Bri an c ho n'schen  Sechsecke  zwei  Gruppen  von  weiteren  Sechs- 
ecken hervorgehen,  deren  Brianchon'sche  Punkte  in  jeder  Gruppe  auf 
einer  geraden  Linie  liegen. 

Wenn  man  noch  drei  Ausdrücke  R  und  drei  P  durch  die  Gleichungen 
definirt : .  r"—r'=R  ?"  —  ?'=  P 

r  —r"=R  q  —q"=P' 

r  — r  =K  9  — q  =P  , 

so  findet  man  leicht 

R  =a   +b  +c  P  =a  +  a+a" 

8)  K=a'+b'+c  P'=b  +  b'  +  b" 
R"=a"  +  b"  +  c$         P"=c+c  +  c", 

und  hieraus 

R  +  P  =  3a  R'  +  P  =Za  R"  +  P  =  3«" 

9)  R+P'=Zb  K+P'EBZb'  ä"  +  P'=3&" 
Ä+P"  =  3c  R'  +  P"=Zc  #'+P"=3c", 
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Gleichungen,  aus  denen  sich  leicht  gewisse  Eigenschaften  des  Sechsecks 
ablesen  lassen,  die  wir  hier,  als  für  das  folgende  nicht  nöthig,  übergehen. 

Die  Ecken    jedes    Pascal'schen   Sechsecks  liegen  bekanntlich   auf 
einem  Kegelschnitt,  dessen  Gleichung  geschrieben  werden  kann : 

10)  r"t_r"(a  +  6  +  c)  +  ab  +  bc  +  ca=0, 

denn  man  überzeugt  sich  leicht  mit  Hilfe  der  Gleichung  1),  dass  die  10)  er- 
füllt ist,  wenn  zu  gleicher  Zeit  a=0  und  b'=0  oder  ö=0  und  c'=0  u.  s.  w. 
Durch  einfache  Reductionen  mit  Hilfe  der  oben  entwickelten  Identitäten 
kann  man  jener  Gleichung  die  Form  geben: 

11)  (r*  +  /« +  r"«)  -  (9*  +  <>'*  +  **■)  =0. 

Aus  dieser  Gleichung  können  wir  eine  Eigenschaft  ableiten.  Die  Gleichung 
der  Polare  eines  Punktes  in  Bezug  auf  diesen  Kegelschnitt  findet  sich 
nämlich: 

12)  (»rB  +  r'r't+r'r"t)-(QQo+9'Q'0+<,"lf"0)=01 

wenn  wir  durch  den  Index  0  die  Resultate  der  Substitution  der  Coordinaten 
des  gegebenen  Punktes  in  den  betreffenden  Gleichungen  bezeichnen.  Ist 
r0  =  r'0=r"0=0,  so  wird  die  Gleichung  12)  erfüllt  für  einen  Punkt,  dessen 
Coordinaten  q,  q  und  (»"gleich  Null  machen,  d.  h. 

der  Schnittpunkt  der  Linien  r  und  der  der  Linien  q  sind  harmo- 
nische Pole  des  dem  zugehörigen  Sechsecke  umschriebenen  Ke- 
gelschnitts. 
Der  Grund  hiervon  ist  der,  dass,  wie  die  Gleichung  11)  zeigt,  die  vor- 
erwähnten beiden  Punkte  die  Spitzen  zweier  Linienpaare  sind,  durch  deren 
Schnittpunkte  der  Kegelschnitt  geht. 

§•2. 
Wir  wollen  jetzt  die  Eigenschaften  eines  Pascal'schen  Sechsecks  un- 
tersuchen, welches  zugleich  ein  Brian chon'sches  ist.  Die  Bedingungen* 
des  ersteren  sind  die  Gleichungen  l)  des  vorigen  Paragraphen.  Soll  das 
Sechseck  auch  ein  Brian c ho n'sches  sein,  so  muss  zwischen  den  Grössen 
a",  b'\  c"  noch  eine  identische  Gleichung  bestehen.  Wir  wollen  hier  nur 
den  Fall  ins  Auge  fassen,  dass  die  Bedingungsgleichung  die  einfachste 
Form 

13)  a"  +  b"  +  c"=0 
hat. 

Eine  der  Gleichungen  8)  zeigt  dann  sogleich,  dass  Ä"  =  0  ist,  oder  dass 

14)  r=r\ 

und  hiermit  folgt  aus  5)  r=r  ^ — Jr",  d.  h.  also  in  unserm  Sechsecke 
fallen  die  drei  Pascal'schen  Linien  r  in  eine  zusammen. 

.    Wenn  man  nun  in  14)  r  und  r  durch  die  mit  ihnen  identischen  Aus- 
drücke aus  4)  ersetzt,  so  erhält  man  die  Beziehungen 

a  +  a—  2a"=0 

15)  b+b'  —  2b" =Q 

c  +  c  —  2c" =0, 
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welche  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  1)  anssagen : 

Je  zwei  gegenüberliegende  Seiten  unseres  Sechsecks  schnei- 
den sich  mit  der  dritten  Diagonale  in  einem  Punkte.     Diese  drei 
Punkte  liegen  natürlich  auf  der  Linie  r",  welche  mit  jeder  Diago- 
nale ein  Linienpaar  bildet,  das  zu  den  Gegenseiten  harmonisch  ist. 
Wenn  man  bedenkt,  dass  a,  a,  a"  die  Diagonalen  eines  Sechsecks  sind, 
welches  zur  zweiten  Gruppe  von  Sechsecken  gehört,   die  sich  ans  dem  ge- 
gebenen ableiten  lassen,  so  kann  man  den  ersten  Theil  des  Satzes  auch  so 
aussprechen : 

Die  drei  Pascal'schen  Sechsecke,  welche  man  durch  den 
Satz  II)  des  vorigen  Paragraphen  aus  nnserm  Sechsecke  ableiten 
kann,  sind  auch zugleichBr  i an chon'sche Sechsecke,  aber  anderer 
Art  als»  das  ursprüngliche. 
Hält  man  die  drei  Gleichungen 

a  — b  =q  b  — c  =q         c  — a  =o 

zusammen  mit  der  Gleichung  13),  so  sieht  man, 

die  drei  P asc  al'schen  Linien  q  sind  die  drei  vierten  harmonischen 
Linien  zu  den  Diagonalen. 
Ein  solches  Sechseck,  wie  wir  es  eben  betrachteten,  besitzt  noch  eine 
merkwürdige  Eigenschaft  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt ,  den  man  in  das- 
selbe beschreiben  kann. 

Wir  wollen,  um  sie  zu  finden,  die  Punkte  aufsuchen,  in  denen  die 
Seiten  von  jenem  Kegelschnitte  berührt  werden.  Wenn  man  aber  in  einem 
Brianchon'schen  Sechsecke  zwei  Seiten  zusammenfallen  lässt,  so  geht 
ihr  Schnittpunkt  in  der  Grenze  über  in  den  Berührungspunkt,  der  mit  den 
fünf  andern  Ecken  ein  Brianchon'sches  Sechseck  bildet.  Lassen  wir  z.B 
um  den  Berührungspunkt  von  a  zu  finden,  c  mit  a  zusammenfallen,  so  ha- 
ben wir  den  Schnittpunkt  von  a  und  b  durch  eine  Linie  G  zu  verbinden 
mit  dem  von  b'  und  c.  Legen  wir  dann  durch  den  von  c  und  a  gebildeten 
Eckpunkt  eine  Linie  H  so,  dass  sich  £,  H  und  c"  in  einem  Punkte  schnei- 
den, so  trifft  H  die  Seite  a  im  Berührungspunkt. 

Bezeichnen  wir  die  Gleichungen  der  Linien  G  und  H  durch  G=0  und 
/T=0,  so  findet  sich 

G=2a"-b' 
H=U"—c. 
In  der  That  genügen  diese  Ausdrücke  den  Bedingungen ,  die  wir  auf- 
stellten, da  vermöge  der  Gleichungen  15)  und  13) 

G=2a — b 
G+#+3c"  =  0 
ist.     Man  hat  aber  b"  —  c=  —  a — 2c"  und  somit 

H=2(b"  —  c")  —  a=2Q~  a. 
Die  Linien  üT,  a  und  q  schneiden  sich  also  in  einem  Punkte.   Aehnliches 
gilt  von  den  andern  Seiten,  so  dass  sich  der  Satz  ergiebt : 
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Die  Punkte,  in  welchen  die  Seiten  unseres  Sechsecks  von  dem 
eingeschriebenen  Kegelschnitte  berührt  werden,  sind  ihre  Schnitt- 
punkte mit  den  drei  vierten  harmonischen  Linien  zu  den  Diago- 
nalen. 
Wenn  man  auf  die  Figur,  welche  die  eben  abgeleiteten  Eigenschaften 
besitzt,  das  Princip  der  Reciprocität  anwendet,  so  erhält  man  Eigenschaften 
eines  Brian chon'schen  Sechsecks,   welches  zugleich    ein  Pasc al'sches 
einer  speciellen  Art  ist.     Es  lässt  sich  nun  zeigen ,  dass  das  vorliegende 
Sechseck  eben  von  dieser  Art  ist,  oder,  wie  man  auch  sagen  kann,  dass  es 
sich  selbst  reciprok  ist. 

Um  dies  nachzuweisen,  bemerken  wir ,  dass  die  Eigenschaft  unserer 
Figur,  dass  die  Pascal'sche  Linie  r"  harmonisch  zu  den  Diagonalen  in 
Bezug  auf  die  Gegenseiten,  für  sie  charakteristisch  ist.  Denn  sie  verlangt 
die  Gleichungen 

a  +  a—  Xa"=Q 
*  +  &'  — p6"=0 
c  +  c'  —  vc"=0. 
Die  Gleichungen 

2<t=nb"—yc'\     2Q==vc"  —  Xa",     2f=Xa"— f*6, 
die  aus  ihnen  folgen,  können  aber  nur  dann  mit  den  Gleichungen 

tfi  fi  f //  ff  ff ii  ,if 

0=0  — c  ,     o  =c  — a  ,     0  -=a  — b 
bestehen,    wenn  X=p=v=2  ist.     Die  oben  aufgestellten  Bedingungen 
gehen  dann  in  die  15)  über,  aus  welchen  sofort  die  13)  hervorgeht. 

Das  Brianchon'sche  Sechseck,  auf  welches  wir  durch  das  Princip 
der  Reciprocität  geführt  werden,  besitzt  also  die  charakteristische  Eigen- 
schaft, dass  der  Schnittpunkt  der  Diagonalen  harmonisch  ist  zum  Schnitt- 
punkte von  je  zwei  Gegenseiten.  Dass  dieses  bei  unserm  Sechsecke  statt- 
findet, erkennt  man  leicht,  wenn  man  bedenkt,  dass  nach  15)  a  und  a  har- 
monisch sind  zu  a"  und  r",  und  dass  folglioh  diese  zwei  Linienpaare  jede 
weitere  Linie,  also  auch  die  b"  und  c"  in  harmonischen  Punktenpaaren 
schneiden. 

Wir  erhalten  somit  aus  den  oben  angeführten  Eigenschaften  noch  fol- 
gende andere: 

Wenn  man  aus  dem  Sechsecke,  als  einem  Brian  chon'schen, 
die  fünf  andern  ableitet,  die  sich  nach  den  Reciproken  der  Sätze 
I)  und  II)  des  vorigen  Paragraphen  aus  ihm  ableiten  lassen ,  so 
fallen  die  B  r  i  a  n  c  h  o  n'schen  Punkte  der  Sechsecke  der  ersten 
Gruppe  zusammen  in  den  Schnittpunkt  der  Diagonalen.  Die 
Brian  chon'schen  Punkte  der  Sechsecke  der  zweiten  Gruppe  sind 
die  Schnittpunkte  der  Linie  r"  mit  den  Linien  o  oder  die  drei 
vierten  harmonischen  Punkte  zu  den  Schnittpunkten  der  Gegen- 
seiten. 

Die    abgeleiteten    Sechsecke    der    zweiten    Gruppe    sind 
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zugleich    Pascal'sche    Sechsecke    aber    anderer   Art    als    das 
gegebene 5 
und  weiter: 

Wenn  man  die  Schnittpunkte  der  Linien  q  mit  der  Pascal- 

sehen  Linie  verbindet  mit  den  entsprechenden  Ecken ,  so  sind  die 

Verbindungslinien  die  Tangenten  an  dem  Kegelschnitte,  welchen 

man  dem  Sechsecke  umschreiben  kann. 

Diese  Eigenschaften  in  Verbindung  mit  den  bekannten  Beziehungen 

von  Pol  und  Polaren  lassen  erkennen : 

Der  Br i an chon'sche  Punkt  und  die  Pasc aPsche  Linie  sind 

Pol  und  Polare,  sowohl  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt,  welcher 

dem  Sechseck  einbeschrieben  werden  kann,  als  in  Bezug  auf  den 

ihm  umschriebenen. 

Diese  letzterwähnten  Eigenschaften  hätten  sich  auch  leicht  aus  den 

Gleichungen   der  beiden  Kegelschnitte   herleiten  lassen.     Die  Gleichung 

des  umschriebenen  Kegelschnitts  folgt  aus  11)  mit  Benutzung  von  14) 

16)  ir''*-(e«+e'*  +  </'«)  =  0. 

Um  die  Gleichung  des  eingeschriebenen  Kegelschnitts  zu  erlangen,  be- 
trachten wir  das  Sechseck,  dem  er  umschrieben  ist,  und  dessen  Ecken,  wie 
wir  oben  sahen,  die  Schnittpunkte  der  Linien  q  mit  den  Seiten  sind.     Die 
Gleichungen  der  Seiten  dieses  neuen  Sechsecks  finden  sich 
3a — q  =0         Sa — q  =0       -3a" —  Q  =0 
36  —  ?'=0         36—  ?'=0         36"—  ?' =0 
Zc  —  q"  =  0         3c'— ?"=0         3c"—  ?"— 0, 
denn  da  3a  —  o  z.  B.  auch  = — 36'  —  q  ist,  so  geht  diese  Linie  in  derThat 
durch  den  Schnittpunkt  von  a  mit  q  und  durch  den  von  6'  und  q  u.  s.  w. 

Die  Gleichungen  der  Pascal'schen  Linien  dieses  Sechsecks,  das  von 
derselben  Art  ist,  wie  das  gegebene,  werden 

3r  =  0,  3r'=0,  3r"=0, 

2(?W)=°>      2(e-e')=o,      2(**— e)=o, 

und  wenn  man  nach  11)  die  Gleichung  des  Kegelschnitts  bildet,  so  erhält 
man  nach  einfachen  Reductionen 

17)  9^_4(^+/«+^«)=0. 

Zieht  man  von  dieser  Gleichung  die  mit  4  multipltcirte  Gleichung  16)  ab,  so 
bleibt: 

«r"*=0. 
Dies  Resultat  beweist  den  Satz : 

Der  unserem  Sechsecke  eingeschriebene  Kegelschnitt  und 

der  ihm  umschriebene  berühren  sich  in  zwei  Punkten  der  Linie  r". 

.  Diese  beiden  Punkte  sind  aber  imaginär;  denn  sie  liegen  auf  dem 

Linienpaar  q%+(>*  +  q"*=sO,  welches  das  gemeinschaftliche  Tangentenpaar 

beider  Kegelschnitte  ist. 
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§•3. 

Wir  wollen  jetzt  ans  einem  gegebenen  Sechsecke  andere  ableiten. 

Wir  legen  zunächst  an  jede  Ecke  eine  weitere  Linie  so,  dass  das  an- 
harmonische Verhältnis8  des  Linienpaares,  welches  die  neue  Linie  nnd  die 
Diagonale  bilden,  zn  dem  von  den  beiden  Seiten  gebildeten,  das  gleiche  ist 
an  den  gegenüberliegenden  Ecken.  Die  Gleichungen  der  so  gezogenen 
Linie  lassen  sich  in  der  Form  darstellen : 

(l  +  7)«-(l  —  ?)*'=<>,         (l  +  a)&  — (1  — «)c=0 
lft  (l+/3)*-(l-0K=O, 

;  (l  +  y)a-(l-y)6=0,         (l  +  «)&'  =  (l-a)c=0, 

(l  +  ß)c'  —  (l  —  ß)a=0. 
Wenn  man  zwei  unter  einander  stehende  Gleichungen  subtrahirt,  so  erhält 
man  das  Resultat 

2r"=0, 
und  dies  zeigt,  dass  die  gezogenen  sechs  Linien  ein  Pascal'sches  Sechseck 
bilden,  dessen  Pascal'sche  Linie  mit  der  des  gegebenen  Sechsecks  zusam- 
menfällt. 

In  einem  Falle  lassen  sich  sechs  solche  Linien  leicht  construiren. 
Wenn  wir  nämlich  einen  Punkt  der  Linien  r"  des  gegebenen  Sechsecks 
verbinden  mit  dessen  Ecken  und  dann  in  jeder  Ecke  zu  der  Verbindungs- 
linie die  vierte  harmonische  ziehen ,  so  erhalten  wir  sechs  Linien ,  welche 
der  angegebenen  Bedingung  genügen.  Denn  die  Gleichungen  der  an  den 
Enden  der  Diagonale  c"  liegenden  werden: 

-  +  — =0,und  -^  +  -  =  0, 

wenn  wir  den  Index  0  in  der  schon  früher  gebrauchten  Bedeutung  anwenden. 
Weil  aber  der  betrachtete  Punkt  auf  der  Linie  r"  liegt,  so  hat  man 
a0=a'0,  b0=b'0  und  wir  brauchen  blos 

b'o  +  ao 

• r==z  y 

bo~  ao 
zu  setzen,  um  jene  beiden  Gleichungen  auf  die  Form  18)  zu  bringen. 

Da  Aehnliches  von  den  beiden  andern  Seitenpaaren  gilt,  so  hat  man 
den  Satz:     ' 

Wenn    man    einen    Punkt    der   Pascal'schen  Linien    r" 

eines  Sechsecks  verbindet  mit  dessen  Ecken ,  und  in  jeder  die 

vierte  harmonische  zur  Verbindungslinie  construirt,  so  erhält  man 

wieder  ein  Pascal'sches  Sechseck,  dessen  Pascal'sche  Linie  mit 

der  des  gegebenen  Sechsecks  zusammenfällt. 

Ein  specieller  Fall  der  Formeln  18)  ist  der,  wenn  a=ß  —  y  ist,  dann 

sind  die  Linien  in  allen  Ecken  nach  dem  gleichen  anharmonischen  Verhält- 

niss  gezogen  und  die  Gleichungen  der  Diagonalen  werden : 

(l+«)a"— (1  — a)&"=0,  (l  +  *)&''-(l--«)c''=0,  (i+B)c"-(l-ß)aV0, 

woraus  man  ersieht ,  dass  das  abgeleitete  Sechseck,  wenn  a  unbestimmt  ist, 
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nur  dann  zugleich  ein  Brian chon'sches  wird,  wenn  das  ursprüngliche  von 
der  in  §.  2  betrachteten  Art  war.  In  allen  Fällen  aber  findet  dies  statt, 
wenn  a=0  ist.  Das  anharmonische  Verhältniss  geht  dann  in  das  harmo- 
nische über  und  die  Gleichungen  der  sechs  Linien  und  der  Diagonalen 
werden: 

b — c'=0         c — a=0         a — b'  =  Q 

19)  b'  —  c~o         c'—a=0         a—b=0 
b — c  =0         c-*-a=0         a — 6=0, 

und  hieraus  folgt  der  Satz: 

Wenn  man  in  jeder  Ecke  eines  Pascal'schen  Sechsecks  die 
zur  Diagonale  harmonische  Linie  zieht,  so  bilden  diese  sechs  Li- 
nien ein  Pasc al'sches  Sechseck,   welches  zugleich  ein  Brian- 
chon'sches   der  in  §.  2  betrachteten  speciellen  Art  ist.     Seine 
Pascal'sche  Linie  fällt  mit  der  des  gegebenen  Sechsecks  zusam- 
men und  seine  Diagonalen  sind  die  Linien  q  des  gegebenen  Sechs- 
ecks, deren  Schnittpunkt  also  der  Brianchon'sche  Punkt  ist. 
Durch  Anwendung  der  in  §.  2  gefundenen  Sätze  können  wir  die  Eigen- 
schaften des  abgeleiteten  Sechsecks   leicht  angeben.     Wir  heben  folgende 
heraus: 

Der  dem  abgeleiteten  Sechseck  einbeschriebene  Kegelschnitt 
berührt  die  Seiten  in  Punkten ,  welche  je  zu  zweien  auf  den  drei 
vierten  harmonischen  zu  den  Linien  q  des  ursprünglichen  Sechs- 
ecks liegen,  und  die  Tangenten  an  den  umschriebenen  Kegelschnitt 
schneiden  die  Linie  r"  in  denselben  Punkten,  wie  die  drei  vierten 
harmonischen  zu  der  Linie  q. 

Der  Schnittpunkt  der  Linien  q  und  die  Pascal'sche  Linie  r" 
sind  Pol  und  Polare  in  Bezug  auf  den  dem  abgeleiteten  Sechseck 
eingeschriebenen  Kegelschnitt  und  den  ihm  umschriebenen.  Diese 
beiden  Kegelschnitte  berühren  sich  in  Punkten  der  Linie  r" ,  die 
auf  dem  Linienpaare 

?*  +  ?'*+ e"«=o 

liegen. 
Da  man  aus  19)  als  Ausdrücke  für  die  Pascal'schen  Linien  des  abge- 
leiteten Sechsecks  folgende  findet: 

2r"=0,  —  r"=0,  — r"=0, 

9  —  4=0,         q—  e"  =  0,         ?"— e=0, 
so  giebt  die  Formel  16)  des  vorigen  Paragraphen  die  Gleichung  des  um- 
schriebenen Kegelschnitts: 

20)  2r"«_(e.  +  ?<t  +  p»,)=0) 

und  aus  17)  folgt  die  des  eingeschriebenen : 

21)  |r"' -(*«  +  <'« +  0  =  0. 

Zioht  man  20)  ab  von  der  Gleichung 

(^  +  r'*  +  r"«)_(^  +  ^  +  <,"*)=0 
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des  Kegelschnitts,  der  dem  ursprünglichen  Sechsecke  umschrieben  ist,  so 
bleibt 

r»  +  r'*— r"2=— 2rr  =0, 
d.  h.  der  dem  abgeleiteten  Sechseck  umschriebene  Kegelschnitt  schneidet 
den  dem  urspünglichen  umschriebenen  in  Funkten,   welche  auf  den  Linien 
r  und  r  liegen. 

Die  Subtraction  der  Gleichung  21)  von  jener  lässt  aber  den  Rest: 

und  dies  Resultat  zeigt:  . 

Der  dem  abgeleiteten  Sechsecke  eingeschriebene  Kegelschnitt 

berührt    den    dem   ursprünglichen  Sechsecke  umschriebenen  in 

ewei  Punkten,  die  auf  der  vierten  harmonischen  zur  Linie  r" 

liegen. 

Die  Gleichungen  der  Seiten  des  abgeleiteten  Sechsecks  kann  man  auch 

schreiben : 

Q  +  r"  =  0,         q  +  r"=0,         9"  +  r"=0, 

<>-r"=0,         *'-r"=0,         9"-r"=0, 

und  hieraus  ersieht  man,  dass  die  Schnittpunkte  der  Gegenseiten  dieses 

Sechsecks  die  Punkte  sind ,  in  welchen  r"  von  den  Linien  q  getroffen  wird, 

wie  dies  auch  aus  einem  Satze  des  §.  2  zu  schliessen  war. 

In  ähnlicher  Weise,  wie  wir  hier  aus  dem  einen  Sechsecke  ein  neues 
ableiteten,  kann  man  aus  jedem  Sechsecke  der  beiden  Gruppen,  die  nach 
den  Sätzen  I)  und  II)  des  §.  1  aus  dem  gegebenen  entspringen,  ein  anderes 
erhalten.  Wir  wollen  hier  die  Gleichungen  der  Seiten  der  drei  Sechsecke 
zusammenstellen,  die  aus  Sechsecken  der  ersten  Gruppe  hervorgehen,  indem 
wir  zugleich  eine  passende  Bezeichnung  einführen.  Es  sind  diese: 
J0=Q  +  r  B0=Q'  +  r  C0=Q"  +  r 

z*>  A^q  —  r'  2^  =  «,'— r'  Ct=<>"-r' 

j4tr=Q  +  r  Bf=Q+r  Ct=^+r 

At  =q — r  Btz=zQ — r  Ct  =q  — r. 

Die  Eigenschaften  der  beiden  ersten  Sechsecke  ergeben  sich  leicht  aus 
den  eben  angeführten  Sätzen.  Wir  wollen  noch  einige  aufstellen,  die  allen 
drei  Sechsecken  gemeinsam  sind : 

Die  drei  Sechsecke,  welche  sich  aus  den  drei  zu  einer  Gruppe 
gehörigen  ableiten  lassen,  haben  die  gleichen  Diagonalen. 

Die  den  drei  Sechsecken  eingeschriebenen  Kegelschnitte  be- 
rühren die  Seiten,  deren  Endpunkte  auf  denselben  beiden  Linien 
q  liegen ,  in  Punkten  einer  geraden  Linie  und  die  Tangenten  der 
umschriebenen  Kegelschnitte  in  Ecken,  die  auf  einer  der  Linien  Q 
liegen,  schneiden  sich  in  drei  Punkten  einer  geraden  Linie. 
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Der  Schnittpunkt  der  Linien  r  und  der  der  Linien  q  sind  har- 
monische Pole  eines  jeden  der  sechs  Kegelschnitte,  welche  man 
den  drei  abgeleiteten  Sechsecken  um-  nnd  einschreiben  kann,  und 
ihre  Verbindungslinie  schneidet  daher  je  drei  derselben  in  Punk- 
ten der  Involution.     Das  Linienpaar 

ist  gemeinschaftliches  Tangentenpaar  aller  sechs  Kegelschnitte. 

Auf  ähnliche  Weise  kann  man  auch  aus  den  drei  Sechsecken  der  zwei- 
ten Gruppe  andere  herleiten.  Gemäss  einer  im  §.  1  gemachten  Bemerkung 
hat  man  aber,  um  die  Eigenschaften  dieser  neuen  Sechsecke  kennen  au 
lernen,  nur  nöthig,  im  Vorigen  die  r  mit  den  g  zu  vertauschen.  Wir  sehen 
so  zunächst,  dass  diese  drei  Sechsecke  aus  denselben  drei  Linien  bestehen, 
deren  Gleichungen  wir  in  22)  zusammenstellten,  nur  bilden  jetzt  die  in 
einer  Verticalreihe  stehenden  zusammen  ein  Sechseck.  Der  Schnittpunkt 
der  Linien  r  und  der  der  Linien  q  sind  auch  hier  harmonische  Pole  der  Ke- 
gelschnitte, welche  man  den  abgeleiteten  Sechsecken  ein-  und  umschreiben 
kann.     Diese  sechs  Kegelschnitte  haben  das  Linienpaar 

rt  +  r/t+r"t=0 
als  gemeinsames  Tangentenpaar.     Wir  haben  somit  auch  die  geometrische 
Bedeutung  der  Linienpaare  erkannt,  durch  deren  Schnittpunkte  der  Kegel- 
schnitt geht,  welcher  dem  ursprünglichen  Sechsecke  umschrieben  ist. 

Aus  den  18  Linien  ,  deren  Schnittpunkte  in  22)  stehen ,  lassen  sich 
noch  zwei  weitere  Sechsecke  bilden.  Es  bestehen  nämlich  die  Glei- 
chungen : 

A0—Jt=B0—  Bt=C0—  C^r  — r',      4— #0=4— J?t=4— J?2~f  —  q\ 
Al—^=Bt—P^Ci^-C^r—r\      B0—C=Bt—Ci=:B2^Ci=^—Q\ 

9o\  ^2  ~~  4f=  ^2 — ^0— ^t —  £o=r'  — r  »     ^0 — 4^  Ci  — 4=^2 — -^2 =•  9 ' — 9  > 
}  4+^  +  C2=0, 

4  +  2?t  +  C0  =  0, 
At  +  B0  +  Ct=0, 
*nnd  ein  ähnliches  System  gilt  für  die  accentuirten  Grössen,  welches   man 
aus  dem  Vorstehenden  erhält  durch  Vertauschung  von  +r„  +rt\  +  r"  mit 
—  r,,  —  r,', —  r".     Die  Gleichungen  der  beiden  Sechsecken  umschriebenen 
Kegelschnitte  sind  die  gleichen,  nämlich 

(r  __/).  +  {r'-ry  +  (r"  -  r)*-  {(,-  tf  +  («'-«7  +  (*"-  *)»}  =0, 
oder  nach  leichten  Reductionen : 

(r«  +  r«  +  r"«)-(^  +  ^  +  ^t)=0. 
Hieraus  folgt  aber : 

Die  neun  von  drei  abwechselnden  Ecken  des  gegebenen 
Sechsecks  ausgehenden  der  gezogenen  18 Linien,  bilden  die  Seiten 
und  Diagonalen  eines  weiteren  Pascal'schen  Sechsecks,  dessen 
Pascar&che  Linien  die  drei  vierten  harmonischen  Linien  zu  den 
Linien  r  und  die  drei  vierten  harmonischen  zu  den  Linien  q  sind, 
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und  dessen  Ecken  auf  demselben  Kegelschnitt  liegen,  wie  die  des 

gegebenen  Sechsecks. 
Eine  andere  Art,  aus  dem  gegebenen  Sechseck  neue  abzuleiten  ist  die 
folgende.  Die  Formeln  9)  des  §.  1  zeigen,  dass  die  drei  vierten  harmoni- 
schen Linien  zu  den  Linien  r  und  die  drei  vierten  harmonischen  zu  den 
Linien  q  sich  in  neun  Punkten  schneiden,  welche  auf  den  Seiten  und  Dia- 
gonalen des  gegebenen  Sechsecks  liegen.  Zieht  man  nun  in  jedem  solchen 
Schnittpunkte  eine  vierte  Linie,  die  überall  nach  dem  gleichen  anharmoni- 
schen Verhältnisse  der  Seite  des  Sechsecks  conjugirt  ist,  so  erhält  man 
neun  Linien,  deren  Gleichungen  sind: 

XR—tiP  =0,         JIÄ'— fiP=0,         XR"  —  fiP  =0, 

24)  kR— jiP'=0,        XR'— fiP'  =  0,        UC  —  *iP'=0, 
AÄ  — fiP"=0,        XK—  fiP"  =  0,        XR!'— |iP"=0. 

Da  aus  diesen  ein  System  von  Gleichungen,  ähnlich  wie  23)  hervorgeht,  so 
sieht  man,  dass  diese  neun  Linien  die  Seiten  und  die  Diagonalen  eines 
Pascal'schen  Sechsecks  bilden,  dessen  Pascal'sche  Linien  die  Gleichun- 
gen haben : 

ZXr=0,         3Ar'  =  0,         3*r"=0, 

3fi£=0,        3|te'=0,         3fi?"=0, 
und  also  mit  den  PascaTschen  Linien  des  gegebenen  Sechsecks  zusam- 
menfallen.    Die  Gleichung 

Af(r*  +  r'«  +  r"«)~ft«(^+^  +  ^)  =  0 
des  dem  Sechseck  umschriebenen  Kegelschnitts  zeigt,  dass  er  mit  dem  Ke- 
gelschnitt ,  welchem  das  ursprüngliche  Sechseck  einbeschrieben  ist,  zusam- 
menfällt, wenn  A=fi  ist;  das  anharmonische  Verhältniss  ist  dann  in  das 
harmonische  übergegangen  und  die  Seiten  des  neuen  Sechsecks  lassen  sich 
mit  Hilfe  der  Linien,  deren  Gleichungen  in  22)  stehen,  leicht  con- 
struiren. 

Zwei  weitere  Pascal'sche  Sechsecke  erhält  man  auf  folgende  Weise. 
In  jeder  der  Linien  r  und  q  liegen  drei  Schnittpunkte  von  Seiten.  Wir 
ziehen  nun  in  jedem  dieser  Punkte  eine  weitere  Linie  so ,  dass  das  anhaf- 
monische  Verhältniss ,  nach  welchem  sie  den  Linien  r  oder  q  conjugirt  ist,' 
überall  das  gleiche  ist.  Die  neun  Linien,  welche  vom  Liniensysteme  der  r 
ausgehen,  werden  dann  dargestellt  durch  die  Gleichungen: 

Xa  —  pa'=0,         Xa — pa"=0,         Xa"  —  f*a=0, 

25)  Xb—  fifc'=0,         Xb'—  fi&"=0,         Aft"  —  fi6=0, 
Xc — pc'  =  0,         Xc — pc"=0,         Xc" — f4C=0, 

und  dass  sie  die  Seiten  und  Diagonalen  eines  Pascal'schen  Sechsecks  bil- 
den, sieht  man  leicht  ein.  Die  PascaTschen  Linien  dieses  Sechsecks 
fallen  zum  Theil  mit  den  Linien  q  zusammen ,  zum  Theil  gehen  sie  durch 
den  Schnittpunkt  der  Linien  r.  Die  Gleichungen  der  Linien,  welche  vom 
Systeme  der  q  ausgehen ,  erhält  man  aus  25) ,  wenn  man  a  mit  b ,  a"  mit  c 
und  b"  mit  c  vertauscht.   Durch  diese  Vertauschung  gehen  r,  r  und  r"  über 
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in  q,  q  und  q"  und  umgekehrt;  und  wir  sehen  also,  dass  auch  diese  letzteren 
neun  Linien  ein  Sechseck  bilden,  von  dessen  Pas caPschen  Linien  drei  mit 
den  r  zusammenfallen,  während  die  drei  andern  durch  den  Schnittpunkt  der 
l  gehen. 

Ein  specieller  Fall  hiervon  ist  der,  wenn  — = — 1  ist.  Man  kann  den 

Gleichungen  der  Linien  in  25)  dann  die  Form  geben: 

_a  +  ft  +  c=0,     -a'  +  &'  +  c'=0,     -a"  +  6"  +  c"=0, 
26)  a— b  +  c=o,         a—b'  +  c=0}        a—  fc"  +  c"=0, 

a  +  b  — c=0,         a+  b'— c  =  0,        a"  +  b" — c"=0. 
Die  Gleichungen  der  Pascal'schen  Linien  sind  dann 
r=0,  r'=0,  r"=0, 

—  2  0=0,      —2^=0,       —  2e"=0, 
und  durch  die  Deutung  der  obigen  Ausdrücke  erhält  man  den  Satz: 

Wenn  man  die  Schnittpunkte  der  Linien  q  (oder  r)  und  der 
geraden  Seiten  des  Sechsecks  unter  sich  verbindet,  und  ebenso 
mit  den  Schnittpunkten  jener  Linien  und  der  ungeraden  Seiten 
sowie  der  Diagonalen  verfährt,  so  erhält  man  drei  Dreiecke,  deren 
Seiten  die  Seiten  und  Diagonalen  eines  Pascal'schen  Sechsecks 
sind,  dessen  Pascal'sche  Linien  mit  denen  des  gegebenen  Sechs- 
ecks zusammenfallen. 
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.  '"  XXIX.  Ueber  den  Binfluss  der  Gestalt  und  täglichen  Bewegung  des 
Brdballs  auf  Gleichgewicht  und  scheinbare  Bewegung  irdischer  Gegen- 
ständb  in  der  tt&he  der  Oberfläche.  Von  Dr.  Ludwig  Maytbiessen  in 
Husum. 

Die  Axendrehung  der  Erde  und  ihre  damit  susamnrenhängende  Ab- 
weichung von  der  Kugelgestalt  sind  die  Ursache  einer  Anzahl  merkwürdiger 
Erscheinungen,  von  denen  hier  die  vorzüglichsten  einer  genaueren  Betrach- 
tang unterzogen  werden  sollen.  Schon  Rice ioli  und  Brahe  versuchten 
in  der  Abweichung  des  freien  Falles  von  der  Verticalen  einen  mathematisch- 
physikalischen  Beweis  für  die  tägliche  Bewegung  des  Erdballs  zu  «entdecken 
(Riccioli  argumenta  fisico-matematico  ilmoto  diurno  della  terra.  1668  Bononiae). 
Das  Problem  dieser  Entdeckung  hat  ein  merkwürdiges  Schicksal  gehabt. 
Die  beiden  genannten  Gelehrten  nahmen  irrthümlich  eine  westliche  De- 
viation des  fallenden  Körpers  an.  Mersenne  stellte  zur  Prüfung  dieser 
Annahme  unmittelbare  Versuche  an,  indem  aus  senkrecht  in  den  Boden  ge- 
grabenen Kanonen  Kugeln  vertical  aufwärts  abgeschossen  wurden«  Diese 
Versuche  führten  indessen  zu  keinem  entscheidenden  Resultate,  da  die  Ku- 
geln sowohl  westlich  als  östlich  niederfielen,  wiewohl  hier  wiederum  eine 
westliche  Deviation  hätte  erwartet  werden  müssen.  Das  Problem  wurde 
mit  grösserer  Schärfe  gelöst  von  Newton  und  Hooke  um  das  Jahr  1679. 
Letzterer  machte  zuerst  die  interessante  Bemerkung,  dass  nicht  allein  eine 
östliche,  sondern  auch  wegen  der  Abplattung  der  Erde  eine  kleine  südliche 
Deviation  des  Falles  auf  der  nördlichen  Halbkugel  stattfinden  müsse. 
Newton  hielt  die  Curve  des  fallenden  Körpers  für  eine  Spirale,  Hooke 
für  eine  Ellipse.  Mit  ihren  Versuchen  machten  diese  Beiden  indessen 
ebenso  wenig  Glück,  wie  die  vorigen.  Die  ersten  mit  der  Theorie  überein- 
stimmenden Versuche  wurden  1802  von  Benzeuberg  angestellt.     Erbe- 
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obachtete  bei  einer  Fallhöhe  von  235 '  (Michaelisthurm  in  Hamburg)  eine 
östliche  Deviation  von  4"',0.*)  In  neuester  Zeit  hat  Puiseux  (ßompt.  rend.. 
1856,  8.  683)  wiederum  auf  die  Einwirkung  der  Umdrehung  der  Erde  auf 
die  Richtungsänderung  der  Verticalen  und  die  hiervon  abhängige  Gleichge- 
wichtslage eines  Pendels  aufmerksam  gemacht  Im  Jahre  1862,  ist  in  einer 
ausführlicheren  Bearbeitung  (Jahrg.  VII  dieser  Zeitschr.,  S.  252)  die  Glei- 
chung der  Aberration  der  Richtung  der  Schwerkraft  von  der  Verticalen 
eines  Punktes  der  Erdoberfläche  von  mir  aufgestellt  worden.  A.  a.  O. 
glaube  ich  dargethan  zu  haben,  dass  diese  Gleichung  der  Aberration  in  der 
Nähe  der  Erdoberfläche  bis  zu  einer  Höhe  von  100000  Metern  sich  auf  eine 
gerne  in  e  Parabel  reducire,  nämlich  für  einen  Ort  mittlerer  Breite 

«        5Ä 

die  scheinbare  Bahn  des  fallenden  Körpers  wegen  der  täglichen  Bewegung 
aber,  auf  die  fortschreitende  Verticale  als  Ordinatenaxe  bezogen,  eine 
Neü'sche  Parabel  vorstelle  von  der  Form 

*•  — z  ""•         i ^i  i 
arcosqr 

wo  R  den  Erdhalbmesser,  k  die  Fallhöhe,  q>  die  Breite  des  Ortes,  8  die  Er- 
hebung über  der  Erdoberfläche ,  a>  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Aequa- 
tors,  8  und  8t  die  südliche  und  östliche  Deviation  bezeichnen.  Fer- 
ner habe  ich  ibid.  nachgewiesen,  dass  die  scheinbare  Bahn  eines  durch 
beide  Ursachen  influeftcirten  Körpers  eine  spiralförmig  gewundene,  gegen 
JVund  O  concave,  gegen  SW  convexe  Linie  sei. 

Unter  den  Wirkungen  der  Axendrehung  und  der  durch  die  Abplattung 
verursachten  Aberration  der  Verticalen  sind  folgende  beachtenswerth : 

1.  Die  Trajectorien ,  welche  die  der  Erdoberfläche  sehr  naheliegen- 
den Niveauflächen  durchschneiden,  sind  gemeine  Parabeln, x 
welche  ihre  concave  Seite  dem  nächsten  Erdpole  zuwenden. 
Sie  sind  die  Linien  der  Aberration  der  Verticalen  und  Hegen  in  der 
Ebene  des  Meridians. 

2.  Ein  frei  hängender  homogener  Faden  hat  die  Gestalt  einer  ge- 
meinen Parabel,  welche  ihre  concave  Seite  ebenfalls  dem 
nächsten  Erdpole  zuwendet  und  in  der  Meridianebene  liegt. 

S.  Ein  Fadenpendel,  an  welchem  eine  Kugel  von  der  Masse  m  hängt, 
bildet  eine  logarithmische  Curve,  welche  ihre  concave  Seite 
dem  nächsten  Erdpole  zuwendet. 

4.  Ein  in  seinem  Schwerpunkte  aufgehängter,  in  der  Meridianebene 
drehbarer  Stab  strebt  sich  so  zu  stellen,  dass  sein  unteres  Ende 
gegen  den  nächsten  Erdpol  convergirt,  also  auf  der  nördlichen 
Halbkugel  gegen  Norden  gerichtet  ist.  Wird  derselbe  am  obersten 


*)  Vergl.  Li  Uro  w,  die  Wunder  des  Himmels,  §.  90. 
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Ende  aufgehängt,  so  ist  sein  unteres  Ende  gegen  den  Aequator 
geneigt,  er  nimmt  nur  dann  eine  vollkommen  verticale  Stellung 
ein,  wenn  der  Aufhängepunkt  ein  Dritttheil  seiner  Länge  vom 
obern  Ende  genommen  wird.  Das  Maximum  seiner  südlichen 
Declination  findet  statt,  wenn  die  Höhe  des  Aufhängepunktes  den 
sechsten  Theil  des  Erdhalbmessers  beträgt. 

5.  Die  Bahn  eines  frei  fallenden  Körpers,  abgesehen  von  seiner  De- 
viation nach  Osten  wegen  der  Aenderung  der  Winkelgeschwindig- 
keit in  verschiedenen  Höhen,  wenn  man  allein  die  Aberration  der 
Verticalen  berücksichtigt,  ist  eine  in  der  Ebene  des  Meridians  lie- 
gende gegen  den  nächsten  Pol  concave  Apollonische  Para- 
bel, welche  den  Horizont  unter  einem  spitzen  Winkel  mit  der 
Normalen  schneidet.  Der  fallende  Körper  ricochettirt  gegen  den 
entfernteren  Pol  oder,  was  dasselbe  ist,  gegen  den  Aequator. . 

6.  Die  Bahn  eines  senkrecht  aufwärts  geworfenen  Körpers  ist  eine 
Curve  vierten  Grades,  welche  in  unmittelbarer  Nähe  der.Erdr 
Oberfläche  in  eine  Parabel  der  dritten  Ordnung  übergeht.  Sie  ist 
gegen  den  nächsten  Pol  convex  gekrümmt. 

7.  Der  abwärts  steigende  Zweig  dieser  Bahn  ist  ebenfalls  eine  Curve 
vierten  Grades.,  welche  den  Horizont  unter  einem  sehr  spitzen 
Winkel  mit  der  Normalen  schneidend  dem  nächsten  Pole  seine 
concave  Seite  zukehrt.  Der  geworfene  Körper  gelangt  an  einem 
dem  Aequator  näher  gelegenen  Orte  wieder  an  und  ricochettirt 
gegen  den  Aequator.  Der  absteigende  Zweig  ist  mit  dem  aufstei- 
genden nicht  congruent. 

8.  Die  Bahn  eines  fallenden  Körpers ,  abgesehen  von  der  Aberration 
der  Verticalen,  wenn  man  nur  seine  Deviation  nach  Osten  in 
Rechnung  zieht,  ist  eine  Neil' sehe  Parabel,  deren  Scheitel  im 
Ausgangspunkte  liegt  und  deren  concave  Seite  gegen  Osten  ge- 
richtet ist.  Sie  liegt  in  der  durch  die  Verticale  senkrecht  zum 
Meridian  gelegten  Ebene.  Der  fallende  Körper  trifft  den  Horizont 
unter  einem  spitzen  Winkel  mit  der  Normalen  und  ricochettirt 
gegen  Osten. 

9.  Die  Bahn  eines  senkrecht  aufwärts  geworfenen  Körpers  ist  eine 
Curve  dritten  Grades,  deren  concave  Seite  gegen  Westen  ge- 
kehrt ist.  Der  steigende  Körper  erreicht  ein  Maximum  der  De- 
viation gegen  W. 

Id.  Der  absteigende  Zweig  dieser  Bahn  ist  eine  Curve  dritten.  Gra- 
des, deren  concave  Seite  gegen  0  gekehrt  ist  Der  fallende 
Körper  erreicht  ein  absolutes  Maximum  der  westlichen  Deviation 
und  kehrt  dabei  bis  zu  dem  sub  0)  angedeuteten  Maximum  der 
Deviation  zurück.  Die  Totalabweichung  ist  aber  eine  westliche 
im  Gegensatz  zu  8)  und  der  Körper  ricochettirt  gegen  0. 
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11.  Ein  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  horizontal  von  S  gegen  N 
sich  bewegender  Körper  durchläuft  eine  scheinbare  Bahn,  deren 
Gleichung  die  einer  Apollonischen  Parabel  ist.  Die  De- 
viation ist  eine  östliche. 

Es  sollen  obige  Theoreme  bewiesen,  werden. 

Theorem  I.  Die  Gleichung  der  Aberration  der  Verticalen  ist  bereits 
in  der  Einleitung  angeführt,  nämlich 

&» ö* 

vo  Xf= ; — f   dem  durch  die  Gradraessungen  beobachteten  und  berech- 

a* 

netenWerthe  0,00660,  R  der  mittlere  Erdhalbmesser  =  6366785  Meter  zu 
setzen  ist. 

Denkt  man  sich  nämlich  den  Fusspunkt  0  (Taf.  IV,  Fig.  1)  der  Verti- 
kalen an  einem  Orte  mittlerer  Breite  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  die 
Verticale  als  z-Axe  der  Ordinaten,  die  Tangente  des  Meridians  als  y-Axe 
.der  Abscissen,  die  Tangente  des  Breitenkreises  in  O  als  ar-Axe,  so  liegt  die 
Linie  der  Aberration  in  der  yz-Ebene.  Die  Grösse  der  Aberration  für 
einen  Funkt  P  ist  offenbar*) 

dy      4     f  .       6k48 

wo  8  die  Verlängerung  des  rad.  vect.  R  bis  P,  tp  und  %  die  Winkel  bedeu- 
ten, welchen  die  Tangenten  der  Punkte  P  und  O  mit  der  Aequato rialaxe 
bilden.  Der  Winkel  MPM'  beträgf  für  die  mittlere  Breite  ungefähr  U',5, 
mithin  ist  d=z :co* ll',5=».  1,0000006,  so  dass  man  8=z  setzen  darf,  also 

dy_Qk*8 

d8~  5JT 

Für  die  Oerter  mittlerer  Breite  erreicht  der  Ausdruck  -^-^-  ein  Maximum. 
Es  ist  nämlich  fiirx:y=xl:yi  =  q 

also 


to;*g>0=(l+A«)y,      iatt(Pl=  |(i  +itj+  !^«L 


12  X4 

dy  bRq  8'y  12*4  {l  —  (l  +  Jt^V) 

8.38      l  +  U  +  iW     8.B8.dq~  5Ä  '{l  +  (1 +Ä*)V}f' 
Für  ein  Maximum  ist  folglich  q=l  +  l*,   also  x  nahezu  gleich  y.     Durch 
Integration  obiger  Differentialgleichung  erhält  man 

M       5Ä         bR 

Die  Gleichung  ist  gültig ,   so  lange   als  das  Verhältniss  s  :  8  verschwindet 
gegen  8 :  R,  und  so  lange  dies  gleichfalls  eine  sehr  kleine  Grösse  bleibt. 


»)  Vergl.  Zeitschr.  Bd.  VII,  8.  252. 
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***^^*V%^^Ä^ 


Wir  nehmen  im  Folgenden  100000  Meter  als  die  äusserste  Grenze  von 
6  an,  alsdann  bleibt  ö  :  R  immer  unter  dem  Werthe  1 :  08,67,  also  klein  ge- 
nug, und  s  :  ö  unter  3 i4 :  (5.(58,67)  =  0,000000422 ,  welches  wiederum  gegen 
ö :  R  verschwindend  klein  ist.    Die  südliche  Abweichung  beträgt  bei  dieser 

Annahme  42,176mm  und  ^=(ani=tan1f(f  0"f  18. 
oo 

Theorem  II.  Um  die  Curve  des  Gleichgewichts  eines  vom  Punkte 
V  (Taf.  IV,  Fig.  2)  herabhängenden  Fadens  V  PO  zu  bestimmen,  nehmen 
wir  den  untersten  Punkt  zum  Anfangspunkt  der  Coordinaten  und  erinnern 
uns ,  dass  in  der  Nähe  des  Ortes  0  die  Linie  der  Aberration  überall  als  pa- 
rallel angesehen  werden  kann.  Die  Gleichungen,  welche  die  Bedingungen 
des  Gleichgewichts  für  eine  Seilcurve  ausdrücken,  sind : 

d(Tlys)  +  TdS==°>  d{Tj3+ZdS=°- 
Die  Componenten  Y  und  Z  werden  durch  die  Richtung  der  Verticalen 
(Schwerkraft)  im  Punkte  P  bestimmt.  Seien  für  denselben  Punkt  dz  und 
dy  die  Differentiale  der  Coordinaten  der  gesuchten  Curve,  dz  und  dy  die 
der  Linie  der  Aberration,  sowie  ds  und  da  die  zugehörigen  Bogenelemente, 
so  hat  man,  wenn  ft  das  Gewicht  der  Längeneinheit  des  Fadens  an  der  Erd- 
oberfläche bedeutet,  für  den  Funkt  (yz) 


Y—     P9-dy    z=i    (ig.dt_     t*g' 


.dz 


g.da  '  g.da  g.da  ' 

wo  g  und  g  die  Schwerkräfte  in  P  und  O  bezeichnen.     Da  aber  diese  sich 
wenig  ändert  und  für  kleine  Werthe  von  z  nahezu 


g':g  =  R>:(R+zy=(l-yiy.i, 


so  wird  es  gestattet  sein,  g'=g  zu  setzen.    Weil  ferner  in  der  Nähe  von  P 
so  ist  wegen  Congruenz  dieser  Curven  c  eine  Constante,  und 


■.,-:-$w 


Ferner  sind 


•.-.y.+GJ)'.  ..-«jT^gj*. 


Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Bedingungsgleichungen  ein,  so  sind  ihre 
Integrale 


A(H)' 


Kleinere  Mittheilungeti.  407 


1*/t*/VtA^.ft*^.A 


4 


8'  "J  /•♦(H)" ' 


Nun  ist  die  Cotangente  des  Punktes  V  offenbar  kleiner,  als  die  des  Punktes 
vF,  und  noch  viel  kleiner  gegen  die  Cotangente  eines  beliebigen   andern 
tiefer  gelegenen  Punkte*  P  der  Curve,  also 


ebenso  ist 


~^<  tan  $  <  ?-— 5  oder  0,000000843, 
0%  R 


also  eine  gegen  1  verschwindende  Grösse.     Hieraus  folgen  die  einfachen 
Integrale 

z 


0 
Dividirt  man  beide  Gleichungen,  so  erhält  man 

dy      8i4  ,     .       10  R 

_  =  _,,  und  J^jpy+Const. 

Da  nun  f&r  y=0  auch  z=0  werden  soll,  so  ist  die  Gonstante  Null  und 

.     10Ä 

welche  Gleichung  eine  Apöllonische  Parabel  vom  doppelten  Parameter  der 
Linie  der  Aberration  vorstellt.     Für  z=d0=  100000 m  ist  y=21,068~"1. 

Theorem  III.  Denken  wir  uns  den  herabhängenden  Faden  von  der 
Masse  tn  und  am  untern  Ende  durch  die  Masse  M  gespannt,  so  wird  die  Rich- 
tungsänderung desselben  eine  andere  Function  von  seiner  Länge  werden, 
und  sich  voraussichtlich  bei  zunehmendem  M  der  Verticalen  fort  und -fort 
nähern»    Die  Gleichgewichtsbedingungen  sind 

Jdy      3A4     t     Jdz  ,  ,_ 

weil  —  für  2=0  in  die  Einheit,  T  aber  in  M  übergeht. 

Es  ist  also 

dy_      UAtiz*  UU1 

»*  — 5Ä0a«+JO""5j,  (,+  *)" 
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Das  Integral  dieser  Gleichung  ist 

und  wenn  der  Einfachheit  wegen  z=0  für  y=0  angenommen  wird,  so  ist 
die  Constante  gleich  — (  —  )  /o^naM  —  J  und 

314  l   ,         M     t      /M\*  M+za) 

»=ürsr-,r+,wfcf,,i' *  }• 

Da  innerhalb  der  Grenzen  unserer  Betrachtungen  die  Bogenlänge  s  und  die 
Ordinate  z  als  gleich  angenommen  werden  können,  so  ist  gemäss  Voraus- 
setzung ß£0s=f?i,  also  f*  =  ^-»  und  wenn  dies  substituirt  wird 


»»'i ,  .»,  J_./'*v,     "+i" 


,^+,g)r^_fc 


'       10  Ä' 

Stehen  Af  und  m  in  einem  messbaren  Verhältnisse  zu  einander,  so  wird  für 
kleine  z 

A4m*8 


bR.M.Öt 


(cubische  Parabel). 


Dieselbe  Gleichung  erhält  man,  wenn  überhaupt  tn  gegen  M  verschwin- 
det.    Z.  B.  für  ro  =  0  oder  M=co  wird  y=0  (verticale  Lage). 

Theorem  IV.  Für  einen  in  seinem  Schwerpunkte  aufgehängten,  in 
der  Ebene  des  Meridians  liegenden ,  prismatischen  Stab  giebt  es  nur  zwei 
Gleichgewichtslagen,  die  eine  parallel  zum  Horizont,  die  andere  mit  einer 
geringen  Ablenkung  von  der  Normalen  des  Punktes  0  (Taf.IV,  Fig.  3)  gegen 
den  nächsten  Erdpol.  Die  Bedingung  des  Gleichgewichts  des  Stabes  KL 
ist  die,  das s  die  Summen  der  statischen  Momente  gleich  Null  sind.  Bezeich- 
net a>  den  Winkel  der  gesuchten  Ablenkung,  g?  —  q>  die  Aberration  in  P,  so 
ist  die  Componente  der  Schwerkraft,  welche  in  P  normal  gegen  den  Stab 
wirkt, 

A'=  9\R+Zysin  (ö)+<p""^)- 

Berücksichtigt  man,  dass  z  gegen  R  verschwindet,  so  reducirt  sich  K  auf  den 
Ausdruck 


W+Q5—  <p0 — |. 


Bildet  man  nun  die  Ausdrücke  für  die  statischen  Momente  der  beiden  Hälf- 
ten des  Stabes,  indem  man  für  die  Abstände  auf  den  Stäben  die  entspre- 
chenden Längen  der  Ordinaten  z  setzt,  nämlich 

Jgl  (ö  +V  —  <Po—  2«  * \  (z  —  -%)dzy 

2 
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und 

J  g\<a  +  <p  —  <Po  —  2<ö^|( f— z)dz>    v  —  Vo^yr^1™*' 

igungsgleichui! 


0 
so  erhält  man  die  Bedingungsgleichung 

l5*«'-S=o, 


ZX4       Rtanz 
also  »  =  ---=3 - — . 

5  2d0 

Die  Inclination  des  Stabes  ist  also  unter  derselben  geographischen 
Breite  von  der  Länge  des  Stabes  unabhängig.  Für  die  mittlere  geogra- 
phische Breite  ist  a>  =  5",7.  Den  Aufhänge.punkt  des  Stabes,  für  welchen 
ö>  gleich  Null  wird,  erhält  man,  wenn  man  in  beiden  Integralen  statt  ö0  und 

—  die  Grenzen  S0  und  /  einführt,  und  dann  a>  gleich  Null  setzt*     Die  Be- 
dingungsgleichung ist  jetzt 


K-^)It-tH 


2 

also  ?==}ä0.  Hieraus  folgt,  dass  der  Stab  die  vollkommen  perpendiculäre 
Stellung  einnimmt,  wenn  der  Aufhängepunkt  J  vom  obern  Ende  entfernt 
ist.  Bückt  man  denselben  noch  höher  auf,  so  geht  die  nördliche  Inclination 
des  Stabes  in  eine  südliche  über,  die  ein  neues  Maximum  erreicht.  Wählt 
man  das  obere  Ende  dazu,  so  wird  l=ö0  und  die  Bedingung  des  Gleichge- 
wichts ist  2A4$0  -  ,vn /*',*/'  a« 

w== -i  =— .Jfan*=— 0°0  0  ,06. 

5  R 

Der  Sinn  des  negativen  Vorzeichens  ist  klar  genug.  Es  giebt  zwei  Grenz- 
werthe  von  eo,  welche  man  aus  der  allgemeinen  Gleichung  des  Gleichge- 
wichts findet,  indem  man  a>  nach  /  differenzirt  und  den  Differentialquotien- 
ten gleich  Null  oder  oo  setzt.     Es  ist  nun 

d0       ,  3l4*0 
d*         »-Rm  +  TR 


2  ^  R        ZR 

Für  den  ersten  Fall  ist 

<ö  = £  =  —  0°0'  C",09  (südlichste  Inclination). 

5  a 

Der  entsprechende  Werth  von  /  ist  R :  6, 
Für  den  zweiten  Fall  ist 

7+Ä~~3ir  —  '~0'  2* 

Der  entsprechende  Werth  von  w  ist 

9>  =  J. 1*  s=s  0°0'5",7  (nördlichste  Inclination). 
Bei  einem  homogenen  Erdellipsoid  würde  dieselbe  9",0  betragen. 
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Ans  dem  ersteren  Werthe  von  /  folgt  die  merkwürdige  Thatsache,  dasa 
bei  nocb  weiter  wachsendem  /  die  Inclination  einen  constanten  Werth  an- 
nimmt, und  der  Stab  also  sich  parallel  seiner  Richtung  gegen  den  Aequator 
hinbewegen  muss.  Für  denselben  Grenzwerth  von  /  ist  die  südliche  Ablen- 
kung des  untern  Endes  von  dem  Fusspunkt  der  Verticalen  des  Aufhänge- 
punktes 

L  0= — -£-  Meter  =  OjOOÖÖQUO4  Meter  =  448,9MI». 

Diese  Lage  des  Stabes  ist  zugleich  die  Sehne ,  welche  den  obersten 
Funkt  F  der  Linie  der  Aberration  mit  ihrem  Scheitel  0  verbindet. 

Theorem  V.    Wir  nehmen  vorläufig  den  Fusspunkt  0  (Taf. IV, Fig. 4) 

der  Verticalen,  in  welcher  die  Bahn  ihren  Anfang  hat,  als  Coordinatenan- 

d*z  d*y 

fangspunkt  an.    Die  beschleunigenden  Kräfte  r-j  und  ^4,  welche  den  Cos*. 

derjenigen  Winkel  proportional  sind,  welche  die  Richtungen  der  Kräfte  mit 
den  Axen  einschliessen,  sind 

Da  aber  \^\)  gegen  die  Einheit  verschwindend  klein  bleibt,  so  kann  man 

den  beiden  Gleichungen  eine  einfachere  Gestalt  geben,  nämlich 

dxz  _        d*y  o    drj  m    dti 

J?=~29>  J?=-2gTt=-2«Tz 

Durch  Integration  erhält  man 

dz 


— =^(a0— z),  z=i0—gf, 

nnd  weil  ■^=a  — s-  ist»  »o  ist  noch 

V,— »a'(*«:'f)+«- 

Die  Constante  wird  gleich  Null,  wenn  die  Anfangsgeschwindigkeit  Null  ist. 
Unter  dieser  Annahme  erhält  man  durch  abermalige  Integration 

»Ba-'s5(v-~f<,)+ö"'* 

worin,  der  Voraussetzung  gemäss,  die  Constante  gleichfalls  Null  ist.     Sub- 
stituirt  man  den  Werth  von  t  aus  2,  so  wird 

Hieraus  ergiebt  sich  für  z=0  der  Werth  der  südlichen  Deviation 

y~— A4-g»=70,29~m. 
Der  Körper  erreicht  also  nicht  völlig  den  Werth  der  Subtangente  der 
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Aberrationslinie    des    obersten    Punktes    der    Bahn ,    welche    gefunden 

wird 

1*8* 
yt  =  -i-£  =84,352—. 

Da  weiter 

_=ir:(2r  +  4a0), 

so  findet  man  den  Winkel,  unter  welchem  der  Horizont  in  G  getroffen  wird, 

gleich 

dz      n       4X*d0 

arctan  77-  = zr* 

dy      2         5Ä 

Der  Körper  ricochettirt  mithin  gegen  den  Aequator.    Der  Ort  des  Scheitels 

der  Parabel  liegt  unter  dem  Horizont  und  ergiebt  sich  aus  der  Relation 

2z  +  4ä0  =  0,      z  =  — 2d0=  —  200000w. 

91*  d* 

Für  diese  Ordinate  isty= — =^.     Substituirt  man  zt  —  2ö0  statt  z  und 

9X4Ö* 
yx  statt  y ~-^  so  ist  die  Scheitelgleichung  der  Bahn 

t_5Ä 

Die  Richtung  der  Bahn  im  Anfange  der  Bewegung  ist 

dz_        5jB  __dz 

dy"      6il4d0"~0ijf 
also  mit  der  Aberration  gleich. 

Theorem  VI.     Um  die  Bahn  eines  vertical  aufwärts  geworfenen  Kör- 
pers (Taf.  IV,  Fig.  5)  zu  bestimmen,  rechnen  wir  die  positiven  Abscissen 
gegen  den  Aequator  hin  vom  Anfangspunkte  aus.   Ist  a  die  Anfangsgeschwin 
digkeit,  sq  sind  die  Gleichungen  der  Bewegung 

5f — 'SC---5?-)-  --'>'-«<>• 

Durch  Substitution  von  t  aus  z  erhält  man  eine  Curve  vierten  Grades.     Es 
ist  nämlich 

z*      a* 


Addirt  man  hierzu 


z*       a% 

9       9 


■#—'-.* 


so  wird  .         ,  .   ,  5  Ä 
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und 


-./ ,      5Ä         g  ( ,      5Ä  \ 


Die  Grenze  des  Werthes  von  a  wird  bestimmt  durch  j/4gd0.  Hieraus  and 
aus  l0  =  yS^Tg  findet  man  weiter  die  horizontale  Geschwindigkeit  im  höch- 
sten Punkte  der  Bahn 

und  als  das  Maximum  der  südlichen  Deviation 
Für  kleine  Werthe  von  t  ist 


3A4 
yi=— g^V  =  —  42,176«»«. 


y  ==  —  77TET  z*  (cubische  Parabel). 
10iio0 

Die  Bahn  ist  gegen  den  Aequator  concav  gekrümmt. 

Theorem  VII.     Der  absteigende  Zweig  der  Bahn  wird  gefunden, 

wenn  t  fortan  von  dem  höchsten  Punkte  an  gerechnet  wird, 

%=-»>.->»:  j?  — Js(v-{')+ *- 

Für  f=0  ist  aber,  wie  oben  bemerkt, 

GÖ.— ä**a 

if--*»n(*-f')-n^ 

» = -  s  %  (*.<•-  £  <*)  -  ^ ».  Viru + «»»^ 

Verlegt    man    den    Coordinatenanfangspunkt    von»  0  nach  0',    so   wird 

y,=-,^(,.,_£,)_«',.^x 

Hieraus  lässt  sich  /  vermittelst  der  Beziehung  s=fl0 — gt  eliminiren 

Die  Gleichung  ist  eine  biquadratische  und  von  der  Bahncurve  in  V  nur  um 
das  Glied  — 8fl0  ^d0(d0  —  2)  verschieden.  Man  kann  sie  aus  jener  ablei- 
ten, wenn  man  annimmt,  dass  die  Ordinatenaxe  0iZi  mit  der  vom  Körper 

im  höchsten  Punkte  seiner  Bahn  erlangten  Geschwindigkeit  (  0^  )  fort- 
schreite.    Nach  der  Zeit  i  ist  dieser  Fortschritt 


also 
und 


»=69.'— n**«^ 
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also 


-^  =  -8*0j/*0(*0-*). 

Der  absteigende  Zweig  der  Bahn  ist  gegen  den  Aequator  convex  and  ihr 

Scheitel  unter  dem  Horizont  gelegen.     Denn  für  ( ^- )  =0  ist 

S  8 
2z  +  4J0  +  4  — =====0,     z=—  3J0=  —  300000*. 

Für  z  =  0  ist  5Äy  :  A4  =  —  13ä0*>  also  die  südliche  Abweichung  0iG  gleich 

13i* 
-^-  J0*.     Die  Totalabweichung  0  G  beträgt  also 

13  A4 
—  -Ä-V  =  -  224,94  -». 

Um  den  Winkel  zu  finden,  unter  welchem  der  Körper  den  Horizont  in  G 
trifft,  hat  man 


also  für  *=0 


8-ä(-+**v£ 


ay    TT    8M0 

arc  co/  ~  = - . 

dz       2         5/2 


Der  Körper  ricochettirt  mithin  gegen  den  Aequator. 

Theorem  VIII.  Bezeichnet  w  die  Winkelgeschwindigkeit  eines 
Ortes  von  der  Breite  g>  in  der  Bichtung  der  Yerticalen,  a>  die  Winkelge- 
schwindigkeit eines  Punktes  des  Aequator s,  so  ist  n>  =  o  cos  <p.  Nimmt 
man  die  Verticale  des  Anfangspunktes  V  der  Bahn  (Taf.IV,  Fig.6)  zur  Or- 
dinatenaxe,  die  Horizontale  derselben  zur  Abscissenaxe,  so  ist  die  Ordinate 
M  die  Fallhöhe  und 

s  =:  n>  ht  cos  (p  =  cohtcoscp1,     h  =  gf, 
mithin  die  scheinbare  Bahn  des  Körpers  bezogen  auf  die  veränderliche  Or- 
dinatenaxe 

Ä8  =    ,  9     »j1  (Neil's  Parabel); 

die  Grösse  st  oder  OG  der  Abweichung  eines  fallenden  Körpers  vom  Fuss- 
punkte  0  der  Verticalen  beträgt  für  die  Fallhöhe  100000m  an  einem  Orte 
mittlerer  Breite 


*~*y\ 


:521" 


g  86164 

Den  Winkel,  unter  welchem  der  Körper  den  Horizont  trifft,  findet  man  aus 

dh_        2gs        _2h 
d  s ~~  3 ctfcos  <p*h*  ~~  3  *' 
a     dh      n      3* 
es      2  .    2Ä 
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der  Körper  ricochcttirt  mithin  gegen  Osten  (hei  grossen  Höhen  etwas  süd- 
östlich). 

Theorem  IX.  Der  aufsteigende  Zweig  der  scheinbaren  Bahn 
(Taf.  V,  Fig.  7)  eines  vertical  aufwärts  geworfenen  Körpers  wird  gefunden 
aus  den  Belationen 

x  =  mcosqf.tz,     z  =  at —  gt*  =  y*göQJ —  gP, 
wo  S0  die  höchste  Steigung  bezeichnet.     Eliminirt  man  /,  so  wird 

mcosqr  arcosqr 

Für  kleine  x  geht  diese  Gleichung  der  Bahn  über  in  die  einer  Parabel 

wcos<p* 
Ferner  findetf  man  leicht 

dz  ]/4göQ.<ocoscptz  —  2gx 

lant  =  —  = - — — — - , 

°x      Zvfcosqtz*  —  V*g&Q  •  mcosq>*x 

also  für  das  max.  oder  min.  von  tan  x 

0=  mcosq>*]/4g8Qz  —  2gx. 
Wenn  man  hieraus  x  bestimmt  und  in  die  Gleichung  der  Bahn  einsetzt,  so 
wird 

z*  —  d0tf  =  0, 
mithin  ein  max.  für  2=0,  ein  min.  für  z=d0.    Im  letzteren  Falle  erhält  man 
die  grösste  westliche  Deviation,  nämlich 

xQ  =  mcos(pty  -*.J0=  521m. 

Die  Zeit  des  Aufsteigens  ist  /0  =  j/S^Tg  oder  ungefähr  i 2l",4.   Differenzirt 

ma  x  nach  /,  so  erhält  man  die  scheinbare  horizontale  Geschwindigkeit  des 

Körpers  im  höchsten  Punkte  V  seiner  Bahn,  nämlich 

dx  /  dz\ 

—  =  mco$<pf  lö0  +  l—J  =  m.cos<p*.60  =  3,64m, 

indem  —  an  dieser  Stelle  gleich  Null  wird. 

0* 

Theorem  X.  Von  dem  Wendepunkte  V  der  Bahn  (Taf.  IV,  Fig.  7) 
an  gerechnet,  ist  nun  offenbar 

x  —  mcostp*  { S0t0+  z{t— /0)j, 

Snbstituirt  man  diesen  Werth  in  die  Bahngleichung,  so  wird 

x  =  ucosip*  |  oVo  +  *Y  — — -  (> 
und  wenn  man  x — x0—xt  setzt 

*•  —  »o**  +  g  ,*'    *  =  o. 
0      '  *  a*cos<p* 
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Für  2=0  und  ^  wird  ^=0,  d.  h.  der  Körper  erreicht  am  Fasspunkte  der 

Normalen  des  Gipfelpunktes  V  der  scheinbaren  Bahn  wieder  den  Erdboden. 

Seine  gesammte  Deviation  ist.  also  westlich,  sie  beträgt  ebenfalls  521  "S 

Es  giebt  aber  zwischen  2=0  und  z—ö0  ein  max.  der  Deviation  gegen    W 

dx 
und  wird  gefanden,  wenn  man  —  =  0  setzt,  oder 

o  z 

0  =  —5- vfcos  qp4, 

Zgxt 

also  2^=f  ä0,  während  die  Deviation  X  selbst  betragt 

x  =  x0  +  X4=»co$q>%y-2  S0  (l  +  }/£)  ==  719". 
Der  Winkel,  unter  welchem  der  Körper  in  G  aufschlägt,  wird  gefunden  ans 

dz_ *gxx ^Ygytt—z.mcosip* 

dx~~(2d0z  —  3*,)»,cew9>4—  2Ao  — 3z  * 

welcher  Ausdruck  für  2=0  die  Fortny  -?  :  mcostp*  annimmt.     Mithin  ist 

dz      n       mcosw* 
arctan  —  = — — . 

»•      *        ?60:9 
Der  Körper  ricochettirt  folglich  gegen  Osten. 

dz  n 

Da  ferner  --?&*  «o=0  oderqp  =  --  gleich  oo  wird,  so  folgt  hieraus, 

dass  in  beiden  Fällen,  also  am  Pole  stets  und  am  Aequator  aus  in  diesem 
speciellen  Falle  die  scheinbare  Bahn  eine  Gerade  ist.  Das  Hauptmaxi- 
mum der  Deviation  befindet  sich  über  dem  Aequator  und  zwar  westlich 
1438  Meter  für  *0=  100000  Meter. 

Theorem  XL  Seien  die  Tangente  NS  des  Meridians  des  Ortes  0 
(Taf.  IV,  Fig.  8),  so  wie  die  Tangente  WO  des  Breitenkreises  die  Coordina- 
tenaxen  der  Horizontalprojection  der  scheinbaren  Bahn  0G.  Nehmen  wir 
ferner  an,  die  Breite  des  Punktes  0  betrage  <p0,  die  irgend  eines  andern 
Punktes  der  Bahn  g>,  so  ist  offenbar 

y  =  vt,     x  =  *rt  {cos<pQ  —  cosvp)  =  Vmrltin  C*9^)  sin  (y~y°\ 
Da  man  aber  wegen  der  sehr  kleinen  Grösse  <p  —  <p0  für  den  Sinus  den  Bo- 
gen selbst  setzen  darf,  sowie  für  jtwf  jden  Werth  sin<p01  so  geht  die 
zweite  Gleichung  über  in 

x  =  (ort  sin  tp0  —  =sa)t$in<pQy, 


und  wenn  man  t  eliminirt 

mstHfp0 


>=••=»*  *■= 
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Um   die   Ideen   zu   fixiren   seien   für  eine  Geschtitzkugel  v=1000m    and 
y=8000m,  so  würde  betragen 

x  = *—s =  3,30"\ 

1000.86164  '       ' 

eine   Grösse  der  Deviation,    die  sich  der  Beobachtung  kaum  entziehen 

dürfte. 


XXX.    Heber  ein  geometrisches  Theorem  von  JaoobL 

In  Cr  eile's  Journal  (t.  XII,  p.  139)  hat  Jacobi  folgenden  Satz  auf- 
gestellt : 

Sind  die  Distanzen  eines  Punktes  n  von  drei  festen  Punkten 

oo,  cd',  w"  respective   gleich   den  Distanzen  eines  Punktes  p    von 

drei  festen  Punkten  o,  o,  o",   bewegt  sich   der  Punkt  n  in  einer 

Ebene,  so  beschreibt  der  Punkt  /veine  Fläche  zweiten  Grades. 

Unter  Voraussetzung  eines  orthogonalen  Coordinaten Systems  seien  £, 

V],  i  und  x,  y,  z  die  Coordinaten  der  beiden  Punkte  n  und  p;  ferner  a,  /?,  y; 

«',  /3\  /;  a",  /J",  y"  die  Coordinaten  der  drei  festen  Punkte  a>,  »,  »";  eud- 

lich  ö,  ft,  c\   a\  b\  c\  a",  b'\  c"  die  Coordinaten  der  drei  festen  Punkte 

o,  o  ,  o  . 

Die  Bedingungen  mit  =  op}  nit  =  o'p,  m'it  =  o"p  geben: 

i«-«  Y+(l-ß  Y+(t-Y  )•=(*—«  Y+iy-b  y+(z-e  )«, 
i)    (S-«'),+(i»-l»'),+«-y'),=(*-«')t+(y-ft')t+(t-c')*, 

r({-«")«^-(n-r),+a-y"),=(*-«"),^-(y-nt+(*-0,• 

Setzt  mau: 

3)  j-cosl  +  tjcosn  +  icosv  =  c, 

wo  l,  p,  v,  c  Constanten  sind,  so  drückt  diese  Gleichung  aus,  dass  der  Punkt 
n  in  einer  festen  Ebene  liegt. 

Zur  Abkürzung  werde  gesetzt: 

Ux-a  )'  +  (y-6  )*  +  (*-*  )'=r  , 

3)  {(a,_a').  +  (y_6').+  (s_C')W, 

l(«'— «*)•  + (^-/O'  +  Ür' -/?=«  , 

4)  <(«-rf')«+tf-n,+  (r-r'?=rf 

/(«_«')*+(/»  _/r)'+(y -/)«=*". 

!<*   COSl  +  ß    COS fi  + Y   C08v — *=?  > 
a  cosk  +  (f  cosp  +  y  cosv — *=e', 
a"cosk  +  ß"cosn  +  y"cosv — «=$". 
Mittelst  der  Gleichungen  1),  3)  und  4)  folgt; 

2(«- {) («'-{) +2(/3-l,)(/r- ,)  + 2(y-t) (/- £)=i 

(i-«),+(ij-«,+(t-y),+($-«,),+ b-rr+ »-/)■  • 

-j(«-«)«+(/S'-ft'  +  (y'-y)«}  =  r  +  r'-«". 
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8) 


z/= 


//= 


Anf  ähnliche  Weise  ergeben  .'sich  die  folgenden  Gleichungen: 

((«-|)(<r'-{)  +  (^-,y)(jr-,)  +  (y-t)(/_t)  =  4(r  +  r'-0, 
6)  J(a_|)(«"-i)+(/S_^)(/J"_>?)  +  (y_t)(y"_i)==i(r  +  r"_d')) 

/ («'-|)(«"-|)  +  (|S'-,)(^-,)+  (/-f)(y"-f)=i (r'+r"_d  ). 

Ans  den  Gleichungen  2)  nnd  5)  folgt : 

I(«  —  $)cosl.  +  (ß  —ti)eosii  +  (y  —  f)cosv=p  , 
(«'— $)co*A  +  (/»'  -V)cotr  +  (/  —  ö«wv=e\ 
(«"-J)coU+(r-ij)co^  +  (y"~Oco*v=P". 
Die  Elimination  von  |,  ij,  £  zwischen  den  Gleichungen  l)  und  2)  lässt  sich 
leicht  mittelst  der  folgenden  Determinante  ausführen : 

«»       ß  ,      y  ,     1 
«',       P\       /,     1 

'/  Oft  #»  . 

«i      P  y      r »     i 

C0*A,    COJfl,   00^  V,      0 

Es  ist  nun  auch : 

«-""li     ß  —%     Y  — f»     l 
«'— I,     ^  —  -»7»     /  — fc     1 

«"-£,   /r-*  /•-?,   i 

CO«  2,  CO«  (1,         COS  V,      0 

Diese  Gleichung  quadrirt  giebt,  mit  Rücksicht  auf  1),  3),  6)  und  7) : 

1+r,  l  +  i(r  +  r'-d"),  1 +*(»• +  *•"-*'),  9 

l+4(r  +  r'-r),  1+r,  1  +  4(r'+r"-d),  o' 

l  +  i(r  +  r"-d'),  l  +  l(/  +  r"-d),  1+r",  o" 

'  "  a 

Zieht  man  in  der  Determinante  anf  der  rechten  Seite  der  vorstehenden 
Gleichung  die  Elemente  der  ersten  Verticalreihe  von  den  Elementen  der 
zweiten  und  dritten  Verticalreihe  ab,  so  folgt: 

1  +  r,  4(r'_r_r)f  i(r"-r-a-),  9 

l  +  i(r  +  r'-0,  i^-r  +  O.  *('"-'— «  +  Oi  *' 

l+iCr  +  r^-O,  i(r-r-«+0.    4(^— r  +  f),  *" 

?>  ?'  —  e>  ?"— <S  1 

Zieht  man  in  der  rechts  stehenden  Determinante  die  Elemente  der  ersten 
Horizontalreihe  von  den  Elementen  der  zweiten  und  dritten  Horizontalreihe 
ab,  so  erhält  man : 

1  +  r,  W-r- «").  \<f-r— *T),  o 

*(*•'-«— O,  «",  W+r-*),  9—9 

l(r"-r-i'),W+i"-S),S,  9"r-Q 

P»  9—  ?»  ?"— *         1 

Zieht  man  in  der  Determinante  der  Gleichung  8)  die  Elemente  der  ersten 
Horizontalreihe  von  denen  der  zweiten  und  dritten  ab,  so  folgt: 

«'  — «,    ß—ß,    y'  —  y 
4=      «"-«,    (T-ß,     y"-y 

COS  l,         COS  ft;         COS  V 
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10) 


J*  — 


=0, 


Diese  Gleichung  quadrirt,  giebt,  mit  Rücksicht  auf  4)  und  5) 

r,  i(a'+r-a),  9-9 

4(^+i"-d),  d,  9"-9 

Q  —  Q>  Q  —  *i  1 

Zerlegt  man  die  Determinante  in  0)  in  partielle  Determinanten,  welche  die 
Elemente  der  ersten  Horizontalreihe  zu  Factoren  haben,  so  ist  nach  10)  der 
Factor  von  1  +r  gleich  d*,  die  Gleichung  9)  wird  hierdurch  einfacher: 
W-r-6'%  W-r- O,  », 
4(r' - r-d"),  6",  l (d'+  d"- d),  9  - 9l 

i(r"-r-d'),  4(d'+d"-d),  d,  ,"-«, 

P»  ?'— P»  «"—  P»  1> 

oder  entwickelt : 

a(r  _r')(r_r^)  +  a-(r'_r)(r'_r")+a"(r"_r)(r"._r')+ ja-a~ 

+  rd(+d  +  d'  +  d")+r'd'(— d  +  d7— d")  +  r'd"(— d— d'  +  d") 
_|p"(r_r')+e'(r"-r)+?(r'-r")!* 
11)     +  2r   jd(2PY'-<>^*'')+*V(*W0+*V(>'W)l 
+  2r   {dp(?-?")  +  d'(299"-99-9'9")  +  ö"9" (9"-9)\ 
+  2r"\69(Q^9')  +  f9X9'-9)  +  d"(299'-9"9-9'(,')\  = 

(8Qy+{f9y+  (d"9y-269d"9"—2ö9d"9"—2ö9tf9. 

Die  vorstehende  Gleichung  enthält  das  Resultat  der  Elimination  von  |,  tj,  { 
zwischen  den  Gleichungen  1)  und  2).  Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen 
3)  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dass  die  Gleichung  11)  in  Besiehung  auf  x,y,t 
vom  »weiten  Grade  ist. 

Bezeichnet  man  die  linke  Seite  der  Gleichung  11)  durch  f(r,r\r"),  so 
finden  folgende  Gleichungen  statt : 

■:Pfpf_ (_PL\-dlI^f  _ (  Pf  v_  ay  ay    /  ay  y_ 

[dr*dr*      \drdr')~dr'dr"i      \dr  dr")  ~ 'dr*Zr'T*      \dr'dr") 
Pf     Pf         d'f    Pf  Pf       Pf         Pf     Pf 


12) 


13) 


drdr'drdr"     dt*drdr" 

Pf     ay 

drdr'drdr" 


'drdr'drdr' 
Pf     Vf 
d  r"%dr  dr 


dr%drdr" 
v  =  —  M. , 


wo: 
14) 


ilf=d*+  d^+d"'—  2dd'  —  2dd"—  2dT 

+A\8^9-9')(9-9")+6'(9'-9)C9"-9)+i"(9"-9W-9)l 

Aue  der  Gleichung  12)  oder  aus  den  Gleichungen  13)  ergiebt  sich  unmittel- 


bar die  folgende : 


15) 


ay      ay      ay 


dr*    '   dr  dr'1  dr  dr" 

d*f         d'f        b*f 

drdr"     dr*  '  dr  dr' 

ay      d*f    _ay 

drdr",'dr'dr'n    dr"*~ 


=0. 


Kleinere  Mittheilungen.  419 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  14)  findet  man : 

dxt~dr*\dx/  "r  dr'*\dx)  'Tdr"t\dxJ  **"    drdr'dxds 

T    drdr'dxdx^    dr'dr"dxdx^lMy 

Pf        Pfdrdr      dtfdr'dr'       d'f  dr"dr" 

dxdy~ dr*dxdy  +  drtdx  dy  +  dr"1  dx~djf  + 

d'f    /drdr'      drdr\         d*f    /drdr"  ,dfdr\ 

drdr'\dxdy~i'dxdy)'*'drdr"\dx  dy+dy  dx)  + 

dr'dr'Kdx  dy  +  dy  dx)' 

Mittelst  der  vorstehenden  Gleichungen    und  einiger  analogen  folgt,  unter 
Zuziehung  der  Gleichungen  13): 

J  dx'dy*      \dxdy)  ^dJdt*      \dxdz)  ^dy'dz*      \dy8z)~ 
-M\g'g"-h'+gg"-h'*+gg'-h"*+2{hh'-g''h")+2(hh'~g'h')  +  i(h'h''-gh)\ 

+  12  MK 

In  der  vorstehenden  Gleichung  ist  zur  Abkürzung  gesetzt : 

'    \a*/  +\ay/  "•"Va*/*      0*0*  +ay  ay  +a*  a*' 
in  „'_Pr'Y4.far'Y-i-/'ar'Y  A.„^^".  «'•»'•'ar  ar" 

"-PJy j. ^Y 4.  f^Y  a"  »j:^r!,,srtlj.drdr' 
9 ~\dx)  ^KdyJ  "'"Va*/'*  s=a.«;aa:"1"ayay~,"äl  äT* 

Setzt  man : 

(«-«O'+Cft-ftO'+^-cO'-p",  (a-a'y+{b-b"y+(c-c"?=P't 

}  (a'—a"Y  +  (b'~b"Y  +  {c'—c"y=p, 

so  geben  die  Gleichungen  17) : 

g=Ar,  A"=2(r+r'-p"), 
0'=4r',  *'=2(r+r"— p'), 
0"=4r",         Ä  =2(r'+r"— p  ). 

Die  Gleichung  16)  geht  hierdurch  über  in: 

m . )  ?L  d2l  _  (  d'f  Y  j.  ?!£  *£_  (  *r  Y + ?v?7_  f  y/  y<  _ 

;*|a*,ayt     Vaaray/  "^a^z*     \dxdzj  ^  dy*dz*     \dydz)\~ 
M\p*+pn+p'n—2pp'—2pp"—2p'p"\ 
+  4M\p(i'+i"-6)+p'(8  +  t"-8')+p"(ö  +  6'  —  t")\ 
-*\p(Q-9')(.9-<l")+P'(9'-9)(Q'-Q")+P"(9"-9)(.9"-rt\X 

28* 
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Analog  folgt: 
20) 


,\dxt^dyt^dztJ~ 


2\p{fi'+d"-d)+p'(d+6"—d')+p"(d+6'—fi")\ 

-*\p(<t-e'K(i-<f")+p'(Q'-Q)«-(>")+p"(<!"-<>KQ" 

Multiplicirt  man  die  Gleichung  15)  mit  der  Determinante: 


■9'» 


21) 


dr     dr'  d  r' 

dx'    dx'  dx 

dr     dr'  dr" 

dy'    dy'  dy 

dr'  dr" 


dr     _      

dz'    dz'     dz 
die  so  erhaltene  Gleichung  noch  einmal  mit  der  Determinante  21),  so  folgt: 


*r 


dx* 

IL 

dxdy' 
,    07 


M,  * 


i 


ay 

dxdy1 
d*f 

ay 


■m,  1 


_ay_ 

*3x  dz 
d*f 


dydz 


d*f 


*dxdz  *dydz' 

Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  19)  und  20)  giebt 

ay       ay       ay 


=  0. 


dx*  ' 

ay 

dxdy 

d*r 


dxdy*     dxdz 

Vf       ay 


ay« ' 

d*f 


dy  dz 

_ay 

d~z* 


SM1 


dxdz'    dydz' 
pt+pn+p"t—2pp'  —  2pp"—2p'p"+2p{8'+8"  —  8) 
+  2p'(8+8"—8')+2p"(8+8'—8") 

-*\p(9-<!'K<>-9")+P'(<>'-i>'')W-Q)+P"(.Q''--QW'-Q')\ 

+M. 

Substituirt  man  hierin  für  M  seinen  Werth  aas  14),  so  folgt: 

d*f        ay        av 


dx*   ' 
dx  dy1 

ay 


dx  dy1    dxdz 
dy*  '    dy  dz 

ay       ay 


~8M* 


dxdz'    dydz'       dz1 

{P-f)'+(p'-äy+(p"-d"y+2<;p-d)(p'-8')-2(p-8)(p"-s'r) 

—  2(p'-(J')(P"  — *") 

-4|(p-*)(o-pO(p-0+Cp/-<J')C?/-f)(p'-p/0+(p"-«")((»"-*)(p'V)}. 

Durch  diesen  Ausdruck  für  die  Determinante  der  Gleichung  ctar  Fläche 
zweiten  Grades  ist  die  Art  der  Fläche  bestimmt.    Die  Quantitäten  p,  p',  p" 
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sind  die  Quadrate  der  Verbindungslinien  der  Punkte  o,  o',  o";  ebenso  6ind 
#,  <$',  d"  die  Quadrate  der  Verbindungslinien  der  Punkte  cd,  <&',  co";  endlich 
sind  p,  o',  qn  die  Perpendikel,  gefällt  von  den  Punkten  a>,  ©',  co"  auf  die 
feste  Ebene.  Geht  die  feste  Ebene  durch  die  Punkte  co,  cd',  g>",  so  ist 
^=0,  ^'=0,  e"=0. 

Die  hauptsächlichsten  Flächen  zweiten  Grades  ergeben  sich  durch  die 
Annahme,  dass  die  Punkte  co,  <o',  co"  und  o,  o\  o"  die  Spitzen  zweier  gleich- 
schenkligen Dreiecke  bilden.  Nimmt  man  der  Einfachheit  halber  an,  dass 
die  Punkte  »,  w',  co"  in  der  festen  Ebene  liegen,  ferner  die  Ebene  durch 
die  Punkte  o,  o',  o"  zur  Ebene  der  x  und  y  und  die  Mitte  von  o\  o"  zum 
Anfangspunkt  der  Goordinaten,  so  hat  man  folgende  Gleichungen : 

0=0,         p'=0,         ?"=<>, 

C=0,         c'=0,         c"=0, 

22)  a=0,         a'=ro,        «"riz— m, 
ftsn,         &'=0,         &"=0. 

<J'=<J". 
Setzt  man  noch  d=4#2,  so  geht  die  Gleichung  11)  wegen  der  Gleichungen 
22)  über  in : 

«V  — **)(«*  —  d^+fQf—ÖW+tfif  —  d'+ifi)? 

23)  +  i.Mt  (20*  +„•_„,*-,* W  (^-^-^J 

+  na(c/  — m*)=0. 
Nimmt  man  o*'=202-f  »2 — m2,  so  geht  die  Gleichung  23)  über  in: 

Diese  Gleichung  repräsentirt  für : 
fl2  >m2  das  Ellipsoid, 

m2>c/*,  nf>m2 — c/2  das  einschalige  Hyperpoloid, 
mt'>qt-+n\2qf>m%  —  n2  das  z weischalige  Hyperboloid. 

Setzt  man  in  23)  d'=q*+n\  so  folgt: 

Diese  Gleichung  repräsentirt  die  beiden  Paraboloide  je  nachdem  </2^m*» 

Dr.  Enkeper. 


XXXL  Die  Polariiatiombatterie,  ein  neuer  Apparat  zur  Hervor- 
bringung einet  elektrischen  Stromes  von  hoher  Spannung  und  constanter 
Stärke  mit  Hilfe  einet  einzelnen  galvanischen  Elementes. 

Unter  diesem  Titel  hat  Herr  Julius  Thomsen  in  der  Zeitschrift  für 
Physik  und  Chemie  III,  Kopenhagen  1864,  auf  eine  von  ihm  erfundene  neue 
Einrichtung  der  Gasbatterie  aufmerksam  gemacht,  und  daselbst  die  Hoffnung 
zu  erkennen  gegeben,  dass  die  von  ihm   getroffene  Einrichtung  der  Praxis 
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gute  Dienste  leisten  werde.  Die  Po  ggen  clor  fache  Wippe  Bcheint  sich 
kaum  zu  einem  Apparate  umgestalten  zu  lassen,  welcher  bei  der  Verwen- 
dung yieler  Polarisationszellen  (um  hohe  Spannung  zu  erreichen)  eine  be- 
queme Handhabung  gestattet.  Herr  Thomsen  hat  die  Aufgabe  zu  lösen 
versucht,  eine  bequem  zu  handhabende  Gasbatterie  mit  möglichst  vielen 
Zellen  zu  construiren  und  hat  seine  aus  diesen  Bestrebungen  hervorgegan- 
gene Polarisationsbatterie  in  dem  oben  c Hirten  32  Seiten  langen  Aufsätze 
beschrieben  und  abgebildet,  die  Principien  ihrer  Constmction  theoretisch 
erläutert,  vorläufig  Einiges  über  die  Leistungen  des  gedachten  Apparates 
bekannt  gemacht  und  mit  historischen  Notizen  über  die  Gasbatterien  Über- 
haupt den  Beschluss  gemacht.  Die  Thomsen'sche  Batterie  ist  so  einge- 
richtet, dass  unausgesetzt  geladen  und  entladen  wird ,  so  dass  ein  völlig 
constanter  Strom  zur  Entwickelung  kommen  muss.  Die  in  dem  Aufsatze 
beschriebene  Batterie  besteht  aus  zwei  offenen  mit  Wachs  ausgelegten  Holz-' 
kästen,  die  zusammen  2X20  platinirte  Platinplatten  in  paralleler  Aufstel- 
lung enthalten,  so  dass  2.25  Zellen  in  beiden  Kästen  gebildet  werden.  Da 
der  Abstand  zweier  Platten  bmm  beträgt,  so  ist  dfe  Länge  jedes  Kastens 
125OT,n,  die  Breite  der  Zellen  beträgt  40 mw,  die  Tiefe  80 mm.  Diese  Zellen 
werden  mit  reiner  verdünnter  Schwefelsäure  bis  zu  5mm  vom  Rande  gefüllt. 
Dieses  Arrangement  ist  sehr  ökonomisch ,  weil  die  Platinplatten  selbst  die 
Zellenwände  bilden. 

Wenn  mau  nun  von  einem  constanten  Elemente,  welches  im  Stande  ist, 
Wasser  zu  zersetzen,  beide  Elektroden,  die  mit  dem  Abstand  von  bmm  pa- 
rallel endigen,  in  die  Hand  nimmt  und  kurze  Zeit  die  Wände  der  ersten 
Zelle,  dann  die  der  zweiten  Zelle  u.  s.  w.  berührt,  so  haben  sich  nach  der 
Berührung  aller  Zellenwände  in  der  nämlichen  Weise,  z.  B.  alle  rechts  lie- 
genden Zellenwände  der  beiden  vor  den  Experimentator  gestellten  Kästen 
mit  27,  alle  links  liegenden  aber  dann  mit  0  überkleidet. 

Verbände  man  nun  beide  Kästen  unter  einander  und  auch  die  End- 
zellen durch  einen  Draht  metallisch,  so  würde  der  Polariaationsstrom  in  den 
Kästen  von  der  rechten  nach  der  linken  Hand  gehen.  Dieser  Strom  muss 
aber  bald  aufhören,  weil  derselbe  durch  seine  elektrolytischen  Wirkungen 
die  erregenden  Gase  an  den  Platten  wieder  aufzehrt.  Wenn  man  nun, 
während  der  Polarisationsstrom  geschlossen  bleibt,  mit  den  ladenden  Elek- 
troden sich  gleichförmig  an  beiden  Kästen  hinbewegt,  so  bleiben  die  Wände 
jeder  Zelle  eine  gewisse  kleine  Zeit  mit  dem  ladenden  Elemente  verbunden 
und  der  Polarisationsstrom  bleibt  daher  immer  von  gleicher  Stärke,  so  bald 
man,  nachdem  man  mit  den  ladenden  Elektroden  an  das  Ende  der  Kästen 
gekommen  ist,  wieder  mit  dem  Laden  der  ersten  Zelle  beginnt  u.  S.  w.  fort- 
führt. Herr  Thomsen  lässt  nun  dieses  unausgesetzte  Laden  durch  den 
sogenannten  Vertheilungsapparat  besorgen,  welchem  durch  ein  Uhrwerk 
eine  gleichförmige  Bewegung  gesichert  ist.  Die  Kästen  stehen  zu  beiden 
Seiten  des  Vertheilungsapparates ,  von  jeder  Platinplatte  führt  ein  Draht 


Kleinere  Mittheilungen.  423 

nach  dem  Umfang  eines  Kreises  und  die  Drahtenden  th eilen  diesen  Kreis- 
umfang in  gleiche  Abschnitte.  Durch  den  Mittelpunkt  des  horizontalen 
Kreises,  den  die  Enden  der  Zuleitungsdrähte  bilden,  geht  eine  verticale 
Axe,  welche  zwei  horizontale  Met  allst  äbchen  trägt,  die  durch  einen  Nicht- 
leiter in  paralleler  Lage  gehalten  werden  und  bei  ihrer  durch  ein  Uhrwerk 
bewirkten  gleichförmigen  Umdrehung  um  die  Axe  nach  und  nach  alle  die 
im  Kreisumfang  endigenden  Leitungsdrähte  von  den  Platinplatten  so  be- 
rühren, dass  die  Metallstäbchen  gleichzeitig  in  Contact  mit  zwei  Nachbar- 
drahtenden sind.  Da  nun  das  eine  Metallstäbchen  dauernd  mit  dem  einen 
Pole ,  das  andere  dauernd  mit  dem  andern  Pole  des  ladenden  Elementes 
verbunden  ist,  so  wird  während  einer  Umdrehung  des  Vertheilungsappara- 
tes  jede  der  50  Zellen  einmal  geladen,  und  es  ist  klar,  dass  die  Polarisations- 
batterie einen  constanten  Strom  liefern  muss. 

Die  theoretischen  Betrachtungen  des  Herrn  Thomsen  zeigen,  dass 
die  Leistungsfähigkeit  der  Polarisationsbatterie  von  dem  Verhältniss  des 
Gesammtwiderstandes  des  ladenden  Elementes  abhängen.  Es  geht  dies 
aus  dem  Princip  der  mechanischen  Theorie  der  Elektrolyse  hervor :  die  der 
Auflösung  des  positiven  Erregers  in  einer  Batterie  entsprechende  Wirkungs- 
fähigkeit ist  der  im  Schliessungskreise  der  Batterie  geleisteten  Arbeit  genau 
gleich. 

Bei  der  Polarisationsbatterie  wirkt  zunächst  die  durch  Auflösung  des 
Zinkes  im  ladenden  Elemente  entstehende  Wirkungsfähigkeit,  indem  sie 
die  Sauerstoff-  und  Wasserstoffatome  in  den  Polarisationszellen  von  einan- 
derreisst ;  ist  nun  die  Polarisationsbatterie  geschlossen  ,  so  können  2  Fälle 
eintraten : 

1.  der  Polarisationsstrom  verzehrt  die  in  einer  bestimmten  Zeit  ent- 
wickelten Gase  auch  in  derselben  Zeit  wieder  vollständig;  * 

2.  der  Polarisationsstrom  verzehrt  weniger  erregende  Gase ,   als  in 
einer  gewissen  Zeit  entwickelt  werden. 

Den  ersten  Fall ,  in  welchem  der  Polarisationsstrom  ebenso  viel  arbei- 
tet als  das  erregende  Element,  hat  Herr  Thomsen  bei  seinem  Polarisa- 
tionsapparat zu  verwirklichen  gesucht 
Es  sei : 

k  die  elektromotorische  Kraft  des  erregenden  Elementes, 
k1  die  elektromotorische  Kraft  einer  Zelle  des  Polarisationsappa- 
rates, 
m  der  innere  Widerstand  des  ladenden  Elementes, 
p  der  Widerstand  einer  Polarisationseelle, 
n  die  Anzahl  der  Polarisationszellen, 
W  der  äussere  Widerstand  des  Polarisationsapparates, 
s  die  Stromstärke  des  ladenden  Elementes, 
S  die  Stromstärke  der  Polarisationsbatterie, 
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so  gelten  die  Beziehungen : 


k  —  k'  nk' 

S  =  ■ 


Sollen  nun  beide  Ströme  gleich  viel  arbeiten ,  so  muss  s  ebenso  viel 
Knallgas  entwickeln,  als  S  in  allen  seinen  Zellen  zusammen  genommen  ent- 
wickelt, resp.  an  den  Erregerplatten  verschwinden  macht,  d.  h.  es  muss 
sein : 

oder 

k  —  k' _       nlk' 
m  +  p       Hfi+   W 
Herr  Thomsen  hat  nnn  bei  seinem  Apparat 

«  +  ,=  (»,+ ir)£=i2 

genommen  nnd  dadurch  seiner  Polarisationsbatterie  die  größtmöglichste 
Leistungsfähigkeit  gesichert. 

Unter  den  vom  Verfasser  des  besprochenen  Aufsatzes  mitgetheilten 
vorläufigen  Notizen  über  die  Leistungen  seiner  50  elementigen  Polarisations- 
batterie fallen  besonders  folgende  in  die  Augen: 

a)  der  Strom  zeigt  sich  völlig  constant,  ebenso  ist  zu  jeder  Zeit  die 
elektromotorische  Kraft  der  Polarisationsbatterie  constant ,  ja 
selbst  einige  Minuten  nach  dem  Wegnehmen  des  ladenden  Ele- 
mentes vermag  die  .Batterie  noch  Bewegungen  von  Relais  hervor* 
zubringen ; 

b)  der  Strom  zeigt  starke  physiologische  Wirkungen  nnd  zersetzt 
schlecht  leitende  Elektrolyten  gut; 

c)  der  Strom  kann  auch  Glüh-  und  Schmelzwirkungen  hervorbrin- 
gen, dünne  Eisendrähte  von  mehrern  Centimetern  Länge  schmel- 
zen durch  ihn. 

Die  Vortheile  der  Polarisationsbatterie ,  die  der  Verfasser  auch  beson- 
ders angegeben  hat,  liegen  auf  der  Hand;  der  geringe  Raum,  den  die  Bat- 
terie einnimmt  (sie  lässt  sich  bequem  auf  einem  kleinen  Tische  aufstellen), 
die  geringen  Betriebskosten  und  die  geringe  Mühe,  die  man  zur  Instandhal- 
tung aufzuwenden  hat. 

Die  letzten  Seiten  des  Aufsatzes  sind ,  wie  schon  erwähnt,  mit  histori- 
schen Notizen  angefüllt,  die  die  früheren  Polarisationsbatterien  besprechen; 
die  Ritter'sche  Ladungssäule,  die  Po ggen dörfische  Wippe  und  die 
Grove'scbe  Gassäule. 

Es  wäre  im  Interesse  der  Sache  sehr  zu  wünschen,  dass  Her  Thom- 
sen die  versprochenen  genaueren  Mittheilungen  über  die  Leistungen  bald 
veröffentlichte,  da  das  Bisherige  nur  den  Charakter  einer  Ankündigung  an 
sich  trägt. 

Der  Preis  der  Polarisationsbatterie  lässt  sich  zwar  aus  der  von  Herrn 
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Thomsen  gemachten  Angabe  angenähert  bestimmen,  dass  man  zu  50  Zel- 
len 80  Gramm  Platin  braucht,  allein  es  würde  eine  genaue  Preisangabe  bei 
späteren  Mittheilungen  von  Herrn  Thomsen  nur  willkommen  sein. 

Dr.  Kahl. 


XXXIL  lieber  die  anschauliche  Darstellung  einiger  Lehren  der 
musikalischen  Akustik.     Von  Ernst  Mach. 

Wenn  es  wahr  ist,  dass  der  berühmte  Scharfsinn  der  alten  Gebmeter  in 
dem  Maasse  seltener  wird,  als  sich  die  analytischen  Methoden  zur  Behand- 
lung geometrischer  Probleme  vervollkommnen  und  bequemer  gestalten ,  so 
1  ist  dies  ein  ganz  allgemeiner  sehr  wichtiger  Fingerzeig  für  die  Methode  des 
wissenschaftlichen  Unterrichts  überhaupt.  Die  Einführung  complicirter 
physikalischer  Apparate  in  die  Elementarschule  muss  dann  sofort  als  ein 
arger  Missgriff  erscheinen.  Im  Unterricht  sollen  diese  Dinge  eine  möglichst 
untergeordnete  Rolle  spielen,  so  gross  auch  ihr  Werth  in  der  Hand  des 
Forschers  sein  mag.  Die  meisten  Apparate  lenken  durch  ihre  künstliche 
Einrichtung  die  Aufmerksamkeit  des  Anfängers  von  der  Hauptsache  ab« 
Viele  haben  den  Zweck,  eine  Erscheinung,  welche  man  mit  einiger  Anstren- 
gung der  Sinne  unter  den  gewöhnlichsten  Umständen  wahrnehmen  kann, 
schärfer  hervorzuheben  und  sicherer  zu  erfassen;  sie  verwöhnen  aber  ge- 
wissem) assen  die  Beobachtungsfähigkeit.  Auf  diesem  Wege  aber  wird  man 
kein  Naturforscher.  Wozu  bedarf  der  Elementarunterricht  eines  Savart- 
schen  Rades,  da  sieb  fast  ebenso  viel  an  einem  in  gerippte  Leinwand  ge- 
bundenen Buche  zeigen  lässt,  wenn  man  mit  dem  Fingernagel  darüber  hin- 
fährt. Wozu  eine  kostbare  Stossmaschine  mit  Elfenbeinkugeln,  da  zwei  • 
zusammenstossende  Reihen  von  Ein-  und  Zweikreuzerstücken  auf  einem 
platten  Tische  sogar  noch  mehr  lehren.  Wozu  eine  elegant  ausgeführte 
Sirene ,  wenn  die  durchlöcherte  Pappscheibe  ausreicht.  Ich  will  die  Bei- 
spiele nicht  häufen. 

Es  fällt  mir  nicht  bei,  die  sogenannten  Schulapparate  verbannen  zu 
wollen.  Sie  sollen  nur  erst  dann  zur  Anwendung  kommen,  wenn  so  viel  als 
möglich  ohne  dieselben  geleistet  worden.  Im  Gegentheil,  ich  wünsche  einer 
gewissen  Art  von  Schulapparaten  sogar  eine  viel  ausgedehntere  Verwer- 
thung,  als  ihnen  gewöhnlich  zu  Theil  wird.  Es  ist  offenbar  ungemein  nütz- 
lich, Dinge,  die  nicht  unmittelbar  sichtbar  sind,  sondern  erschlossen  werden 
müssen,  durch  passende  Modelle  zur  sinnlichen  Anschauung  zu  bringen,  oder 
aneb  nur  weniger  geläufige  Vorstellungsweisen  mit  Hilfe  von  Modellen  auf 
geläufigere  zurück  zu  führen. 

Das  Folgende  soll  ein  Beispiel  einer  solchen  Methode  geben.  Ich  ver- 
fiel auf  dieselbe  bei  Gelegenheit  von  Vorlesungen  über  musikalische  Akustik 
vor  einem  gemischten  Publikum,  welchem  ich  keine  bedeutenden  physikali- 
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sehen  Kenntnisse  zumuthen  durfte*     Der  Kunstgriff  erwies  sich  wenigstens 
praktisch  als  sehr  zweckmässig. 

Wie  Hei mholtz  nachgewiesen  hat,  enthält  jeder  musikalisch  ver- 
wendbare Klang  nebst  dem  Grundtone  noch  mehrere  schwächere  höhere 
Töne  (die  harmonischen  Obertöne),  nämlich  die  Octave  des  Grundtons,  die 
Duodecime,  die  Doppeloctave,  die  Terz,  Quint  der  Doppeloctave  u.  s.  w. 
Der  Klang  c  z.  B.  enthält  die  einfachen  Töne  c,  c,  g,  c,  e%  0,  b  .  •  ,  Man 
kann  sich  den  Klang  c  mit  seinen  sämmtlichen  Partialtönen  leicht  vergegen- 
wärtigen* wenn  man  an  die  Claviatur  Taf.  IV,  Fig.  9  eine  Stange  aa  legt, 
auf  welcher  in  Strichen  die  betreffenden  Tasten  markirt  sind.  Die  Stange 
aa,  an  der  wir  z.  B.  die  Partialtöne  für  c  markirt  haben,  hat  nun  die  be- 
merkenswerthe  Eigenschaft,  dass  die  Marken  auch  dann  noch  eine  Bedeu- 
tung behalten,  wenn  wir  die  Stange  an  der  Claviatur  verschieben.  Verschie- 
ben wir  so,  dass  die  tiefste  Marke  auf  ä",  e,  /",  g  .  . . ,  fällt,  so  bezeichnen  die 
höheren  Marken  die  Partialtöne  beziehungsweise  der  Klänge  (/,  e,  f,  g  . . . . 
Man  braucht  also  die  Stange  blos  irgendwo  an  die  Claviatur  zu  setzen ,  um 
sofort  irgend  einen  Klang  mit  seinen  sämmtlichen  Partialtönen  darzustellen. 

Nach  Helmholtz  consoniren  zwei  Klänge  und  eignen  sich  vorzüglich 
zur  harmonischen  sowohl,  als  auch  zur  melodischen  Verbindung,  wenn  ihre 
Partialtöne  zum  Theil  zusammenfallen.  Dass  dies  nur  bei  gewissen  bestimm- 
ten Verhältnissen  der  Tonhöhen  eintrifft,  lässt  sich  an  unserm  Modell  recht 
anschaulich  darstellen.  Fügen  wir  zur  Stange  aa  noch  eine  zweite  gleich 
markirte  bb.  Wir  können  beide  so  an  die  Claviatur  legen,  dass  die  Mar- 
ken beider  Stangen  vollständig  aufeinander  fallen,  demnach  dieselben 
Tasten  bezeichnen ,  demnach  das  Unisono  zweier  Klänge  darstellen«  Las- 
Ben  wir  nun  die  eine  Stange  fort,  während  wir  die  andere  etwa  aufwärts 
verschieben,  so  zeigen  sich  die  Verhältnisse,  welche  bei  Verstimmung  zweier 
Klänge  gegen  einander  auftreten.  Die  Marken  beider  Stangen  (die  Partial- 
töne) treten  zunächst  auseinander,  es  zeigt  sich  Dissonanz.  Bei  weiterer  Ver- 
schiebung fallen  einige  Marken  wieder'znsammen,  es  stellt  sich  wieder  Con- 
sonanz ein,  dann  wieder  Dissonanz  u.  s.  f.  —  Consonanz  zeigt  sich  nur  bei 
ganz  bestimmten  Lagen,  bei  ganz  bestimmten  Tonhöhenverhältnissen,  welche 
man  mit  Hilfe  unseres  Modells  aufsuchen  kann.  Die  Figur  9  stellt  zwei 
Klänge  dar,  welche  die  Terz  ce  bilden,  die  sich  als  Consonanz  charak- 
terisirt 

Wenn  wir  die  Schwingungszahl  eines  Tones  verdoppeln ,  so  empfinden 
wir  die  .Octave.  Ueberhaupt  erhalten  wir  immer  dieselbe  Tonhöhendiffe- 
renz, wenn  wir  die  Schwingungszahl  mit  demselben  Factor  multiplici- 
ren.  Wenn  der  Grundton  eines  Klanges  zweimal  rascher  schwingt,  so 
schwingen  auch  alle  Obertöne  zweimal  rascher  und  bei  allen  steigt  die  Höhe 
nmgleichviel.  Kurz  die  Tonhöhenempfindung  geht,  wie  längst  bekannt, 
dem  Logarithmus  der  Schwingungszahl  proportional.     Dieses  Ver- 
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hältniss  ist  es,  welches  sieb  in  der  Anordnung  unserer  Ciaviertaster  aus- 
spricht und  die  einfache  Darstellung  durch  das  erwähnte  Modell  möglich 
macht.  Kleine ,  theils  durch  historische  f  theils  durch  Zweckmässigkeits- 
gründe bedingte  Abweichungen  abgerechnet,  sind  nämlich  die  Tastenab- 
stände den  Differenzen  der  Logarithmen  der  Schwingungszahlen  proportio- 
nal, welches  einfache  Verhältniss  uns  meist  nicht  auffällt.  Ebenso  wenig 
denken  wir  daran,  dass  ein  Tonstiick  in  Noten  ausgeschrieben,  kleine  des 
Ueberblickes  wegen  nöthige  Abweichungen  abgerechnet,  nichts  anderes  ist, 
als  eine  geometrische  Darstellung  durch  eine  Curve,  wobei  die  Zeiten  als 
Abscissen,  die  Logarithmen  der  Schwingungszahlen  als  Ordinaten  aufge- 
tragen erscheinen.  —  Was  das  erwähnte  Modell  brauchbar  und  zweckmäs« 
sig  macht,  ist  einmal  die  Vereinfachung,  welche  dadurch  entsteht,  dass  die 
Logarithmen  sämmtlicher  Schwingungszahlen  um  gleiche  Differenzen  wach- 
sen, wenn  die  Schwingungszahlen  selbst  mit  gleichen  Factoren  multiplicirt 
werden ,  dann  der  Umstand ,  dass  der  optische  Kaum  (das  Gesichtsfeld)  für 
alle  Menschen  eine  schärfere  und  klarere  Vorstellung  ist,  als  der  Tonraum 
(die  Tonhöhe),  obgleich  letzterer  nur  eine  Dimension  hat. 

Wer  die  Fig.  9  aufmerksam  betrachtet,  findet  sofort ,  dass  wir  die  ge- 
wöhnliche Construction  der  Claviatur,  um  sie  für  unsere  Zwecke  geeigneter 
zu  machen,  ein  klein  wenig  modificirt  haben,  die  Untertasten  c,  e,  /*,  h  sind 
schmäler,  wodurch  oben  sämmtliche  Tasten  gleich  breit  ausfallen. 

Ganz  genau  ist  jedoch  die  Demonstration  an  unserm  Modell  nicht. 
Dies  wird  sie  erst,  wenn  wir  berücksichtigen,  dass  die  Obertöne  eines  Klan- 
ges keine  temperirten  Quinten,  Terzen  u.  s.  w»  gegen  den  Grundton  bilden, 
sondern  reine  Intervalle.  Die  für  diesen  Fall  nöthige  Theilung  der  Stan- 
gen aay  bb  können  wir  mit  Hilfe  der  Logarithmen  leicht  ausfindig  machen. 
Setzen  wir  den  Abstand  einer  Octave  =  1*00000  und  bezeichnen  die  Par- 
tialtöne  der  Reihe  nach  mit  c,  c,  g,  c,  «,  g,  b  oder  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  so  erhal- 
ten wir  für  die  Entfernung  ihrer  Marke  von  der  Marke  des  Grundtones : 

Marke  Entfernung  von  der  Marke  c,  1. 

c,  1 O'OOOOO 

c,  2 100000 

0,  3 1*58496 

c,  4 200000 

<?,  5 2*82102 

0,  6 2-58496 

6,  7 2-80735. 

Legt  man  zwei  Stäbe  von  dieser  Theilung  an  die  Claviatur  Fig.  9,  und 
verschiebt  den  einen  langsam  gegen  den  andern ,  so  findet  man  leicht  alle 
consonanten  Intervalle  auf. 
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=0, 


Diese  Gleichung  quadrirt,  giebt,  mit  Rücksicht  auf  4)  und  5) 

10)  *=  4(a-+d"_d),  s,  9-—9 

Q  —  C>  Q  —  Q>  l 

Zerlegt  man  die  Determinante  in  0)  in  partielle  Determinanten,  welche  die 
Elemente  der  ersten  Horizontalreihe  zu  Factoren  haben,  so  ist  nach  10)  der 
Factor  von  l+r  gleich  ^*,  die  Gleichung  9)  wird  hierdurch  einfacher: 

4 (/ - r-S"),  6",  l (d'+  ö"-  d),  9  -  9, 

l(r'-r-a'),  W+i"-S),  d,  9"-9, 

fc  9  —  *  «"— ffi  1. 

oder  entwickelt : 

8(r-r)(r—r")  +  f(r'—r)  (r'—r")+d"(r"—r){r-'—r')  +  86'tr 
+  r»(+S+6'  +  d")  +  r  *(— d  +  S  —  S")  +  r"d"(— d—  d'  +  ö") 
-\«"(r-r')  +  9(r'--r)+9(r-r')\* 
11)     +  2r   \8{29'9"-99'-99")+i'9(9'-9")  +  r'9"(9'-9')\ 
+  2/  \ö9(9-9'')+d'(299''-99-9'9'')+f'9'(9'-9)\ 
+  2r"(d?(p  — p')  +  f9'{9—9)  +  i"(299'—9"9  —  9  p')j  = 
(d p)*  +  (d* 9y  +  (d" e")' - 2 d' f  d" 9"—  2Ö9 6"9"~ 2Ö9?9. 
Die  vorstehende  Gleichung  enthält  das  Resultat  der  Elimination  von  $,  17,  £ 
zwischen  den  Gleichungen  1)  und  2).     Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen 
3)  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dass  die  Gleichung  11)  in  Besiehung  auf  x,y,i 
vom  aweiten  Grade  ist. 

Bezeichnet  man  die  linke  Seite  der  Gleichung  11)  durch  f(r,r',r"),  so 
finden  folgende  Gleichungen  statt: 

[ar«ar'«      \drdr)~dt*dr"t     \br  dr")  ~ dr^dr"*     \dr'dr")~ 

ay   s*f      av_9V       ay    ay     ay  ay 


12) 


13) 


wo: 
14) 


drdr'drdr"     dt*drdr" 

ay     ay 


drdr'dr'dr' 

ay   ay 


drdr'drdr"       dr"*drdr 


dr'*drdr" 
,  =  —  Jlf, 


«=**  +  d'*+  d"«— 2dd'  —  2dd"—  2d'd" 

+4{d(<-,')(*-*")+*'  (Q~9)(.9"-9)  +  i"  (9"-9W-Ol 
Aue  der  Gleichung  12)  oder  aus  den  Gleichungen  13)  ergiebt  sich  unmittel- 
bar die  folgende : 


15) 


ay 

dr*    ' 

ay      ay 

drdr"  dr  dr" 

ay 

ay     ay 

drdr'% 

a/*  'ar'ar" 

d'f 

ay      ay 

drdrn  dr'dr"    dr"* 


=0. 
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Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  14)  findet  man : 

av_av/3rV  .  8V/21V 4--^  (drX+~  d*f  drdr' 

dx*     dt»\dx)  "r  dr'*\dx)  'Tdr'"\dxJ  "*    drdr'dxdx 

^    drdr'dxdx^    dr'dr'dxdx  ^  *"' 
&f   _dtfdrdr^dtfdr'dr        d*f  dr'dr" 


dxdy     dt*dxdy^dr'*dxdy^  dr"7  dx  dy 
&f    (drdr'      dr'dr\         d*f    (drdr"      d  fdr"\ 
drdr\dxdy  +  dxdy)  +  drdr"\dx  dy+dy  dx)  + 
dxf    (dr'dr"dr'dr"\ 
dr'dr"  \dx  dy  +  dy  dx)' 
Mittelst  der  vorstehenden  Gleichungen    und  einiger  analogen  folgt,  unter 
Zuziehung  der  Gleichungen  13): 

i  ^  *L*L_  (  vf  V  ,  tl*l-  (MX  +  !W_  (JUX— 

J  datdif     \dxdyj  "•"  dx'dt*     \dx  dt/  "r  dy*dz*     \dydz)~ 
-Mig'g'-ff+gg''-h't+gg-h"*+2(hh'-g''h'')+2(hh"-g'h')+i(h'h''-gh)\ 

+  12Jtf*. 
In  der  vorstehenden  Gleichung  ist  zur  Abkürzung  gesetzt : 

—  (9JXjl.(*IX±(*L V    h-—dJL±^dJL.±?Ld_L_ 
g\dx)  +\dy)  +  \dz)  '     ~dxdx  +dy  dy+dz  dz* 

i-n    '_f  £iY j.  f  UlYo.  f£i'Y  i--a_r  ££  .  ^".^  ar" 

i#'    ^_V8x/  *\dyj  ^KdzJ^-lxdx  +dyTy"+d~z~Ti~> 

■'-(dJiXj. (?iXm (^IX  k"  dJLdiLji.dr diLj.dr  dr' 

9~~\dx)  ^\dy)  "t"\a«>/'*  ~dxdx^"d~ydy+Tzdz~' 
Setzt  man : 

(a-a')t+(*-6')'+(c-*0,=P".  (a-a'O'+Cft-ft'O'+^-c'O^p', 
ö;  («'— a")'  +  (&'  —  6")'  +  {ff— c'^—p, 

so  geben  die  Gleichungen  17) : 

g=ir,  A"=2(r+r'-p"), 
j,'=4r',  *'=2(r+r"— p'), 
0"=4r",         A  =2(r'+r"— p  ). 

Die  Gleichung  16)  geht  hierdurch  Über  in : 

ic»  ,  \vr  gy    (  vf  y    ay  ay   /  ay  y  ,  ayay   /  ay  y< 
;*ia«,a»i    Vaargy/  "^a^ai*    \aa;az/  "ray,a««    %82/j 

ilf  |  p*  +p'«  +  p"*— 2pp'— 2pp"— 2p'p''l 
+  4M\p(i'  +  i"-9)  +  p'(6  +  6"-ö')+p"(.ö  +  6'— 6")\ 

-*\p(!-<l')(il-9")  +  p'(ll'-Q)(Q'-(t"->+P"(<l"-(f)(9"-<!')\X 

+  3M*. 

28* 
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Hälfte  grösser,  zwischen  600  und  700  zu  liegen  kommen.  Die  natürlichste 
Annahme  hingegen,  dass  die  Zahl  m  verschieden  sei  für  die  verschiedenen 
Körper,  weist  uns  daraufhin,  dass  sie  für  die  obengenannten  Metalle  von 
£  nicht  stark  abweicht,  am  stärksten  —  unter  Voraussetzung  nahezu  glei- 
cher Genauigkeit  in  den  übrigen  Coeföcienten  —  beim  Eisen ,  für  welches 
die  ungefähre   Annahme  »*  =  £   das  mehr  befriedigende  Resultat  liefern 

250 
würde  —  =  I\60  =  417.     Dies  also   ein  wechselseitiger  Dienst,   den 

sich  die  Elasticitäts-  und  die  mechanische  Theorie  der  Wärme  leisten 
könnten. 

München,  am  16.  Juli  1865. 


XXXIV.    Kurse  Uebersicht  einer  Theorie  der  doppelten  Brechung; 

von  Prof.  Stefan. 

Wird  das  Licht  fortpflanzende  Medium  betrachtet  als  ein  System  von 
materiellen  Punkten,  welche  vor  der  Licht  bildenden  Erschütterung  im  ge- 
genseitigen Gleichgewichte  sich  befinden,  so  hat  die  Theorie  der  doppelten 
Brechung  zuerst  die  Gesetze,  nach  denen  die  Elasticität  um  einen  Punkt 
herum  vertheilt  ist,  festzustellen,  dann  aus  diesen  die  Gesetze  der  Polarisa- 
tion und  Fortpflanzung  abzuleiten.     Dies  geschieht  auf  folgende  Weise« 

Verschiebt  man  einen  Punkt  des  Systems  aus  seiner  Ruhelage  nach 
allen  möglichen  Richtungen  und  zwar  nach  jeder  so  weit,  dass  alle  diese 
Verschiebungen  mit  dem  Aufwände  einer  und  derselben  Arbeit  bewerkstel- 
ligt werden,  so  liegen  die  Endpunkte  dieser  Verschiebungen  in  einer  krum- 
men Fläche,  welche  Fläche  gleicher  Arbeit  heissen  soll.  Ist  die  durch  eine 
Verschiebung  geweckte  Kraft  unabhängig  von  der  Richtung  der  Verschie- 
bung, so  ist  diese  Fläche  eine  Kugel.  Steht  die  Kraft  zur  Verschiebung 
wohl  in  einem  directen  aber  mit  der  Richtung  wechselnden  Verhältniss ,  so 
ist  die  Fläche  gleicher  Arbeit  ein  Ellipsoid.  Ein  solches  lässt  sich  also  um 
jeden  Punkt  des  Systems  construiren.  Als  Fläche  gleicher  Arbeit  hat  es 
die  Eigenschaft,  dass  jede  in  seiner  Oberfläche  liegende  Verschiebung  ohne 
Aufwand  von  Arbeit  bewerkstelligt  werden  kann.  Verschiebt  man  also  den 
Punkt  bis  in  die  Oberfläche  des  EUipsoides,  so  hat  die  durch  die  Verschie- 
bung geweckte  Kraft  keine  in  die  Oberfläche  fallende  Componente,  steht 
also  normal  zur  selben.  Es  giebt  daher  nur  drei  Richtungen ,  für  welche 
Verschiebung  und  die  durch  die  geweckte  Kraft  zusammenfallen,  nämlich 
die  der  Axen  des  EUipsoides  gleicher  Arbeit.  Diese  Richtungen  heissen 
Elasticitätsaxen ,  die  in  diesen  Richtungen  wirksamen  Elasticitäten  Haupt- 
elastici  täten. 

Verschiebt  man  den  Punkt  nach  einer  der  Axen,  so  ist  die  dadurch  ge- 
weckte Kraft  gleich  der  dazu  gehörigen  Hauptelasticität  tnultiplicirt  mit  der 
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Verschiebung.  Die  dabei  geleistete  Arbeit  ist  gleich  der  Verschiebung 
multiplicirt  mit  dem  Mittelwerthe  der  durch  dieselbe  geweckten  Kraft,  wel- 
cher Mittelwerth  das  halbe  Product  aas  Elasticität  und  Verschiebung  ist. 
Umgekehrt  ist  die  geweckte  Hauptelasticität  gleich  der  doppelten  Arbeit, 
für  welche  dasEHipsoid  construirt  ist,  dividirt  durch  das  Quadrat  der  zuge- 
ordneten Axe  des  Ellipsoides. 

Auf  dieselbe  Weise  bestimmt  sich  von  der  durch  eine  beliebig  gerich- 
tete Verschiebung  geweckten  Elasticität  jene  Componente,  welche  in  die 
Richtung  der  Verschiebung  fällt  und  parallele  Elasticität  heisst.  Sie  ist 
gleich  der  doppelten  Arbeit,  dividirt  durch  das  Quadrat  des  Radius  Vectors, 
in  welchen  die  gethane  Verschiebung  fällt. 

Um  die  Fortpflanzung  einer  Planwelle  zu  bestimmen,  schneide  man  das 
Ellipsoid  der  gleichen  Arbeit  central  durch  die  Wellenebeue.  Der  Schnitt 
ist  eine  Ellipse.  Von  dieser  und  dem  Ellipsoide  zugleich  bildet  die  in  der 
Planwelle  enthaltene  Schwingungsrichtung  einen  Radius  vector.  Normal 
zum  Ellipsoide  wirkt  die  durch  die  Schwingung  geweckte  Elasticität.  Diese 
zerfalle  man  in  zwei  Componenten,  eine  zur  Wellenebene  senkrechte, 
-welche  Longitudinalschwingungen  zu  erzeugen  strebt  und  nicht  weiter  zu 
berücksichtigen  ist,  und  eine  in  die  Wellenebene  fallende.  Diese  letztere 
steht  normal  zur  Ellipse  in  jenem  Punkt,  in  welchem  diese  von  der  Schwin- 
gung getroffen  wird.  Sie  hat  also  mit  der  Schwingung  nur  in  den  zwei 
Fällen  gleiche  Richtung,  wenn  die  Schwingung  in  eine  der  Axen  der  Ellipse 
fällt.  Nur  diese  zwei  Schwingungsrichtungen  sind  stabile.  Die  Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit einer  Planwelle  mit  Schwingungen  stabiler  Richtung 
ist  der  Quadratwurzel  aus  der  zu  den  Schwingungen  paralleler  Elasticität 
direct,  somit  der  zugehörigen  Axe  der  Ellipse  verkehrt  proportionirt. 

In  jeder  Planwelle,  welche  Schwingungen  nicht  stabiler  Richtung  ent- 
hält, theilen  sich  diese  in  Componenten  nach  den  zwei  zu  einander  senk- 
rechten stabilen  Richtungen.  Da  jeder  dieser  Componenten  eine  andere 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  entspricht,  so  theilt  sich  somit  auch  die 
Welle  in  zwei,  senkrecht  gegen  einander  polarisirte. 

Es  giebt  aber  zwei  Lagen  für  die  Planwelle,  in  welcher  jede  in  ihr  ent- 
haltene Schwingung  eine  stabile  ist.  Diese  sind  jene  Lagen ,  in  welchen 
sie  das  Ellipsoid  der  gleichen  Arbeit  in  Kreisen  schneidet.  Sonach  giebt 
es  auch  zwei  Richtungen,  nach  denen  sich  eine  Planwelle  mit  beliebigen 
Schwingungen  ohne  Zweitheilung  fortpflanzen  kann ,  sie  heissen  die  opti- 
schen Axen  und  liegen  in  der  Ebene  der  grö ästen  und  kleinsten  Axe  des 
Ellipsoides  gleicher  Arbeit.     Ihre  Winkel  werden  von  diesen  Axen  halbirt. 

Ist  das  Medium  um  eine  Richtung  herum  symmetrisch  gebaut,  so  ist 
das  Ellipsoid  der  gleichen  Arbeit  ein  Rotationsellipsoid,  die  Symmetrielinie 
ist  die  Rotationsaxe  und  zugleich  die  einzige  optische  Axe.  In  diesem 
Falle  haben  die  verschiedenen  Schnittellipsen  eine  Axe  immer  gleich  gross 
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und  senkrecht  zur  optischen  Axe ,  ihr  parallele  Schwingungen  bilden  die 
ordentliche  Welle  von  constanter  Fortpflanzungsgeschwindigkeit. 

Ist  das  Medium  symmetrisch  nach  allen  Richtungen ,  so  ist  die  Fläche 
gleicher  Arbeit  eine  Kugel,  jede  Schwingungsrichtung  ist  eine  stabile,  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  für  alle  Richtungen  und  Schwingungen 
dieselbe. 

Jede  Planwelle  um  ihre  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  nach  ihrer  Nor- 
male verschoben,  bildet  eine  Tangentialebene  der  Elementarwellennache. 
Den  Berührungspunkt  findet  man,  wenn  man  durch  den  Ursprung  eine  Senk- 
rechte auf  die  Totalelasticität,  welche  durch  die  in  der  Planwelle  enthaltene 
stabile  Schwingung  geweckt  wird,  zieht,  und  sie  bis  in  die  vorgeschobene 
Planwelle  verlängert.  So  verfahrend,  kann  man  alle  Punkte  der  Wellen- 
fläche, also  diese  selbst,  construiren.  (Wiener  Akademieberichte.) 


XXXV.  Ueber  die  Malaria  zu  Born.  In  einer  Sitzung  der  Arcadischen 
Gesellschaft  zu  Born  vom  11.  Juni  d.  J.  hat  P.  Secchi  einen  interessanten 
Vortrag  über  die  hygienischen  Verhältnisse  des  alten  und  des  jetzigen  Roms 
gehalten,  in  welchem  er  sich  besonders  über  die  bösartigen  Fieber  verbrei- 
tet, welche  die  Umgebung  von  Rom  in  manchen  Sommermonaten  nahezu 
unbewohnbar  machen.  Er  findet  auf  10jährigen,  freilich  sehr  mangelhaften 
Tabellen  das  Maximum  der  Erkrankungen  am  6.  August  und  hofft  eine 
Besserung  der  Verhältnisse  aus  der  beginnenden  Anwendung  der  Maschinen 
beim  Ackerbau,  weil  durch  diese  eine  Gultivirung  des  Bodens  in  den  weni- 
gen gesunden  Monaten  ermöglicht  wird,  und  der  eultivirte  Boden  umgekehrt 
wieder  die  giftigen  Ausdünstungen  zurückhalte. 


XV. 
Beitrag  zu  der  Lehre  von  den  Trägheitsmomenten. 

Von  Dr.  Th.  Reye, 

Privatdocent  in  Zürich. 


Die  Bewegung  eines  festen  Körpers  lässt  sich  vermöge  des  Principe 
vom  Schwerpunkte  leicht  vollständig  ermitteln,  wenn  der  Körper  keiner 
Drehung  unterworfen  ist,  indem  dann  nur  die  Masse  des  Körpers  und  die 
Resultirende  aller  auf  ihn  wirkenden  Kräfte  in  Betracht  kommt.  Im  allge- 
meinen Falle  dagegen  ist  ausserdem  noch  das  Drehungsmoment  der  Kräfte, 
sowie  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Bezug  auf  eine  veränderliche 
Rotationsaxe  zu  berücksichtigen.  Ich  habe  mir  nun  die  Frage  vorgelegt, 
ob  nicht  der  Körper,  wie  im  erstgenannten  speciellen  Falle  durch  seinen 
Schwerpunkt,  so  in  diesem  allgemeinen  Falle  durch  eine  beschränkte  An- 
zahl materieller  Punkte  ersetzt  werden  könne,  so  dass  das  Trägheitsmoment 
dieser  Massenpunkte  für  jede  im  Raum  angenommene  Axe  ebenso  gross  sei, 
wie  dasjenige  des  Körpers.  Für  das  beliebig  gegebene  Kräftesystem  Hessen 
sich  dann  Einzelkräfte  substituiren ,  welche  auf  jene  Massenpunkte  wirken, 
und  das  so  schwierige  Problem  der  Bewegung  eines  festen  Körpers  wäre 
damit  zurückgeführt  auf  das  einfachere  der  Bewegung  weniger  mit  einander 
fest  verbundener  Massenpunkte. 

Im  Folgenden  soll  nun  gezeigt  werden,  dass  ein  beliebiger  Körper 
wirklich  durch  eine  beschränkte  Anzahl  materieller  Punkte,  nämlich  durch 
vier,  im  oben  angegebenen  Sinne  ersetzt  werden  kann ,  und  zwar  auf  sehr 
verschiedene  Weise.  Nämlich  der  erste  dieser  vier  Punkte  kann  ganz  be- 
liebig im  Raum  angenommen  werden;  dadurch  ist  aber  nicht  nur  die  Masse, 
welche  diesem  Punkte  beizulegen  ist,  sondern  auch  die  Ebene  der  drei 
Übrigen  Punkte  völlig  bestimmt.  Nimmt  man  in  dieser  Ebene  den  zweiten 
Punkt  willkürlich  an,  so  erhält  man  eine  Gerade,  auf  welcher  die  beiden 
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letzten  Punkte  liegen ,  und  auf  dieser  kann  noch  der  dritte  Punkt  beliebig 
gewählt  werden.  Wirkt  die  Schwerkraft  auf  den  gegebenen  Körper ,  so 
können  wir  derselben  die  Gewichte  der  vier  Punkte  substituiren ,  indem 
letztere  stets  dieselbe  Gesammtmasse  und  denselben  Schwerpunkt  haben, 
wie  der  Körper.  Der  Umstand  ferner,  dass  das  Tetraeder,  dessen  Eck- 
punkte die  vier  materiellen  Punkte  bilden ,  in  der  verschiedensten  Weise 
construirt  werden  kann ,  muss  als  ein  sehr  glücklicher  bezeichnet  werden, 
denn  soll  z.  B.  die  Drehung  eines  Körpers  um  eine  feste  Axe  oder  einen 
festen  Punkt  untersucht  werden,  so  kann  man  zwei  Eckpunkte  des  Tetrae- 
ders in  jene  Axe,  oder  doch  einen  in  diesen  Punkt  verlegen,  und  hat  sodann 
nur  noch  die  Bewegung  der  Übrigen  zwei  resp.  drei  Punkte  zu  unter- 
suchen. 

Ich  behalte  mir  vor,  derartige  Anwendungen  meiner  vorliegenden  Ar- 
beit auf  die  Bewegung  fester  Körper  später  zu  veröffentlichen ,  und  be- 
schränke mich  hier  darauf,  die  Möglichkeit  eines  Tetraeders,  welches  einen 
•  Körper  hinsichtlich  der  Trägheitsmomente  völlig  vertritt,  zu  beweisen,  seine 
Construction  anzugeben ,  und  einige  der  zahlreichen ,  theils  geometrischen, 
theils  analytischen  Aufgaben  zu  erörtern ,  die  sich  an  jene  Hauptaufgabe 
knüpfen.  Ich  schicke  einige  bekannte  Sätze  über  Trägheitsmomente 
voraus. 

§.  I. 

Die  Trägheitsmomente  eines  beliebigen  Massensystems  in  Bezug  auf 
zwei  zu  einander  senkrechte  Ebenen  sind  zusammen  gleich  dem  Trägheits- 
moment in  Bezug  auf  die  Axe,  in  welcher  die  Ebenen  sich  schneiden.  Denn 
sind  x  und  y  die  Abstände  eines  Massentheilchens  m  von  den  Ebenen,  r  der 
Abstand  von  der  Axe,  so  ist  mrtt=mxf+tny*  und  folglich  auch  Zmr^ssSmx* 
+  2my*,  wenn  die  Summen  über  die  gleichartig  gebildeten  Produkte  für 
alle  Massentheilchen  ausgedehnt  werden.  Wenn  also  die  Trägheitsmomente 
von  zwei  Massensystemen  einander  gleich  sind  für  jede  beliebige  Ebene,  so 
sind  sie  auch  gleich  für  jede  Axe  im  Räume.  Wir  dürfen  uns  daher  auf 
Momente  in  Bezug  auf  Ebenen  beschränken. 

Für  diese  aber  wollen  wir  den  Begriff  „Trägheitsmoment1*  in  weiterem 
Sinne  auffassen,  als  soeben  geschah.  Ziehen  wir  von  jedem  Massentheil- 
chen m  in  beliebig  angenommener  Richtung  eine  Gerade  bis  an  die  gege- 
bene Ebene,  und  bezeichnen  mit  r  die  Länge  dieser  Geraden,  so  soll  die 
Summe  2mr*,  ausgedehnt  über  alle  Massentheilchen,  das  Trägheitsmoment 
für  die  gegebene  Ebene  und  Richtung  heissen.  Ist  $R=£m  die  Gesammt- 
masse des  Systems,  so  können  wir  mittelst  der  Gleichung : 

den  sogenannten  Trägheitsradius  ^  f  ttr  die  gebene  Ebene  und  Richtung 
berechnen.  Das  .Trägheitsmoment  ist  dann  so  gross,  als  wäre  die  gesain mte 
Masse  des  Systems  in  einer  der  beiden  Ebenen  concentrirt,  welche  mit  der 
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gegebenen  parallel  sind  und  mit  derselben  auf  jeder  Geraden  r  die  Länge 
9  einschliessen.  Die  Lage  dieser  Ebenen  ist  anabhängig  von  der 
gegebenen  Richtung.  Denn  nach  obiger  Gleichung  ändert  sich  q  pro- 
portional mit  r,  wenn  eine  neue  Richtung  gewählt  wird,  und  die  beiden  Pa- 
rallelebenen behalten  ihren  senkrechten  Abstand  von  der  gegebenen. 

Wenn  nun  die  gegebene  Ebene  sich  um  einen  ihrer  Punkte  0  dreht,  und 
so  alle  möglichen  Stellungen  im  Räume  annimmt,  so  umschreiben,  wie  nach 
Cauchy's  Aussage  (siehe  Exercices  de  Math.  Bd.  2,  S.  03)  zuerst  Bin  et  ge- 
zeigt hat,  die  beiden  Parallelebenen  ein  Ellipsoid.  Die  Gleichung  desselben 
läset  sich  wohl  am  einfachsten  auf  folgendem  von  Herrn  Culmann  (in 
seiner  „  Graphischen  Statik  "  S.  163  ff.)  eingeschlagenen  Wege  gewinnen. 

Seien  durch  den  Drehpunkt  0  drei  ganz  beliebige,  z.  B.  schiefwinklige 
Coordinatenaxen  gelegt,  und  x%  y,  z  die  Coordinaten  des  Massentheilchens  m. 
Die  Länge  r,  welche  in  gegebener  Richtung  den  Abstand  des  m  von  einer 
bestimmten,  durch  0  gelegten  Ebene  misst,  ist  dann  eine  lineare  Function 
von  Xj  y,  z,  also 

r  =  ax  +  ßy  +  yt. 
Denn  projiciren  wir  den  Linienzug  der  Coordinaten  x,y,z%  durch  welchen 
m  mit  0  verbunden  wird,  parallel  zu  der  Ebene  auf  die  gegebene  Richtung, 
so  erhalten  wir  als  Projection  die  Länge  r  selber,  oder  auch  cc'x-\-ßy  +  y*, 
wenn  <*,  /?,  y  die  Verkürzungsverhältnisse  für  ar,  y  und  z  bedeuten.  Diesel- 
ben bleiben  constant ,  so  lange  die  gegebene  Ebene  und  die  Richtung  der  r 
unverändert  bleiben«  Das  Trägheitsmoment  3R  q%  =  Emr*  lässt  sich  daher 
auch  schreiben: 

aW^«  =  ttEmx*  +  /P^roy*  +  y^Zmz9  +  2ßyZmyz  +  2ycc2mzx 

*-j-2aß£mxy. 
Zur  Abkürzung  setzen  wir : 

IZmx1  =  2tta»,     Zmyz  =  Sfö  A, 
£my*  =  ÜR6«,      2mzx=:  3B  B, 
2?m^f=ÜRc,,      2?mary=ÜRC; 
so  dass  a,  6,  c  die  Trägheitsradien  für  die  Coordinatenebenen  der  yz>  zx  und 
xy  bedeuten,  gemessen  in  der  Richtung  der  <r,  y  und  z.   Für  (f  ergiebt  sich 
dann: 

2)  (f  =  «*  o«  +  Fb*  +  /c*  +  *ßyA  +  2yaB  +  2aßC. 

Die  eine  der  beiden  Ebenen,  welche  von  der  gegebenen  in  der  Rich- 
tung der  Geraden  r  um  g  entfernt  sind,  möge  nun  auf  den  Coordinatenaxen 
die  Strecken  a?,,  y„  z,  abschneiden,  so  dass  ihre  Gleichung  lautet: 

8)  «+£+««1. 

Projiciren  wir  alsdann  diese  Strecken  auf  die  Richtung  von  r  parallel  zu 
der  Ebene,  so  erhalten  wir: 

20* 


436  Beitrag  zu  der  Lehre  von  den  Trägheitsmomenten. 

und  aus  2)  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  er,  ß  und  y: 
_o«       _6«       £^       1A        2B        2€ 

*'  ~  *?     y*     *i*     y^i     *i*i     ^i^i' 

Die  Ebene  3)  beschreibt  also  den  Ebenenbündel  zweiter  Ordnung  4),  oder 

sie  umschreibt  eine  Fläche  zweiter  Ordnung,  welche  ein  Ellipsoid  sein  muss, 

da  ö2,  6*  und  c*  positive  Grössen  bezeichnen.     Durch  Veränderung  der  Co- 

ordinatenaxen  können  A)  B  und  C  zum  Verschwinden  gebracht  werden,  *o 

dass 

£myz  =  0\     2mzx  =  0]     2mxy  =  0 

wird.   Das  Ellipsoid  ist  dann  auf  drei  conjugirte  Durchmesser  bezogen,  und 

seine  Berührungsebene  3)  ist  bedingt  durch  die  Gleichung: 

a%    ,    6*    ,    c2 
4ö)  1  =  — t  +  — t  +  — • 

J  *i       Vi        *i 

In  Punktcoordinaten  wird  dann  die  Gleichung  des  Ellipsoides  folgende: 

*"      y*        z% 

Der  Punkt  0  ist  der  Mittelpunkt  dieses  Ellipsoides;  dasselbe  soll  das  Trag  - 

heitsellipsoid  von  0  heissen. 

Für  jede  durch  0  gehende  Ebene  ist  das  Träg- 
heitsmoment des  Massensystems  genau  so  gross,  als 
wäre  die  gesammte  Masse  concentrirt  in  einer  der  bei- 
den B er ührungs ebenen  des  Ellipsoides  5),  welche  je- 
ner gegebenen  Ebene  parallel  laufen. 

§.2. 

Die  unzähligen  Trägheitseil  ipsoide,  welche  wir  für  die  sämmtlichen 
Punkte  des  Raumes  construiren  können ,  stehen  in  einfachen  Beziehungen 
zu  einander.  Die  Ellipsoide  der  sämmtlichen  Punkte  einer  Ebene  z.  B. 
werden  von  zwei  Ebenen,  die  zu  jener  parallel  sind,  berührt.  Die  Ellipsoide 
der  sämmtlichen  Punkte  einer  Geraden  werden  von  einer  Cylindertläche 
berührt,  deren  Axe  jene  Gerade  ist;  die  Berührungslinien  sind  natürlich 
Kegelschnitte. 

Das  Trägheitsellipsoid  für  den  Schwerpunkt  S  des  Massensystems  ist 
von  besonderer  Wichtigkeit;  es  wird  auch  Centralellipsoid  genannt. 
Lage  und  Gestalt  der  Übrigen  Ellipsoide  lassen  sich  leicht  aus  derjenigen 
des  Centralellipsoides  ableiten.  Sei  5)  die  Gleichung  desselben  in  Bezug 
auf  drei  conjugirte  Axen,  von  denen  diejenige  der  x  durch  einen  beliebigen 
Punkt  0  des  Baumes  gelegt  sei.  Wir  setzen  O£=a?0  und  verlegen  die  Co- 
ordinatenaxen  parallel  nach  0;  dann  gehen  die  Coordinaten  x>  y,  z  des 
Massentheilchens  m  über. in: 

x'  =  x  —  x0;     y'  =  y;     z  =  z, 
und  da  für  den  Schwerpunkt  Zmx  =  Zmy  =  £mz  =  0  ist,  und  nach  Vor- 
aussetzung £mxy  =  2m yz  =  Zmzx  =  0,  so  folgt: 
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2mx'%  =  £ma*—  2x0£mx  -f-  x*£m  ==  3R  (a«  +  x*), 
Zmy*  =  2my*  —  ÜR6*, 
2m:'1  =  £m**  =  201^, 
£myz'=  2myz=.  0, 
I*mzx'=.  £mzx —  x02mz  =  0, 
Emx'y'=  Ztnxy —  *02wy  =  0. 
Die  erste  dieser  6  Gleichungen  enthält  die  bekannte  Regel : 

Um  für  irgend    eine   Richtung  das  Trägheitsmo- 
ment eines  Massensystems  in  Bezug  auf  eine  gegebene 
Ebene  zu  erhalten,  bestimmt  man   für  eine   durch   den 
Schwerpunkt   gehende  Parallelebene  das  Trägheits- 
moment und  addirtdazn  dasProductausderGesainmt- 
masse  äft   in    das   Quadrat    des    (nach   der   gegebenen 
Richtung  gemessenen)  Abstandes  beider  Ebenen. 
Die  letzten  drei  Gleichungen  zeigen,  dass  die  drei  neuen  Coordinaten- 
axen  drei  conjugirte  Durchmesser  sind  für  das  Trägheitsellipsoid  von  0. 
Die  halben  Längen  dieser  Durchmesser  sind : 


}/a*  +  x0\  b  und  c. 
Das  Ellipsoid  des  beliebigen  Punktes  0  kann  also  mittelst  des  Central- 
ellipsoides  wie  folgt  construirt  werden.  Man  umhülle,  letzteres  durch  eine 
Cylinderfläche,  deren  Axe  die  Gerade  SO  ist,  und  verschiebe  die  ebene  Be- 
rti hrnngscurve  parallel  auf  der  Cylinderfläche,  bis  ihr  Mittelpunkt  mit  0  zu- 
sammenfällt, so  hat  man  die  Curve,  in  welcher  die  Cylinderfläche  von  dem 
Ellipsoid  0  berührt  wird.  Zwischen  der  Länge  SO  und  dem  auf  derselben 
Geraden  liegenden  Halbmesser  a  des  Centralellipsoides,  als  Catheten,  con- 
struire  man  ferner  ein  rechtwinkliges  Dreieck,  und  trage  die  Hypotenuse 
j/af  +  SO1  von  0  aus  ab  auf  SO;  so  erhält  man  die  beiden  Punkte,  in  wel- 
chen SO  von  dem  gesuchten  Ellipsoid  0  geschnitten  wird.  Auch  je  zwei 
Sehnender  beiden  Ellipsoide,  welche  auf  einer  Parallelen  zu  SO  liegen, 
verhalten  sich  wie  j/o*  + SO*  :  a,  und  da  dieselben  von  den  Ebenen  der 
oben  genannten  Berührungscurven  halbirt  werden ,  so  ist  die  eine  leicht  zu 
construiren,  wenn  die  andere  bekannt  i$t.  Herr  Culmann  folgert  aus  den 
hier  bewiesenen  Sätzen  (a.  a.  0.) : 

Die  Trägheitsellipsoide  sämmtlicher  Punkte 
einer  durch  den  Schwerpunkt  gehenden  Geraden  wer- 
den von  einer  zu  letzterer  parallelen  Cylinderfläche 
in  parallelen  und  congruenten  Kegelschnitten  be- 
rührt.    Darans  ergiebt  sich  weiter: 

Die  Trägheitsellipsoide  sämmtlicher  Punkte 
einerdurcbS  gehenden  Ebene  werden  von  zwei  pa- 
rallelen Ebenen  berührt!  und  die'  nach  dem  Beruh- 
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rungepunkten  gehenden  Durchmesser  der  Ellipsoide 
sind  parallel. 

DerSchwerpunkt  fliegt  innerhalb  j  e  d  e  s  Trägheit«- 
ellipsoides,  weil  nämlich  }/a*  +  OS*  >0£ist, 

§•  3. 
Soll  nun   das  gegebene  Massensystem  durch  ein  anderes  in  Bezog  auf 
die  Trägheitsmomente  völlig  ersetzt  werden,  so  ist  offenbar  nothwendig,  aber 
auch  hinreichend : 

1.  dass  die  Trägheitsellipsoide  beider  Systeme  für  einen  gegebenen 
Punkt  0  zusammenfallen,  dass  also  irgend  drei  conjugirte  Durch- 
messer derselben  gleiche  Richtung  und  Grösse  haben; 

2.  dass  die  Schwerpunkte  der  beiden  Massensysteme  zusammenfal- 
len, so  dass  auch  die  beiden  Centralellipsoide  und  folglich  die 
Trägheitsellipsoide  eines  jeden  Punktes  einander  decken; 

3.  dass  die  Gesammtmasse  90?  des  einen  Systems  derjenigen  des  an- 
dern gleich  sei.  Denn  mit  9R  ist  das  Quadrat  des  betreffenden 
Trägheitsradius  o  zu  multipliciren,  damit  wir  für  irgend  eine 
Ebene  und  Richtung  das  Trägheitsmoment  %Rq*  erhalten.  

Ein  Afassensystem,  dessen  Centralen ipsoid  die  Gleichung 

hat,  l&sst  sich  in  diesem  Sinne  ersetzen  durch  ein  Eliipsoid 

in  dessen  Innern  die  Gesammtmasse  ÜR  gleichförmig  vertheilt  ist;  ebenso 
durch  ein  homogenes  Parallelepipedon,  dessen  Seitenflächen  die  Gleichun- 
gen haben: 

a  b  c  — r 
Durch  ein  System  von  drei  materiellen  Punkten  lassen  sich  jene  Be- 
dingungen nur  dann  erfüllen,  wenn  das  gegebene  Massensystem  ganz  in  der 
Ebene  dieser  drei  Punkte  liegt,  weil  nur  dann  das  Trägheitsmoment  für 
diese  Ebene  gleich  Null  wird.  Im  allgemeinen  Fall  genügen  vier  Punkte, 
die  nicht  alle  in  einer  Ebene  liegen,  also  die  Eckpunkte  eines  Tetraeden. 
Seien  ro,  m«,  my,  mz  die  Massen  derselben.  Wir  nehmen  den  ersten  dersel- 
ben, 0,  zum  Anfangspunkte  eines  Coordinatensystems ,  dessen  Axen  resp. 
durch  die  übrigen  drei  Punkte  gehen.  Seien  £,  r\y  £  die  resp.  Entfernungen 
dieser  Punkte  von  0,  so  wird : 

2mx*  =mx£f;     £my*  ==mf^*;     2»r,=w,f; 

Xmyft=0;  £mzx=Q;  2mxy=0. 

Die  drei  Geraden,  welche  den  Punkt  0  mit  den  übrigen  drei  materiellen 
Pu  kten  verbinden,  sind  also  conjugirte  Durchmesser  des  Trägheitsellipsoi- 
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des  0  unseres  Tetraeders.  Der  Forderung  1)  zufolge  müssen  sie  der  Rich- 
tung und  Grösse  nach  zusammenfallen  mit  drei  beliebigen  conjugirten  Durch- 
messern desjenigen  Ellipsoides,  welches  in  dem  ursprünglich  gegebenen 
Massensystem  dem  Punkte  0  zukommt.  Die  Gleichung  des  letzteren  Ellip- 
soides muss  sich  also  auf  die  Form  bringen  lassen : 

x*       v*        z% 

«o         °o         co 
und  für  die  Grösse  der  Halbaxen  gelten  die  Gleichungen : 

m^^SWao8;     my  i?2  =  3K  V  5     m*V  =  ü»c0«. 
Sind  #0,jr0»  *o  die  Coordinateu  des  Schwerpunktes,  so  führt  uns  die 
Forderung  2)  zu  folgenden  Gleichungen : 

Die  dritte  Forderung  endlich  wird  befriedigt  durch  die  Gleichung : 
*»  +  *»*  +  tny  +  mz  =  ÜR. 
Diese  sieben  Gleichungen  lassen  sich  in  folgende  auflösen.     Es  ist: 

7)  !«£,  „=^5   {«i, 


y»  v 


8)  m*=aK^;    m,  =  m£;    m 


V        "  c( 


o 


9)  w  =  aÄ(1_fi;_?<L_£iL\ 


Da  der  Schwerpunkt  (x0,  ym  z0)  oder  5  stets  innerhalb  des  Ellipsoides 
•  m 

6)  liegt,  so  ist  m  positiv,  wie  auch  sein  muss.     Das  Verhältniss    =r-    hängt 

nur  ab  von  der  gegenseitigen  Lage  der  Punkte  0  und  S,  nicht  aber  von  der 
Wahl  des  Coordinatensystems  resp.  der  Lage  der  übrigen  drei  Punkte. 
Denn  die  Function 

x%      y*       2f 

«o         °o        co 
erhält  für  jeden  Punkt  des  Raumes,  also  auch  für  den  Schwerpunkt,  einen 
ganz  bestimmten  Werth,  welcher  sich  nicht  ändert,  wenn  man  die  Coordi- 
naten  *,  y,  z  durch  andere  Grössen  ausdrückt,  d.  h.   ein  beliebiges  neues 
Coordinatensystem  einführt. 

Die  Gleichung  der  Ebene,  in  welcher  die  Massen  m„  my,  m«  liegen,  ist : 

I  +  n  +  S      ' 

oder: 

d.h.  diese  Ebene  ist  die  Polarebene  des  Schwerpunktes  in 
Bezug  auf  das  Trägheitsellipsoid  6).  Auch  die  Lage  dieser  Ebene. 
ist  also  unabhängig  von  der  Wahl  des  Coordinatensystems  oder  der  Punkte 
m*i  my  tuul  tnx.     Also: 


440  Beitrag  zu  der  Lehre  von  den  Trägheitsmomenten. 

Durch  willkürliche  Annahme  eines  der  vier  Eck- 
punkte des  Tetraeders  ist  nicht  nur  die  Masse, 
welche  demselben  beizulegen  ist,  sondern  auch  die 
Ebene,  in  welcher  die  übrigen  dreiEc kp unkte  lieg en, 
völlig  und  eindeutig  bestimmt. 

§.4. 

Die  Grösse  dieser  Masse  und  die  Lage  dieser  Ebene  lassen  sich  mit- 
telst des  Centralellipsoides  noch  bequemer  angeben,  so  dass  sich  namentlich 
leicht  erkennen  lässt,  wie  sie  sich  ändern  mit  der  Lage  des  Punktes  0.  Die 
Ebene  10)  ist  parallel  zu  der  Polarebene  des  Punktes  0  in  Bezug  auf  das 
Centralellipsoid  £,  weil  nach  §.  2  die  beiden  Diametralebenen  der  Ellipsoide 
S  und  0,  welchen  die  Gerade  SO  conjugirt  ist,  parallel  sind,  zu  diesen  aber 
die  Polarebenen  jedes  Punktes  von  SO.  Wir  wollen  nun  über  die  drei 
conjugirten  Durchmesser,  auf  welche  das  Ellipsoid  0  bezogen  ist,  die  An- 
nahme machen,  dass  der  eine,  z.  B.  die  x-  Axe,  durch  den  Schwerpunkt  S 
gehe.  Dann  bedeutet  x0  die  Länge  OS,  und  y0,  sowie  z0  verschwinden. 
Zwei  von  den  Eckpunkten  des  Massentetraeders  rücken  nach  7)  in  unend- 
liche Entfernung,  indem  17=00  und  f =00;  ihre  Massen  my  und  mz  werden 
zugleich  verschwindend  klein  nach  8),  so  jedoch,  dass  immerhin  myi?,c=3R60t 
und  m,f*=2Jtc0f  bleibt.     Die  Gleichungen  0)  und  10)  gehen  über  in: 


Nach  §.  2  ist  aber  a*  =  c!  +  x*}  wenn  a  den  auf  OS  liegenden  Halbmes- 
ser des  Centralellipsoides  bezeichnet.     Also  folgt;  » 


02  +  *of      •«* 


a*       ,          a*+x,* 
=  — -  und  a?= , 


indem  x  die  Länge  OP  bedeutet,  welche  von  der  Ebene  10)  auf  der  Geraden 
OS  abgeschnitten  wird.  Die  geometrische  Deutung  der  ersten  Gleichung 
liegt  auf  der  Hand ;  die  zweite  können  wir  auch  schreiben : 

«t=a?0.(jc  —  x0)=*OS.SPy 
so  dass  also  der  Halbmesser  a  des  Centralellipsoides  die  mittlere  Proportio- 
nale ist  von  OS  und  SP.  Ist  nun  P,  der  Schnittpunkt T  welchen  die  Polar- 
ebene von  0  in  Bezug  auf  das  Centralellipsoid  mit  OS  erzeugt,  so  dass  also 
Px  von  0  harmonisch  getrennt  ist  durch  das  Ellipsoid,  so  gilt  bekanntlich 
die  Gleichung: 

Also  ist  PtS=  SP,  oder  die  Polarebene  von  0  ist  nicht  allein  parallel  zu 
der  Ebene  10),  sondern  hat  auch  vom  Schwerpunkt  denselben  Abstand,  wie 
diese.  Wir  wollen  deshalb  die  Ebene  10)  die  Gegen  polare  des  Punktes 
0  nennen,  und  umgekehrt  0  den  Gegenpol  jener  Ebene  in  Bezug  auf  das 
Centralellipsoid. 


t- 
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Ist  0  ein  Eckpunkt  des  Tetraeders,  so  liegen  die 
übrigen  drei  Eckpunkte  in  der  Gegenpolare  von  0, 
d,  h.  in  der  Ebene,  welche  der  Polare  von  0  hinsicht- 
lich des  Centralellipsoides  parallel  ist  und  vom 
Schwerpunkt  denselben  Abstand  hat  wie  diese« 

Die  Gleichung  für  =  kann  auch  geschrieben  werden : 

3R  —  fn_x0* 
tn  a%* 

Verlängern  wir  also  jeden  Halbmesser  des  Centralellipsoides  im  Verhältniss 

,  so  erhalten  wir  alle  diejenigen  Punkte  des  Raumes,  welchen  die 

tn 

Masse  in  zugetheilt  werden  müsste,  wenn  sie  zu  Eckpunkten  des  Tetraeders 

gewählt  würden.     Für  ein  constantes  tn  erhalten  wir  als  Ort  dieser  Punkte 

ein  zum  Centralellipsoid  ähnliches  und  ähnlich  liegendes  El- 

lipsoid.     Ist  die  Gleichung  des  Centralellipsoides  für  drei  seiner  conju- 

girten  Durchmesser: 

**       v1        z* 

so  hat  das  letztere  Ellipsoid  die  folgende  Gleichung : 

U)  a»  +  **  ^  c*  tn      - 

Dieselbe  muss  von  den  Cordinaten  (xv  yv  zt)  des  Punktes  0  befriedigt  wer- 
den, wenn  dessen  Masse  tn  zum  Voraus  gegeben  ist;  oder  diese  Masse  kann 
aus  12)  berechnet  werden,  wenn  jene  Coordinaten  gegeben  sind.  Die  Masse 
tn  liegt,  wie  auch  sein  muss,  immer*  zwischen  0  und  2Jt,  Weil  die  linke  Seite 
von  12)  nicht  negativ  werden  kann.  —  Beispielsweise  finden  wir  als  Ort  der 

Punkte ,  welchen  die  Masse  m  =  —  oder  auch  tn  =  —  beigelegt  werden 

müsste,  das  Centralellipsoid  und  ein  zweites,  dessen  Axen  doppelt  so  gross 
sind,  wie  diejenigen  des  Centralellipsoides. 

Da  die  Polare  des  Punktes  0  (xv  yv  z,)  in  Bezug  auf  das  Ellipsoid  11) 

folgende  Gleichung  hat:     xxx      y±y      zxz 

#  +  »  +m*—1' 
so  ist  die  Gleichung  seiner  Gegenpolare: 

'»  *?+¥+¥+'=»• 

Es  folgt  daraus,  da  13)  symmetrisch  ist  für  (x,yyz)  und  {xuyuz^  der  Satz: 
Von  zwei  gegebenen  Punkten  liegt  entweder  kei- 
ner od  er  jeder  in  der  Gegenpolare  des  andern. 

§.  5. 
Analytisch  lassen  sich  die  soeben  gewonnenen  Resultate  auch  wie  folgt 
ausdrücken.     Seien  ml(xvyvzi),  m, (*„#„*,),  »t8(a;8,y8,*s)  und  m4(a?4,y4,*4) 
die  viel  MasBeo  nebst  den  Coordinaten  der  Punkte ,  in  welchen  sie  concen- 
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/ 


trirt  sind ,  und  seien  zn  Coordinatenaxen  drei  conjugirte  Durchmesser  des 
Centralellipsoides  S  gewählt  worden,  so  dass  wieder  11)  die  Gleichung  de» 
letzteren  ist.  Damit  alsdann  das  gegebene  Massensystem  hinsichtlich  der 
Trägheitsmomente  völlig  ersetzt  werde  durch  jene  vier  materiellen  Punkte, 
müssen  letztere  nur  dieselbe  Gesammtmasse ,  dasselbe  Centralellipsoid  und 
also  auch  denselben  Schwerpunkt  haben,  wie  ersteres.  D.  h.  es  ist  noth- 
wendig  und  hinreichend,  dass  folgende  zehn  Gleichungen  befriedigt  werden: 
»»t         +mt         +  m8         +mA         =  SR, 

»iJfi1     +m2yit    +msys,    +  m4y4*    =  9R&,J 
mxz{    +  mtzt*     +m8^f,    +  m424*     =3Rc,J 

«i^i  «1  +'*%yt*t  +m$yBz$  +m4y4z4  =0, 
mlxi  z,  +  m%x%zt  +  m$xtz$  +  ro4#4z4  =  0, 
»*itfi3fi  +  msxty9  +  msxrf9  +  m^x^  =  0, 
mizi  +m9zt  +m9z9  +  m4*4  =  0, 
**i  Vi      +m%y%      +  ^9y9      +^»4^4      =  °> 

ml  &l      H"  mt  x%        "t"  m$&9        "t"  OT4  ^4       ^^  0« 

Andererseits  haben  wir  als  nothwendig  und  hinreichend  erkannt,  dass 
jedem  der  vier  Punkte  eine  Masse  beizulegen  sei,  welche  aus  seinen  Coor- 
dinaten  durch  eine  Gleichung  von  der  Form  12)  berechnet  wird,  und  dass 
jeder  von  den  vier  Punkten  auf  der  Gegenpolaren  der  übrigen  liege,  seine 
Coordinaten  also  drei  Gleichungen  von  der  Form  13)  genügen.  D.  h.  es 
müssen  nur  die  zehn  Gleichungen  befriedigt  werden : 


u) 


/  ■+■ 


•+3f 

•+9f 


•♦? 


rr 


*• 


+  VJL 
^6» 


z  * 


m,' 

m 
m 


15) 


•T|  X9 


^1*4 


*>*» 


c9x4 
"2^ 


yiy« 


yiy» 


y.y* 


6« 

yty. 


6« 
y»y< 


6* 

y«y« 


6« 


*£-* 


hh.— 


o, 


*i«, 


1*4 


ZtZt 


.0, 


=  0, 


Von  Dr.  Th.  Reye.  448 

Hätten  wir  das  Centralen  ipsoid  auf  ein  anderes  Cordinatensystem  bezogen, 
so  würden  in  die  Gleichungen  14)  and  15)  noch  mehr  willkürliche  Constän- 
ten  eingetreten  sein.  Diese  allgemeineren  Systeme  von  Gleichungen  sind 
ohne  Schwierigkeit  aufzustellen. 

Das  in  §.  4  Bewiesene  läset  sich  nun  kurz  so  aussprechen: 

Die  Gleichungen  14)  sind  eine  blosse  Umformung 
der  Gleichungen  15),  und  umgekehrt  diese  von  jenen. 
Einmal  gefunden  lässt  sich  dieser  Satz  auch  analytisch  leicht  beweisen. 
Man  setze  zunächst  zur  Vereinfachung: 

a)  ÜR      *'        a    -S"         b 

indem  t  die  Indices  1,  2,  S  oder  4  bedeutet. 
14)  und  15)  in  folgende  über: 

Itf  +6.f  +$.*  +U%  =i, 

%*   +1**  +**  +Va    =1» 

£««   +&*  +  £.8  +£*8  =i, 

14a)  ^  ^i  &  +  ^t tt  +  *?s ?s + ^74 £t = °»     loa)  J  f*if*«  +  6t  lt+i?ii/2  +  £.£t=0, 


=»!<; 

-=&' 

Dan 

n  gehen  die  Gleichungen 

f.* 

+*,*  +ij.«  +t.f  =1, 

*' 

+*,*  +*'  +  £»'  =1. 

f.* 

+*.*  +W  +K  =1, 

*' 

+  V     W     +  tf    =». 

f*l  f*l  +  £l  5B+  *?t  ^8+  £l  £•  ,Ba0f 
f*t  f*4+  ll  l4  +  «?1  *?4  +  &  £4  =°i 
Pt**3  +  £tSl  +  1?2l?3+&£3=0i 
f*t  f*4+  b  I*  +  Vi  Vl+ &  k  ^i 


5t1?l  +  &ni  +  is,?3+541?4=0» 
^*1  £l  +  f*I  £t  +  f«3  ts  +  f*4  Ji2^» 
f*l  *?l  +  f*I*?l  +  Hl^3+  Ml—0' 
Ml  +  PlSt  +  Mlll  +  f*4$4=0- 

Von  befreundeter  Seite  wurde  ich  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass, 
wenn  die  p,  g,  9/,  £  als  Coefficienten  einer  linearen  Substitution  angesehen 
werden,  die  Gleichungen  14a)  und  ebenso  15a)  einfach  aussagen,  die  Sub- 
stitution sei  eine  orthogonale*),  und  dass  somit  14a)  aus  15a)  folgt  und 
umgekehrt  15a)  aus  14a).     Nämlich  von  den  Gleichungen: 

/  *  =ii,  T+$t  U+tit  V+ti  Wy  (  ^t+^u+^v+^w^  T, 

\  u=ptT+ZtU+VtV+ttfr,  1  ht+&u  +  S9v+^w=U, 

folgen,  wie  sofort  in  die  Augen  springt,  die  letzteren  (y)  aus  den  ersteren  (ß) 
wegen  der  Gleichungen  14a).  Ebenso  ergiebt  sich  aus  ß)  und  14a)  die 
Gleichung : 

f  +  m«  +  v%  +  w*=  T%  +  U%  +  V*  +  W\ 
Werden  hierin  rechts  für  T,  G>  F,  W  ihre  Werthe  (y)  eingesetzt,  und  her- 
nach die  Coefficienten  von  resp.  f>  fw,  m",  lvx  ....  auf  beiden  Seiten  einander 
gleichgemacht  (was  nothwendig  ist,  weil  f,  w,  0,  w  ganz  beliebige  Grössen 
sein  können),  so  folgen  die  Gleichungen  15a).  Umgekehrt  ergeben  sich 
aus  15  a)  die  Gleichungen  14  a),  wenn  von  den  Gleichungen  y)  ausgegangen 


*)  Vergl.  Baltser,  Determinanten,  2.  Aufl.  §.  14,  5. 
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wird.   Hiermit  ist  auch  analytisch  bewiesen,  dass  das  Tetraeder  auf  anzäh- 
lig viele  Arten  con9truirt  werden  kann  nach  Anleitung  der  Gleichungen  15). 
Das  Quadrat  der  Substitutionsdeterminante  ist  bekanntlich  =  I  oder 
f*i  li  Vi  tt 

M*  it  Vt  tt 

M3  t$  Vs  t& 

H  *4  Vi  U 

wie  hier  sofort  sich  ergiebt ,  wenn  init  Berücksichtigung  der  Gleichun- 
gen 14  a)  oder  15  a)  das  Quadrat  in  eine  einfache  Determinante  verwandelt 
wird.  *)  Werden  für  die  £,  y\  und  £  ihre  Werthe  aus  a)  eingeführt,  so  erhal- 
ten wir:**) 

1  xx  yi  zx      » 

/f*ifttf*aft4y      l  *%  y%  z%     _  1# 

\      abc     /    '       1  xB  y8  z9 
1  sA  yA  z4 
Die   in  dieser  Gleichung  vorkommende  Determinante  bedeutet,  wenn  wir 
für  den  Augenblick  rechtwinkelige  Coordinaten  voraussetzen,  das  Sechs* 
fache  vom  Inhalte  T  des  Tetraeders ,    welches  die  vier  Massenpunkte  bil- 


den;***) und  ebenso  ist 

Wir  haben  also : 
T 


\n 


abc  gleich  dem  Inhalte  E des  Centralellipsoides. 


1 


/; 


3R* 


d.h. 


E       8ff*Ptf*tPi  f*4      8ft'     mimtmsmi' 

Der  Inhalt  des  Tetraeders  hängt   nur  davon  ab, 

wie  die  Masse  äft  auf  die  vier  Eckpunkte  vert heilt  ist. 

SDt  2 

Für  m1=mts=3OT3=m4= —  z.  B.  ist  T=s  —  E-=  %abc  ein  Minimum, 

2 

so  dass  das  Tetraedervolumen  niemals  grösser  werden  kann,  als  —  vomVo* 

n 

lumen  des  Centralellipsoides.   Im  nächsten  Paragraphen  wird  sich  ergeben, 

dass  das  Verhältniss,  in  welchem  die  Masse  ÜR  sich  auf  die  vier  Eckpunkte 

des  Tetraeders  vertheilen  soll,   zum  Voraus  willkürlich  angenommen,  und 

dass  gleichwohl  das  Tetraeder  noch  auf  unendlich  viele  Arten  construirt 

werden  kann* 


§.6. 

Ein  Tetraeder,  welches  dem  gegebenen  Massensystem  aequivalent  ist 

hinsichtlich  der  Trägheitsmomente,  kann  nach  Obigem  wie  folgt  bestimmt 

werden.     Man  nimmt  einen  beliebigen  Punkt  0t  als  ersten  Eckpunkt  an ; 

die  Gleichungen  12)  und  13)  bestimmen  dann  sofort  die  Masse  fit! ,  welche 


*)  Vergl.  Baltzer  a.  a.  O.  f.  14,  6. 

k*\     171 J_     O       •>       A 


**)  Ebenda  §.  3,  4. 
•**)  Ebenda  §.  16,  6. 
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demselben  beizulegen  ist,  sowie  die  Ebene,  in  welcher  die  übrigen  drei 
Punkte  liegen,  und  welche  als  Gegenpolare  von  0,  mittelst  des  Centralelüp- 
soides  leicht  construirt  werden  kann.  In  dieser  Ebene  wird  der  zweite  Eck- 
punkt Ot  beliebig  angenommen,  dessen  Masse  mt  und  dessen  gegenüberlie- 
gende Ebene  sich  wieder  aus  12)  und  13)  ergeben.  Auf  der  Schnittlinie  der 
beiden  so  gefundenen  Ebenen  kann  der  dritte  Eckpunkt  beliebig  gewählt 
werden;  wodurch  dann  auch  dessen  gegenüberliegende  Ebene  und  somit 
der  vierte  Eckpunkt,  in  welchem  jene  drei  Ebenen  sich  schneiden ,  eindeu- 
tig bestimmt  ist. 

Ist  vom  Tetraeder  eine  Ebene  gegeben,  deren  Gleichung  sei : 
Ax  +  By  +  Cz  +  D  =  0, 
so  erhalten  wir  durch  Identificirung  dieser  Gleichung  mit  13)  für  die  Coor- 
dinaten  des  ausserhalb  der  Ebene  gelegenen  Eckpunktes  die  Werthe: 

Seine  Masse  m  und  die  in  der  Ebene  concentrirte  Masse  SR — m  ergeben 
sich  aus  Gleichung  12),  wenn  diese  Coordinaten  statt  x,  y,  z  eingesetzt  wer- 
den. Der  Punkt  (xu  y,,  *,)  ist  der  Gegenpol* der  gegebenen  Ebene;  seine 
Verbindungslinie  mit  dem  Pol  der  letzteren  hinsichtlich  des  Centralellipsoi- 
des  wird  durch  den  Schwerpunkt  S  halbirt.  Für  /)=0,  d.  h.  wenn  die 
Ebene  den  Schwerpunkt  enthält,  fällt  (jf,,  yu  z{)  ins  Unendliche;  die  Rieh- 
tung,  nach  welcher  hin  er  im  Unendlichen  liegt,  ist  jedoch  bestimmt,  da  er 
sich  stets  auf  der  Geraden : 

x  j$_ z 

atA~btB~<*e 
d.  h.  auf  demjenigen  Durchmesser  des  Centralellipsoides ,  welcher  der  ge- 
gebenen Ebene  conjugirt  ist,  befinden  muss. 

Ueberhaupt  bilden  die  sämmtlichen  Punkte  des  Raumes  mit  ihren  Ge- 
genpolaren ein  räumliches  Polarsystem,  dessen  Ordnungsfläche  oder  Diree- 
trix  jedoch  imaginär  ist,  und  die  Gleichung  hat: 

**       «*       z* 

^  +  £  +  1  +  1=0. 
a*        o*       er 

Das  Massentetraeder  ist  ein  Polartetraeder  (oder  Quadrupel  harmonischer 
Punkte),  und  der  Schwerpunkt  S  ist  der  Mittelpunkt  dieses  Polarsystems. 
Man  überzeugt  sich  hiernach  leicht,  dass  durch  willkürliche  Annahme  einer 
Kante  des  Tetraeders  sowohl  die  Summe  der  in  ihr  liegenden  beiden  Mas- 
sen ,  als  auch  die  gegenüberliegende  Kante  als  Gegenpolare  der  ersteren 
eindeutig  bestimmt  ist.  Geht  die  eine  Kante  durch  den  Schwerpunkt,  so' 
liegt  die  andere  im  Unendlichen  (vergl.  §.  4). 

Wenn  für  jeden  Punkt  einer  Ebene  das  Trägheitsellipsoid ,  in  diesem 
aber  derjenige  Durchmesser  construirt  wird,  welcher  jener  Ebene  conjugirt 
ist,  so  geht  derselbe  durch  den  Gegenpol  der  Ebene.  Denn  sei  dieser  Ge- 
genpol ein  Eckpunkt  des  Tetraeders,  so  liegen  die  drei  übrigen  in  der  Ebene, 
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und  zwar  kann  einer  von  diesen,  01$  ganz  beliebig  in  der  Ebene  angenom- 
men werden.  Die  drei  Kanten  des  Tetraeders,  welche  durch  0,  gehen,  sind 
aber  nach  §.  3  conjngirte  Durchmesser  des  TrägheitselÜDsoides  von  Ou  wie 
behauptet  wurde.  Wir  können  diesen  Satz  anschaulicher,  wie  folgt ,  aus- 
sprechen : 

Die  Trägheitsellipsoide  der  sämmtlichen  Punkte 
einer  Ebene  werden  von  zwei  zn  letzterer  parallelen 
Ebenen  so  berührt,  dass  die  s&mmtlichen  Bertth- 
rungssehnen  im  Gegenpole  der  gegebenen  Ebene  sich 
schneiden.     Daraus  ergiebt  sich  mit  Leichtigkeit : 

Die  Trägheitsellipsoide  der  s&mmtlichen  Punkte 
einer  Geraden  werden  von  einer  zu  der  letzteren  pa- 
rallelen Cylinderfl&che  in  Kegelschnitten  berührt, 
deren  Ebenen  sich  in  einer  Geraden  schneiden,  näm- 
lich in  der  Gegenpolaren  der  gegebenen  Geraden. 
Die  in  §.  2  aufgestellten  verwandten  S&tze  sind  in  diesen  enthalten. 

Jeder  Ebene,  welche  als  Seitenfläche  des  Tetraeders  angenommen 
wird,  kommt  ein  ganz  bestimmter  Schwerpunkt  zu,  dessen  Lage  unab- 
hängig ist  von  der  Lage  der  drei  in  ihr  enthaltenen  Eckpunkte.  Derselbe 
liegt  n&mlich  auf  der  Geraden,  welche  den  Gegenpol  der  Ebene  mit  dem 
Schwerpunkt  S  des  Massensystems  verbindet;  denn  jede  Gerade,  welche 
einen  Eckpunkt  des  Tetraeders  mit  dem  Schwerpunkt  der  drei  Übrigen  ver- 
bindet, geht  durch  S.  Ebenso  kommt  jeder  Kante  des  Tetraeders  ein  be- 
stimmter Schwerpunkt  zu ,  in  welchem  sie  durch  diejenige  Ebene  geschnit- 
ten wird,  welche  ihre  Gegenpolare  mit  S  verbindet. 

Wird  ein  beliebiger  Punkt  0  als  erster  und  der  Schwerpunkt  0,  seiner 
Gegenpolare  als  zweiter  Eckpunkt  des  Tetraeders  angenommen ,  so  fallen 
nach  §.  4  die  übrigen  beiden  Eckpunkte  ins  Unendliche  und  erhalten  die 
Masse  Null.  Ist  also  in  0  die  Masse  tn  concentrirt,  so  fällt  auf  0,  die 
gesammte  übrige  Masse  SR — m,  w&hrend  offenbar  bei  jeder  anderen  An- 
nahme des  zweiten  Eckpunktes  diesem  eine  kleinere  Masse  zugekommen 
wäre.     Wir  schliessen  daraus : 

Liegt  der  Punkt  0  auf  dem  Ellipsoid: 

so  hat  seine  Gegenpolare  mit  dem  Ellipsoide: 
*»       Sf  ,    *'_«»—  ii 
a»"1"  »^  <*~       p 
eine  Schnittlinie,  oder  nur  ihren  Schwerpunkt  oder 
gar  keinen  reellen  Punkt  gemein,  je  nachdem  |i<3K — in 
oder  fi  =  9R— m  oder  endlich  ft>SK — m  ist. 
A eh n lieh  es  gilt  von  beliebig  als  Kanten  des  Tetraeders  angenommenen 
Geraden.    Ist  m  die  Summe  der  Massen,  welche  in  den  beiden  durch  die 
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Kante  verbundenen  Eckpunkten  concentrirt  sind ,  so  bat  die  Gerade  mit 
dem  Ellipsoid: 

*  ,  f  ■  *_»— e 

^  *"■"  c»—  p 
«wei  Schnittpunkte,  oder  nur  ihren  Schwerpunkt  oder  keinen  reellen  Punkt 
gemein,  je  nachdem  p<m  oder  p=m  oder  p  >ro  ist.  Die  Gegenpolare 
der  Geraden  wird  von  jenem  Ellipsoid  berührt  für  p=3ft  —  m,  dagegen 
zweimal  geschnitten  für  p<  SR —  m»  Der  Beweis  dieser  Sätze  ist  dem 
soeben  geführten  ganz  analog. 

Wir  können  daher  das  Tetraeder  auch  unter  der  Bedingung  construi- 
ren,  dass  die  Gesammtmasse  ÜR  de6  Systems  in  gegebenem  Verhältniss  sich 
auf  die  vier  Eckpunkte  vertheile.  Denn  seien  mv  mv  m„  mA  vier  beliebig 
gegebene  Massen,  deren  Summe  =  3R  ist,  so  liegen  die  gesuchten  vier  Eck- 
punkte des  Tetraeders  auf  vier  Ellipsoiden,  deren  resp.  Gleichungen  wir 
erhalten,  wenn  wir  in  Gleichung  12)  statt  m  beziehungsweise  mv  mv  m„  m4 
einsetzen.  Den  ersten  Eckpunkt  wählen  wir  beliebig  auf  einem  dieser 
vier  Ellipsoide;  seine  Gegenpolare  schneidet  dann  die  drei  Übrigen.  Auf 
einer  der  Schnittcurven  nehmen  wir  den  zweiten  Eckpunkt  an;  dann  schnei* 
det  die  Gegenpolare  der  so  bestimmten  Kante  die  letzten  beiden  Ellip- 
soide. Wählen  wir  endlich  einen  der  vier  Schnittpunkte  als  dritten  Eck- 
punkt, so  ist  dadurch  auch  der  vierte  den  Bedingungen  gemäss  bestimmt« 

Das  Tetraeder  kann  z.  B.  auf  unzählig  viele  Arten  so  construirt  wer- 
den, dass  die  Gesammtmasse  sich  gleich  massig  auf  die  vier  Eckpunkte  ver- 

ÜR 
theilt.     Letztere,  deren  jeder  die  Masse  —  enthält,  liegen  dann  auf  dem 

4 

Ellipsoid : 

«*       tf       z* 

die  sechs  Kanten  werden  in  ihren  Halbirungspunkten  vom  Gentralellipsoid : 

berührt,  und  die  vier  Seitenflächen  in  ihren  Schwerpunkten  vom  Ellipsoid: 

--  4-  —  4-  -1  —  1 


In  jedem  Trägheitsellipsoid  0  giebt  es  drei  Hauptaxen,  d.  h.  conju- 
girte  Durchmesser,  welche  auf  einander  senkrecht  stehen.  Dieselben  spie- 
len in  der  Rotationslehre  eine  wichtige  Bolle,  denn  sie  fallen  (weil 
2m  zx  =  2m xy  =  £myz  =  0  wird,  wenn  sie  zu  Coordinatenaxen  gewählt 
werden)  zusammen  mit  den  Hauptträgheitsaxen  des  Punktes  0.  Wir  wol- 
len sie  schlechthin  die  Hauptaxen ,  und  die  drei  sie  verbindenden  Ebenen 
die  Hauptebenen  des  Punktes  0  nennen.     Jede  Gerade ,  welche  für  irgend 
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einen  ihrer  Punkte  eine  Hauptaxe  ist,  soll  auch  eine  Hauptaxe  des  Massen- 
systems genannt  werden;  die  Hauptaxen  und  Hauptebenen  des  Schwer- 
punktes (oder  des  Centralellipsoides)  wollen  wir  durch  die  Namen  Centr al- 
axen und  Centralebenen  von  den  übrigen  unterscheiden. 

Sei  nt  eine  beliebige  Ebene ,  0  ein  Punkt  derselben  und  P  ihr  Gegen- 
pol; dann  ist  nach  §.  6  im  Trägheitsellipsoid  von  0  die  Gerade  OP  der 
Ebene  nx  conjugirt.  Steht  also  OP  senkrecht  auf  nv  so  ist  OP  eine  Haupt- 
axe und  nx  eine  Hauptebene  des  Punktes  0 ;  so  dass  jede  Ebene  im  Allge- 
meinen für  einen  einzigen  Punkt,  nämlich  für  den  Fusspunkt  der  aas  ihrem  Ge- 
genpol auf  sie  gefällten  Normalen,  eine  Hauptebene  ist.  Nur  jede  der  drei 
Centralebenen  ist  Hanptebene  für  alle  ihre  Punkte,  weil  ihr  Gegenpol  auf 
der  conjugirten,  senkrechten  Centralaxe  unendlich  fern  liegt.  Jede  zu 
einer  Centralaxe  parallele  Gerade  ist  daher  eine  Hauptaxe  für  denjenigen 
Punkt,  in  welchem  sie  die  conjugirte  Centralebene  trifft. 

Eine    beliebig   gegebene    Gerade   k  ist   nur  dann 
Hauptaxe  für  einen  ihrer  Punkte,  wenn  sie  mit  ihrer 
Gegen  polaren  Ar,  einen  rechten  Winkel  bildet. 
Nach  §.  6  ist  nämlich  in  jedem  Trägheitsellipsoid,  dessen  Mittelpunkt 
0  auf  k  liegt,  die  Gerade  k  der  Ebene  0k1  conjugirt,  und  nur  im  genannten 
Fall  lägst  sich  durch  kt   eine  zu  k  senkrechte  Ebene   0kt   legen.     Jede  in 
einer  Centralebene  liegende  Gerade  ist  Hauptaxe  des  Systems,  weil  sie  auf 
ihrer  Polaren  senkrecht  steht.     Eine  Gerade,  welche  für  zwei  ihrer  Punkte 
Hauptaxe  ist,  muss  für  jeden  ihrer  Punkte  eine  Hauptaxe   sein,   weil  ihre 
Gegenpolare  als  Schnittlinie  von  zwei  auf  ihr  senkrechten  Ebenen   im  Un- 
endlichen liegt,  und  in  jeder  zu  ihr  senkrechten  Ebene  enthalten  ist.     Die 
Gerade  ist  in  diesem  Falle  eine  Centralaxe. 

Ueber  die  Vertheilung  der  Hauptaxen  des  Massensystems  über  den  un- 
endlichen Raum  geben  uns  folgende  Sätze  Aufschluss : 

Die  sämmtlichen  Hauptaxen,  welche  durch  einen 
Punkt  Pge  he  n,  bilden  eine  Kegel  fläche  zweiter  Ord- 
nung; dieselbegehtdurchden  Mittelpunkt  S9  und  durch 
die  unendlich  fernen  Punkte  der  Centralaxen. 

Die    sämmtlichen  Hauptaxen,    welche    in    einer 
gegebenen  Ebene  h,  liegen,  um  hüllen  eine  Parabel. 
Nur  wenn  P  unendlich  fern  oder  auf  einer  Centralebene  liegt,  oder  andrer- 
seits itx   durch  den  Schwerpunkt  geht,   erhalten  wir  zwei  Strahlenbüschel 
statt  der  Kegelfläche  oder  der  Parabeltangenten. 

Sei  a,  die  Gegenpolare  von  P,  und  n  die  von  P  auf»,  gefällte  Normale, 
•welche  nebst  ihrer  in  nx  liegenden  Gegenpolaren  nt  eine  Hauptaxe  ist. 
Dem  Ebenenbüschel  n  entspricht  dann  die  zu  ihm  projectivische  Geraden,,  und 
durch  jeden  Punkt  Ax  der  letzteren  geht  noch  eine  Hauptaxe  gx  der  Ebene 
a,,  nämlich  die  Senkrechte,  welche  von  Ax  auf  seine  durch  n  gehende  Ge- 
genpolare cc  gefällt  wird ;  denn  gt  steht  senkrecht  auf  ihrer  durch  P  gehenden 
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Gegenpolaren  g,  welche  letztere  also  ebenfalls  eine  Hauptaxe  ist.  Die  Ge- 
rade gt  kann  auch  angesehen  werden  als  Verbindungslinie  von  Ax  mit  dem- 
jenigen unendlich  fernen  Punkt  Ax  der  Ebene,  welcher  in  einem  zur  Ebene 
a  senkrechten  Strahl  von  i>  liegt.  Man  schliesst  daraus,  dass  die  Gerade 
ftj  und  die  unendlich  ferne  Gerade  von  n1  prnjectivisch  auf  einander  bezo- 
gen sind  hinsichtlich  der  einander  entsprechenden  Punkte  von  Ax  und  Ä ., 
und  dass  folglich  gl  eine  Parabel  umschreibt,  wenn  A  sich  bewegt,  von  wel- 
cher auch  nL  eine  Tangente  ist  (vergl.  Steiner,  Abhängigkeit  geometri- 
scher Gestalten,  S.  302).  Die  Gegenpolare  g  beschreibt  zugleich  die  reci- 
proke  Figur,  nämlich  eine  Kegelfläche  zweiter  Ordnung  mit  dem  Mittel- 
punkte i>,  welche  durch  den  Schwerpunkt  S  des  Massensystems  hindurch- 
geht, weil  zu  den  Tangenten  jener  Parabel  auch  die  unendlich  ferne  Gerade 
von  nx  gehört.  Wir  müssen  hiernach  auch  jede  durch  S  gehende,  sowie 
jede  unendlich  ferne  Gerade  als  Hauptaxe  des  Systems  betrachten,  nnd 
«war  erstere  für  ihren  unendlich  fernen  Punkt. 

Geht  die  Ebene  nx  durch  £,  so  liegt  ihr  Gegenpol  P  unendlich  fern  auf 
dem  zu  n  conjugirten  Durchmesser  des  Centralellipsoides.  Die  sämmtli- 
chen  in  nl  gezogenen  Parallelen ,  deren  Richtung  auf  diesen  Durchmesser 
senkrecht  ist,  sind  deshalb  Hauptaxen ,  und  ebenso  ihre  Gegenpolaren, 
welche  jenem  Durchmesser  (nach  P  hin)  parallel  laufen  und  eine  durch  S 
gehende  Ebene  erfüllen.  Statt  der  Kegelfläche  P  erhalten  wir  also  einen 
unendlich  fernen  und  einen  Parallelstrahlenbüschel  i>,  dessen  Ebene  durch 
S  geht;  statt  der  sämmtlichen  Tangenten  einer  Parabel  erhalten  wir  in  nx 
einen  Strahlenbüschel  S  und  einen  Parallelstrahlenbüschel,  und  zwar  ist  die 
Richtung  der  parallelen  Strahlen  senkrecht  zu  derjenigen,  in  welcher  fliegt. 
Beiläufig  folgt: 

Die  Hauptaxen,  welche  durch  irgend  zwei,  mit  S 
in  einer  Geraden  liegende  Punkte  hindurchgehen, 
sind  paarweise  parallel,  oder  die  beiden  Kegelflä- 
chen, auf  welchen  sie  liegen,  berühren  sich  in  jener 
Geraden  und  gehen  durch  denselben  unendlich  fernen 
Kegelschnitt. 

Die  sämmtlichen  Parabeln,  welche  von  allen  in 

parallelen   Ebenen  liegenden  Hauptaxen   eingehüllt 

werden,  sind  Schnitte  einer  einzigen  Kegelfläche  mit 

dem  Mittelpunkt  S. 

Liegt  der  Punkt  P  auf  einer  Centralebene  y  und  ist  s  irgend  eine  durch 

P  gehende  Hauptaxe,  welche  mit  y  einen  spitzen  Winkel  bildet,  so  ist  jeder 

Strahl  von  i\  welcher  mit  s  in  einer  zu  y  senkrechten  Ebene  liegt,  eine 

Hauptaxe.     Denn  zunächst  sind  auch  die  Normale  in  P  und  die  senkrechte 

Projection  von  saufyllauptaxen,  wie  früher  bewiesen  ist.  DemStrahlenbüschel 

J*,  in  welchem  diese  drei  Hauptaxen  liegen ,  entspricht  aber  ein  projectivi- 

scher  Strahlenbüschel,  welchem   die  drei  Gegenpolaren  angehören,  und 
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dessen  Ebene  ns  gleichfalls  auf  y  normal  ist,  während  sein  Mittelpunkt  gleich 
P  in  y  liegt.  Und  jeder  Strahl  des  einen  Büschels  steht  auf  seiner  Gegen- 
polaren im  zweiten  Büschel  senkrecht,  weil  dieses  von  drei  Strahlen  gilt 
(vergl.  v.  Stau  dt,  Geora.  d.  Lage,  Nu.  350).  Die  sämmtlichen  durch  P 
gehenden  Hanptaxen  bilden  also  zwei  Strahlenbüschel,  von  denen  der  eine 
in  y  liegt,  der  andere  in  einer  zu  y  normalen  Ebene.  Ebenso  erhalten  wir 
als  Ort  aller  in  »t  liegenden  Hauptaxen  zwei  Strahlenbüschel,  nämlich 
einen  Farallelstrahlenbüschel,  dessen  Strahlen  auf  y  senkrecht  stehen,  und 
einen  gewöhnlichen,  dessen  Mittelpunkt  in  y  liegt.     Beiläufig  folgt: 

Ist  n  eine  Normale  zu  einer  Centralebene  y,  so  bil- 
den  die  sämmtlichen   Hauptaxen,    welche  von  n  ge- 
schnitten werden,  Kegelflächen    2.   Ordnung,   deren 
Mittelpunkte  in«  liegen,  und  welche  von /in  einer  und 
derselben  Hyperbel  geschnitten  werden. 
Nämlich  eine*  beliebige  dieser  Kegelflächen  hat  mit  y  eine  Hyperbel 
gemein,  welche  durch  den  Schnittpunkt  von  n  und  y,  durch   den  Schwer- 
punkt S  und  die  unendlich  fernen  Punkte  der  in  y  liegenden  beiden  Central- 
axen  hindurchgeht.     Nach   dem   eben  Bewiesenen   ist  aber  jede  Gerade, 
welche  einen  Punkt  der  Hyperbel  mit  einem  Punkt  von  n  verbindet,   eine 
Hauptaxe.     Aehnlich  ist  der  folgende  reciproke  Satz  zu  beweisen: 

Die    sämmtlichen  Hauptaxen,    welche   von   einer 
Centralebene  y  und  von  einer  in  dieser  gelegenen  Ge- 
raden gr  geschnitten  werden,  berühren  einen  paraboli- 
schen Cylinder,  welcher  auf  y  senkrecht  ist 
Ist  ausser  den  drei  Centralaxen  noch  eine  vierte  Hauptaxe  a  bekannt, 
welche  weder  mit  einer  von  ersteren  in  einer  Ebene,  noch   unendlich  fern 
liegt,  so  können  alle  Hauptaxen  des  Massensystems  leicht  construirt  wer- 
den.    Man   nehme   z.  B.  auf  der  Ebene  Sa  irgend  einen  Punkt  0  an  und 
lege  durch  diesen  vier  Parallele  zu  den  gegebenen  vier  Hauptaxen  und  eine 
fünfte  Gerade  nach  5.     Construirt  man  dann   die  Kegelfläche  2.  Ordnung, 
welche  durch  diese  fünf  Strahlen  von  0  bestimmt  ist,  so   liegen   in  dieser 
alle  durch  0  gehenden  Hauptaxen.     Wird  dieselbe  Construction  fiir  jeden 
Punkt  der  Ebene  Sa  ausgeführt,  so  erhält  man  alle  Hauptaxen  des  Systems, 
da  jede  derselben  entweder  die  Ebene  schneidet  (resp.  ihr  parallel  ist) 
oder  in  derselben  liegt.     Andere  Constructionen  folgen  aus  den   letzten 
Sätzen. 

Schneiden  sich  zwei  solche  Kegelflächen  in  einer  Geraden,  so  haben 
sie  ausserdem  eine  unebene  Curve  dritter  Ordnung  gemein  ,  welche  durch 
die  Mittelpunkte  der  beiden  Kegelflächen,  durch  S  und  durch  die  unendlich 
fernen  Punkte  der  drei  Centralaxen  hindurchgeht.  Jede  dritte  solche  Ke- 
gelfläcbe,  deren  Mittelpunkt  0  auf  dieser  Curve  3.  Ordnung  liegt,  geht 
durch  dieselbe  hindurch;  denn  es  lassen  sich  sofort  sechs  durch  0  gehende 
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Hauptaxen  angeben,  welche  die  Curve  schneiden  (vergl.  v.  Staudt,  Beitr. 
z.  Geom.  d.  Lage,  No.  462  ff,).     Also : 

Jede    Gerade,  welche   eine  solche   Curve  dritter 

Ordnung  berührt  oder  in  zweiPnnkten  schneidet,  ist 

eine  Hauptaxe  des  Massensystems. 
Ich  würde  bei  diesen  Sätzen  nicht  so  lange  verweilt  sein ,  wenn  sie 
nicht  für  die  Theorie  der  Normalen  an  Flächen  zweiter  Ordnung  einiges 
Intferesse  böten.  Im  Folgenden  stellen  sich  nämlich  die  Hauptaxen  dar  als 
die  Normalen  eines  Systems  confocaler  Oberflächen,  so  dass  alle  jene  Sätze 
auch  für  diese  Normalen  gelten. 

§.8. 

13ie  drei  Hauptträgheitsaxen  eines  beliebigen  Punktes  0,  d.  h.  die 
Hauptaxen  seines  Trägheitsellipsoides,  und  die  drei  sie  verbindenden  Haupt- 
ebenen können  wie  folgt  gefunden  werden.  Man  suche  diejenigen  beiden 
Durchmesserebenen ,  deren  Abstand  von  den  resp.  ihnen  parallelen  Berüh- 
rungeebenen des  Ellipsoides  ein  Maximum  oder  Minimum  ist,  so  hat  man 
zwei  Hauptebenen;  die  dritte  steht  senkrecht  auf  jenen  beiden,  deren  Nor- 
malen gleichzeitig  die  Richtung  der  grössten  resp.  kleinsten  Hauptaxen 
angeben. 

Um  die  einfache  Rechnung,  welche  durch  diese  Bemerkung  angezeigt 
ist,  desto  bequemer  ausführen  zu  können,  wählen  wir  die  Cenrralaxen,  d.  h. 
die  drei  Hauptaxen  des  Schwerpunktes  S,  zu  Coordinatenaxen,  so  dass  die 
Gleichung  des  Centralellipsoides  die  Form  hat: 

Die  halben  Axen  desselben  sind  dann  durch  a,  byc  bezeichnet.  Der  Ab- 
stand q0  irgend  einer  durch  S  gelegten  Ebene  €  von  der  ihr  parallelen  Berüh- 
rnngsebene  des  Ellipsoides  ist  nach  §.  1  Gleichung  2)  bestimmt  durch: 

wenn  a,  0,  y  die  Cosinus  der  Neigungswinkel  bezeichnet,  welche'die  Nor- 
male von  b  mit  den  resp.  Axen  bildet,  und  folglich: 

18)  a«  +  /3«+y,=l 

ist.  Wird  durch  einen  beliebigen  Punkt  0  (xv  yv  zt)  eine  zu  e  parallele 
Ebene  st  gelegt,  so  ist  deren  Abstand  von  e: 

/>  =  <**,  +  ßyx  +  yzt. 
Zugleich  hat  et  von  der  ihr  parallelen  Berührungsebene  des  Trägheitsellip- 
soides  0  nach  §.  2  den  Abstand  q=]/q*  +  p%^  so  dass: 

19)  <>«=£*' («*+  */) +/3* (m-fc»)  +  y2 (<?+  V)  +  2/Wi+  2yaziTl+2aßxiyi. 
Damit  q*  ein  Maximum  oder  Minimum  werde,   müssen  die  drei  Glei- 
chungen befriedigt  werden : 
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^^^N^^*W%*^^V^V%^^W^\^*S^^N^^» 


*iy.«  +  (*2+ytW)P+yt*iy  =o, 

zxxta  +Vizxß  +(c,+c,*— p*)y=0, 

wie  mit  Berücksichtigung  von  18)  leicht  gefanden  wird.     Dieselben  lassen 
sich  auch  schreiben: 

Q*  —  a2         p*— 6*         p2  —  c*  .      Ä 

^i  sfi  2i 

woraus  mit  Hilfe  von  Gleichung  18)  folgt: 
während : 


Wird  ö>6  >c  vorausgesetzt,  so  ergeben  sich  aus  der  cubischen  Glei- 
chung 22)  für  p*  drei  positive  Werthe,  und  zwar  ist  der  eine  grösser  als  a*, 
der  zweite  liegt  zwischen  a%  und  b%  und  der  dritte  zwischen  6*  und  c*. 

Von  den  Halbaxen  eines  beliebigen  Trägheits- 
eil ipsoi  des  ist  die  kleinste  zwischen  den  beiden  klei- 
nern, die  mittlere  zwischen  den  beiden  grösseren 
Halbaxen  des  Centralellipsoides  enthalten;  die 
grösste  aber  ist  länger  als  die  grösste  Halbaxe  des 
Centralellipsoides. 
Nehmen  wir  in  22)  p  constant,  aber  xt ,  y, ,  zt  als  veränderlich  an,  so 
folgt  mit  Berücksichtigung  von  23) : 

Die  sämmtlichen  Punkte,  deren  Ellipsoide  eine 
Halbaxe  von  gegebener  Länge  besitzen,  liegen  auf 
einer  Fläche  zweiter  Ordnung,  deren  Normalen  in  je- 
dem Punkte  die  Richtung  dieser  Halbaxe  angeben; 
und  alle  solche  Flächen  zweiter  Ordnung  sind  con- 
focal. 
Zu  diesen  confocalen  Oberflächen  gehört  auch  die  imaginäre  Ordnungs- 
fläche   * 

x*       «*       z* 

des  in  §.  0  erwähnten  Polarsystems. 

Da  p*  für  jeden  Punkt  drei  Werthe  annimmt,  so  ergiebt  sich  weiter: 

Durch  jeden  Punkt  0  gehen  drei  zu  der  Fläche  24) 
confocale  Oberflächen,  deren  Normalen  in  0  mitden 
Hauptaxen  dieses  Punktes  zusammenfallen.  Die 
Grössen  dieser  Hauptaxen  sind  gleich  den  doppelten 
Parametern  2p  der  drei  Oberflächen. 
Herr  Clebsch  hat  im  Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik, 
Bd.  57,  S.  75,  diesen  Satz  mittelst  eines  von  ihm  selbst  erfundenen  ganz  an- 


f 
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deren  Trägheitsellipsoides  zuerst  bewiesen,   und  auch  die  vorhergehenden 
beiden  Sätze  sind  den  seinen  analog.     Ich  rausste  sie  auch  für  die  hier  be- 
trachteten  Trägheitsellipsoide  beweisen,  damit  die    in  §.7   aufgestellten 
Sätze  über  die  Hauptaxen  eines  Massensystems  sofort  auch  für  die  Norma- 
len confocaler  Oberflächen  gelten.     So  z.  B.  ist  jetzt  der  Satz  bewiesen : 
Sind   von    einem   System    confocaler  Oberflächen 
die  drei  Axen  und  noch  eine  Normale  gegeben,  welche 
mit  keiner  der  Axen  in  einer  Ebene  liegt,  so  sind  da- 
durch alle  Normalen  der  Oberflächen  bestimmt.     Die 
Normalen,  welche  durch  einen  beliebigen  Punkt  ge- 
hen, liegen  im  Allgemeinen  in  einer  Kegel  fläche  zwei- 
ter  Ordnung,     welche    durch    den   Schnittpunkt    und 
die    unendlich    fernen    Punkte    der    drei    Axen    hin- 
durchgeht;   diejenigen,    welche    in    einer   beliebigen 
Ebene  liegen,  umhüllen  eine  Parabel.     Alle   in  gege- 
bener  Richtung   möglichen    Normalen    erfüllen   eine 
Ebene,    welche    durch    den  Mittelpunkt    des   Systems 
hindurchgeht.     Zu  jeder  Geraden  g%  welche  zu  einer 
Axe  parallel   ist,  iässt  sich  in  der  Ebene  der   übrigen 
beiden  Axen  eine  Hyperbel  h  angeben,  so   dass  jede 
Gerade,  welche  vongrundA  gleichzeitig  geschnitten 
wird,  zu  einer  der  Oberflächen  normal  ist.     Schneidet 
eine  Gerade  g  zwei  Axen   zugleich,   so  berühren  die 
sämmtlichen    Normalen,    welche   #,    aber    nicht    jene 
Axen  schneiden,  einen  parabolischen  Cylinder;  u.e.w. 
Diese  Sätze  werden  wohl  grösstenteils  bekannt  sein;   doch  wird  ver- 
muthlich  ihr  Beweis  am  einfachsten,  wie  in  §.7,  mit  Hilfe  der  neueren  Geo- 
metrie geführt. 

Zum  Schluss  bemerke  ich  noch,  dass  der  von  Herrn  Clebsch  bewie- 
sene Satz: 

Die  sämmtlichen  Punkte,   deren  Trägheitsellip- 
soide mehr  als  drei  Hauptaxen  haben,  also  Rotations- 
ellipsoide  sind,  liegen  auf  den  Focallinien  des  Sys- 
tems confocaler  Oberflächen, 
anch  aus  den  Gleichungen  dieses  Paragraphen  mit  Leichtigkeit  folgt.     Für 
diese  Punkte  müssen  nämlich  die  Gleichungen  20) ,   aus  denen  sich   die 
Richtung  der  Hauptaxen  ergiebt,  für  <x,  ß  und  y  unbestimmt  werden,  d.  h.  es 
muss  sein:  entweder  ^=0  und  ^=0*, 

odery,=0    „     Q*=*b\ 
i.     *i=0    „     ?*=<?*. 
Diese  Bedingungsgleichungen  lassen  sich  wegen  20)  auch  auf  die  Form  bringen: 

y  t  z* 

entweder :     a?t=0  und    t     t  +   w^  —  1  > 
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oder:     fl«0  und  --£^  +  ^  =  1, 


*.•     ,     0if 


Der  Funkt  foy,  t,)  liegt  also  'wirklich  auf  einer  der  Focallinien  des  Systems; 
dieselben  sind  der  Reihe  nach  eine  Ellipse,  eine  Hyperbel  und  ein  imaginä- 
rer Kegelschnitt,  weil  a  >&>c,  und  liegen  in  den  Hauptebenen  des 
Centralellipsoides. 

Auf  den  besonderen  Fall ,  in  welchem  das  Centralellipsoid  selbst  ein 
Rotationsellipsoid  ist,  glaubte  ich  bei  dieser  ganzen  Untersuchung  nicht 
eingehen  zu  sollen,  obgleich  derselbe  manche  eigentümliche  Erscheinungen 
darbietet. 

Zusatz. 

Wir  haben  gesehen,  dass  jedes  gegebene  Massensystem  durch  vier  ma- 
terielle Punkte  und  somit  überhaupt  durch  unendlich  viele  andere  Massen- 
systeme ersetzt  werden  kann,  welche  nämlich  dem  gegebenen  System  hin- 
sichtlich der  Trägheitsmomente  aeqaivalent  sind.  Zwei  solche  aequiva- 
lente  Massensysteme  haben  denselben  Schwerpunkt  und  die  gleiche  Ge- 
.samratmasse,  so  dass  die  Schwerkraft  in  der  gleichen  Weise  auf  sie  wirkt 
und  etwaige  Bewegungen  derselben  zu  verändern  sucht.  Im  Folgenden 
soll  noch  gezeigt  werden,  dass  auch  die  Centrifugalkräfte,  welche  in  solchen 
aequivalenten  Systemen  bei  der  Drehung  um  eine  beliebig  im  Raum  gege- 
bene Axe  wirksam  werden,  ganz  die  gleichen  Bewegungsänderungen  an 
den  Massensystemen  hervorzubringen  streben;  so  dass  Resultante  und  Dreh- 
moment dieser  Centrifugalkräfte  für  einen  beliebigen  Körper  und  für  jede 
Axe  leicht  berechnet  werden  können,  indem  man  die  Centrifugalkräfte  von 
irgend  vier  Massenpunkten  berechnet,  die  dem  Körper  aequivalent  sind. 

Dreht  sich  ein  Massensystem  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  0  um 
eine  beliebige  Axe ,  und  ist  r  der  Abstand  eines  beliebigen  Massenelemen- 
tes m  von  letzterer,  so  ist  mr%*  die  Centrifugalkraft,  welche  das  Massenele- 
ment in  der  Richtung  r  von  der  Axe  zu  entfernen  sucht  oder  der  Zug,  wel- 
chen m  auf  die  Axe  ausübt.  Legen  wir  durch  die  Axe  zwei  zu  einander 
senkrechte,  mit  dem  Massensysteme  sich  drehende  Ebenen,  und  sind  y  und 
x  die  Abstände  des  Elementes  m  von  denselben,  so  sind  mxd*  und  myd*  die 
Projectionen  der  Centrifugalkraft  mrd*  auf  diese  Ebenen,  oder  zwei  Com- 
ponenten,  in  welche  mrti*  zerlegt  werden  kann.  Der  resultirende  Druck, 
welchen  die  Centrifugalkraft  senkrecht  auf  die  Drehaxe  ausübt ,  hat  dem- 
nach zu  Componenten  in  den  beiden  Ebenen  die  Kräfte: 

#*.2:mxund  d*2my, 
wenn  in  diesen  Ausdrücken   die  Summen  über  alle  Massenelemente  ausge- 
dehnt werden.     Das  0*  durfte  als  ein  für  alle  Summanden  gleicher  Factor 
vor  das  £  gesetzt  werden. 
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Um  auch  das  Moment  zu  berechnen,  mit  welchem  die  Centrifugalkräfte 
die  Axe  zu  drehen  suchen,  construiren  wir  senkrecht  zn  dieser  eine  dritte 
mit  dem  ganzen  System  sich  bewegende  Ebene,  welche  mit  den  beiden  frü- 
heren ein  rechtwinkeliges  Coordinatensystem  bestimmt,  und  bezeichnen  mit 
z  den  Abstand  des  Elementes  m  von  dieser  Ebene..    Dann  sind: 

&.2mxz  und  $*2myz 
die  beiden  Componenten,  in  welche  jenes  Drehmoment  sich  nach  der  Rich- 
tung der  ursprünglichen  beiden  Ebenen  zerlegen  las  st. 

Ein  aeqnivalentes  Massensystem,  welches  sich  um  die  gleiche  Axe  mit 
derselben  Winkelgeschwindigkeit  #  dreht,  erleidet  offenbar  die  nämlichen 
Wirkungen  seitens  seiner  Centrifugalkräfte,  wenn  für  beide  Massensysteme 
die  Summen: 

2mxy  2myy  2mxz  und  2my% 
denselben  Werth  haben.  Von  2m x  und  2m y  wissen  wir  dieses  bereits; 
denn  Gesamintmasse  und  Schwerpunkt  beider  Systeme  sind  die  gleichen. 
Dass  aber  auch  2mxz,  2myz  und  ebenso  2m xy  für  aequivalente  Systeme  gleiche 
Werthe  erhalten  müssen,  sogar  auch  dann,  wenn  das  Coordinatensystem 
beliebig  schiefwinkelig  ist,  folgt  aus  den  Entwickelungen  des  §.  1/  Für  das 
Trägheitsmoment  eines  Körpers  in  Bezug  auf  eine  beliebige,  durch  den 
Coordinatenanfang  gehende  Ebene  erhielten  wir  dort  den  Ausdruck : 

ct2mx*+(P2mif+f2mz*+2ßY2myz+2ya2mzx+2aß2mxy. 
Soll  nun  dieser  Ausdruck  für  zwei  Massensysteme  stets  gleiche  Werthe  er- 
geben, wie  wir  auch  die  Lage  jener  Ebene  verändern,  d.h.  welche  Werthe  wir 
auch  denFactoren  «,j3,y  ertheilen  mögen,  so  muss  offenbar  jede  der  Summen 

2mxt,  2my*,  2mz*,  2myz,  2mzx,  2mxy 
für  die  beiden  Systeme  gleiche  Werthe  ergeben,  und  auch  die  Centrifugal- 
kräfte aequivalenter  Systeme  sind  somit  die  gleichen. 

Die  schwierige  Aufgabe  der  Bewegung  eines  beliebigen  schweren  Kör- 
pers ist  hiernach  zurückgeführt  auf  folgende: 

Die  Bewegung  von   vier,  mit  einander  starr  ver- 
bundenen  materiellen  Punkten   zu  untersuchen,   auf 
welche  die  Schwerkraftund  die  Centrifugalkraft  wir- 
ken. 
Die  Allgemeinheit  der  Untersuchung   wird  nach  §.  6  nicht  beeinträchtigt, 
wenn  man  die  Massen  der  vier  Punkte  einander  gleichsetzt,  oder  zwischen 
denselben  ein  beliebiges  Verhältnis«  feststellt,  falls  nur  ihre  Coordinaten 
von  einander  unabhängig  sind.     Statt  der  vier  Punkte  kann  nach  §.  3  auch 
ein  beliebiges  homogenes  Ellipsoid  angenommen  werden. 
Zürich,  den  25.  Juli  1865. 
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XVL 
Die  „mittleren"  Bücher  der  Araber  und  ihre  Bearbeiter. 

Von  Dr.  M.  Steinschneider  in  Berlin. 


Arabische  Schriftsteller  bezeichnen  als  „  mittlere "  (mutawassatal)  eine 
Anzahl  von  mathematischen  Schriften,  welche  zwischen  den  Elementen  des 
Euclid  und  dem  Airnagest  des  Ptolemäus  zu  lesen  seien.  Die  Aufgabe 
der  nachfolgenden  Erörterung  ist  es  vorzugsweise,  zu  untersuchen:  Aus 
welchen  Quellen  diese  Bezeichnung  stamme,  und  in  welcher  Zeit  der 
Begriff  sich  gebildet  habe;  ferner,  welches  der  Inhalt  dieses  Begriffes  sei, 
d.  h.  welche  Schriften  diese  Bezeichnung  überhaupt  umfasse.  Hingegen 
ist  eine  erschöpfende  Behandlung  der  Literatur  und  Geschichte  der  einzel- 
nen Bücher  bei  den  Arabern  hier  nicht  beabsichtigt.  Bei  der  speciellen 
Musterung  ist  auch  auf  die  aus  dem  Arabischen  geflossenen  hebräischen 
und  lateinischen  Uebersetzungen  Rücksicht  genommen  und  über  einige 
arabische  Mathematiker  auf  neu  erschlossene  Quellen  hingewiesen,  aber 
auch  zu  diesen  manche,  wie  ich  glaube,  unbekannte  Ergänzung  und  Berich- 
tigung geboten,  und  zwar  so,  dass  Nichtqrientalisten  nirgends  Unverständ- 
lichem begegnen,  daher  nur  bei  wenigen  Stellen  das  arabische  Wort  beige- 
fügt worden,  wo  nämlich  die  Buchstabengestalt  von  Wichtigkeit  ist.  Eine 
Variation  der  Namensumschreibung  war  bei  Citaten  nicht  zu  umgehen,  na- 
mentlich in  Bezug  auf  g,j  und  dsch.  Im  Allgemeinen  möchte  noch  hervor- 
zuheben sein,  dass  es  sich  hier  grossentheils  um  griechische  Schriften 
handelt,  die  nur  in  Uebersetzungen  sich  erhalten  haben. 

§.i. 

Unter  neuern  Schriftstellern  hat  meines  Wissens  zuerst  Gartz1)  gele- 
gentlich eine  vollständige  Uebersicht  der  sog.  mittleren  Bücher  versucht. 
Unbedeutend  und  nicht  ganz  exact  ist  die  Bemerkung,  welche  Wen  rieh2) 
der  Behandlung  einiger  dieser  Bücher  voranschickt.  Hingegen  verdanken 
wir  einige  werthvolle  Specialbemerkungen  dem  Catalog  der  orientalischen 
Handschriften  der  Bodleiana  von  Nie  oll  und  Pusey,8)  bei  Gelegenheit 


1)  De  xnterpretibus  et  explanatonbus  Eitclidia  orabicis,  4.  Hai.  1823,  §.  1  Divisio  put- 
theseos  apud  Orientales. 

2)  De  auetorttm  gi*aecor.  versionibus  etc.  Ups.  1842,  pag.  205. 

3)  Bibliothecae  Bodl.  Codicum  MSS.  oriental  Catalogi  P.  IL  (1821  —  35),  pag.  259 
und  541;  letztere  Stelle  ist  im  Index  vocabulorum  pag.  727  nicht  angegeben  (weil  dort 
das  arabische  Wort  nicht  vorkommt)  and  fehlt  auch  bei  Flügel  im  Commentar  zu 
Uugi  Klwlfa  VII,  612  zu  I.  pag.  389. 
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einer  directen  arabischen  Aufzählung,  von  welcher  noch  die  Bede  sein 
wird. 

§.2. 

Die  Frage  nach  den  ersten  Quellen  fällt  natürlich  zusammen  mit  der 
andern:  zu  welcher  Zeit  Begriff  nnd  Bezeichnung  entstanden  sei.  Von 
der  Bezeichnung  muss  aber  die  Untersuchung  ausgehen,  weil  erst  mit  ihr 
der  Begriff  die  technische  Präge  erhält;  doch  müssten  auch  Quellen  berück- 
sichtigt werden,  in  welchen  die  vorzugsweise  hierher  gehörenden  Schriften 
zusammen  aufgezählt  werden.  Solche,  und  zwar  höheren  Alters,  aufzu- 
suchen ,  ist  jedoch  eben  wegen  des  mangelnden  Schlagwortes  sehr  schwie- 
rig, und  man  hätte  sich  zunächst  an  encyklopädische  Werke  zuhalten, 
welche  die  mathematischen  Wissenschaften  behandeln.4)  Es  möge  hier 
auf  eine,  auch  Nichtorientalisten  zugängliche,  im  Mittelalter,  wie  es  scheint, 
viel  gelesene,  in  neuerer  Zeit  aber  meines  Wissens  nicht  näher  erforschte 
Schrift  des  bekannten  ThabilbenKorra  hingewiesen  werden,  welche  uns  um 
so  näher  liegt,  als  der  Verfasser  die  arabische  Uebersetzung  der  meisten 
jener  „  mittleren  u  Schriften  revidirt,  einige  wohl  selbst  übersetzt  hat.  Je- 
nes Werkchen  ist  unter  dem  Titel :  De  his  (oder  iis)  quae  indigent  expositione 
antequam  legatur  Almagestum  in  mehreren  lateinischen  Handschriften  erhal- 
ten,5) und  war  schon  Roger  Baco  in  der  lateinischen  Uebersetzung  bekannt,6) 
deren  Urheber  meines  Wissens  nirgends  genannt  ist.7)   Vielleicht  nennt  der 


4)  Dergleichen  bekannte  Schriften  nennt  Th.  Haarbrückerin  seiner  Abhand- 
lung „Mohammad  Ibn  Ibrahim  al  Anssari's  arabische  Encyklopädie  n.  s.  w."  (Jah- 
resbericht der  Louisenstädt.  Realschule,  Berlin  1859).  —  Von  dem  wichtigen  FihrUt 
des  Ibn  Nadim  hat  inzwischen  Flügel  im  XIII.  Bande  der  D.  Morgenl  Zeitschr. 
eine  ausführliche  Inhaltsübersicht  gegeben,  siehe  weiter  unten  §.  6.  Eine  kleine,  in 
die  hebräische  n.  lateinische  Sprache  mehrfach  übersetzte  Schrift  des  Farabi  ist  mir 
leider  weder  im  Original  noch  in  einer  Uebersetzung  zugänglich. 

5)  In  Paris  allein  in  den  5  alten  Handschriften  7105,  7215,  7267, 7*298,  7333  und 
Suppl.  lat.  49  Bl.  24  (bei  Libri,  ff  ist.  des  sciences  math.  /,  289).  In  O  x  for  d  u.  A.  in 
der  Bodleiana  (siehe  Catal.  MSS.  Angliae  1, 109  u.  2083,",  pag.  127  u.  2458;  u.  s.  folg. 
Anm.  7 ;  vergl.  auch  das.  II.  P.  III,  p.  18  u.  186,9),  in  den  Bibliotheken  von  Univer- 
sity-College  (41,7  p.  12  bei  Coxe,  Catalogus  Codd.  Coli,  et  Atdl.  1852,  wo  im  Index  un- 
ter Thebit  die  Schriften  nicht  richtig  geordnet  sind)  und  Magdalen-Hall  (1,1  der  2. 
Tractat) ;  sicherlich  noch  in  vielen  andern  Bibliotheken. 

6)  Jourdain,  Recherehes  p.  433  der  1.  Ausg.  (deutsch  von  Stahr  S.  353):  De 
iis  quae  indigent  etc.  in  einigen  Handschriften  de  hjjs. 

7)  Im  Verzeichnis*  der  Uebersetztmgen  Qerard's  von  Cremona,  welches 
Boncompagni  (Delta  vita  etc.  Roma  185 \)  veröffentlicht  hat,  findet  man  (p.  5,  das 
28.  Werk,  wenn  dieselben  gezählt  werden):  Über  tembit  (offenbar  für  thebit,  indem 
das  h  zum  Nasallautzeichen  geworden)  de  expositione  nomin  um  almagesti  traetatus  L 
Unser  Schriftchen  führt  aber  auch  den  Titel:  de  Expositione  vocabulorum  Almagesti 
im  Titelindex  der  Handschr.  AshmoL  1522  (Catal.  MSS.  Angl.  I,  317  u.  6750,  s.  Black' s 
Catalog  dieser  Sammlung,  p.  1428).  —  In  demselben  Verzeichniss  findet  sich  auch 
(als  23.  Werk)  ein  Liber  introduetorius  Ptolemeiinartemspericam  ohne  Angabe 
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Verfasser  auch  die  für  den  Altnagest  wichtigen  Schriften?  Genannt  mag  hier 
auch  ein  anderes  Werk  desselben  Verfassers  sein:  „Ueber  die  Stufen  (der 
Leetüre,  d.  h.  des  Studiums)  der  Wissenschaften ",  woraus  Mose  Ihn  Esra 
(XII.  Jahrh.)  eine  arabische  Stelle  citirt,  in  welcher  von  der  Metrik  die 
Eede  ist.8) 

§.3. 

Der  arabische  Ausdruck  mutarvassatat  oder  eine  andere  Form  derselben 
Wurzel9)  reichte,  nach  den  mir  bisher  zugänglichen  Quellen  nicht  über  das 
XIII,  Jahrhundert  hinauf.  Durch  die  Mittheilung  der  Originalstelle  des 
Nasawi  im  Vorwort  zu  Archimedes1  Lemmata  (siehe  unten  §§.  8  u.  13)  steht 
der  technische  Gebrauch  im  X.  Jahrhundert  fest.  Der  bekannte  Wesir 
el-Kifti  (gewöhnlich  „el-Kofti"),  Verfasser  der,  namentlich  von  Casiri 
stark  excerpirten  „Bibliotheca  Philosophorum",  richtiger  Chronica  Dociorum 
(Taarikh  al  Jffukamä),  welcher  1249  starb,10)  gebraucht  jenen  Ausdruck  an  den 
zwei  mir  bekannten  Stellen  wie  einen  wohlbekannnten,  der  keiner  Erklä- 
rung bedarf,  und  bezeichnet  an  der  einen  „die  mittleren  Schriften u  gradezu 
als  ein  einzelnes  Buch  oder  Werk  gegenüber  dem  Euklid  oder  Almagest.11) 


des  arabischen  Uebersetzers,  welches  man  nicht  ohne  nähere  Motivirung  mit  Thabit's 
Einleitung  identificiren  darf.  Der  bei  Coxe  zu  Cod.  Mar.  Magd,  mitgeth eilte  Anfang 
lautet:  Equator  major  (fehlt  est  cbrculus)  in  cuius  etc.  —  Ich  bemerke  bei  dieser  Gele- 
genheit, dass  die  Orientalisten,  welche  zuletzt  Verzeichnisse  von  Thabit's  Schriften, 
wenigstens  von  den  noch  erhaltenen,  gegeben,  Wüstenfeld,  v.  Hammer  und 
Chwolsohn  (die  Ssabier),  auf  die  nur  in  lateinischer  Uebersetzung  erhaltenen  keine' 
Rücksicht  genommen ;  obwohl  die  oben  angeführten  3  Cataloge  allein  gegen  20  Titel 
darbieten;  vergl.  namentlich  unten  §.  8  unter  16. 

8)  Bodl.  Handschr.  bei  Uri  499  (wovon  ich  eine  Durchzeichnung  besitze)  Bl.  73  a. 
Die  Citationsformel  lautet:  „Es  sagte  Thabit ...  in  seiner  Schrift,  welche  verfasst 
ist  über  die  Stufen  der  Wissenschaften. "  Den  vollem  Titel  hat  el-Kifti  bei  Casiri, 
Bibl.arab.I,  390  Z.  11  v.  u.  und  bei  Hamm  er,  Litgesch.  d.  Arab.  IV,  349.  No.  34.  — 
Auch  al-Farabi  verfasste  eine  Schrift  über  „die  Stufen  der  Wissenschaften'1  (Ca- 
stri  /,  190,;,  bei  Hammer  1.  c.  IV,  291  u.  57  blos  „Buch  der  Wissenschaften".  Die- 
ser entspricht  vielleicht  das  hebräische  Schriftchen  „über  die  Ordnung  der  Leetüre 
der  Wissenschaften ",  nur  1  Blatt  umfassend.  Auch  dieses  kenne  ich  leider  nicht  aus 
Autopsie ;  doch  ist  es  jedenfalls  nicht  identisch  mit  dem  in  Anm.  4  erwähnten. 

9)  Muwassutat,  siehe  N  icoll  p.  200,  und  unten  über  die  Stelle  aus  Ibn  Schihne 
bei  Pusey  p.  599. 

10)  Ueber  ihn  siehe  namentlich  Mu  nk ,  Notice  sur  Joseph  ben  Jekouda  (Abzug  aus 
dem  Journal  Asiat.  1842)  p.  0;  vgl.  Wenrichl.  c.  praef.  p.V  sequ.  Amari,  Storiadei 
Musulm.  I,  p.  XL VIII;  Hammer,  VII,  18,723.  Chwolsohn,  die  Ssabier  I,  548  u. 
243,  II,  S.  XXI. 

11)  Einmal  bezeichnet  er  die  Sphärica  des  Theo  dos  ins  als  die  beste  der  mitt- 
leren Schriften  zwischen  dem  Buch  des  Euclid  und  dem  Almagest  —  Casiri  I,  p.  346 
(schon  bei  ffarlesstu  Fabricius  IV,  22);  nach  el-Kifti  wohl  auch  Abn'l  Farag  Bar- 
Hebräusbei  Assemani,  Catal.  Codd.  or.  Medic  p.  181  adCod.  271;  vgl.  Wenrieh 
1.  c.  p.  200  u.  07.  —  Ein  andermal  (Casiri  I,  410,  lin.  0  [so  ist  hei  Nico  11  p.  200  zu 
lesen],  lat.  p.  414,  Col.  2  unten)  erzählt  el-Kifti  im  Namen  des  „  J  o  s  e  f  N  a  s  c  h  i",  dast 
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Ohne  Bedeutung  für  unsere  Erörterung  der  Zeit  ist  die  oben  (1)  er- 
wähnte Bodleianische  Handschrift,  welche  ein  Verzeichniss  der  mittleren 
Bücher  enthält.  Diese  Handschrift  ist  zwar  auf  Bl.  212  -datirt  Comadi  I. 
035  H.  (d.  i.  20.  December  1237  bis  19.  Januar  1238);  allein  jenes  Verzeich- 
niss ist  auf  Bl.  213  hinzugefügt,  und  aus  NicolFs  Beschreibung  (p.  259)  ist 
Nichts  darüber  zu  ersehen,  welcher  Zeit  dieser  Zusatz  angehöre. 

Hingegen  scheinen  die  jüngeren  Nachrichten  über  die  mittleren  Bücher 
auf  der  Autorität  des  berühmten  Astronomen  Nasir  ed-Din  aus  Tus 
(starb  24.  Juni  1274)")  zu  beruhen,  welcher  die  klassischen  mathematischen 
Schriften  revidirte  und  zum  Theil  comtnentirte,  darunter  jene  Schriften  ge- 
wissermassen  in  ein  Corpus  vereinigte,  vielleicht  auch  selbst  mit  der  tech- 
nischen Ueberschrift  versah  —  wenigstens  führen  zwei  Handschriften  der 
Bodleiana  und  eine  in  Florenz  diesen  Titel,  —  aber  auch  vielleicht  eine 
directe  Aufzählung  der  „ mittleren u  gegeben,  welche  uns  leider  nur  aus 
einem  Citat  bekannt  ist. ") 

§.  4. 

Die  Frage :  WelcheBücher  nannte  man  die  „  mittleren  u  ?  darf  nicht 
von  der  Voraussetzung  ausgehen,  dass  diese  Bezeichnung  stets  denselben 
Umfang  gehabt;  vielmehr  ist  es  von  vornherein  nicht  unwahrscheinlich,  dass 
mit  der  Zeit  manche  Schriften  in  den  Studienplan  mit  aufgenommen  wurden. 


der  bekannte  Astronom  Ibn  Heitham  (A.  1038,  identisch  mit  dem  Optiker  al-Hazen, 
nach  den  neuesten  Ansichten)  in  einem  Jahre,  bei  allen  andern  Beschäftigungen,  die 
3  Schriften,  nämlich  das  Buch  (Elemente)  des  Euclid,  di  emittieren  nnd  den  Al- 
magest  abgeschrieben  und  mit  den  Figuren  versehen  habe.  Der  (bei  Gartz  p.  23  weg- 
gelassene) Gewährsmann  Josef  ist  der  oben  (Anm.  10)  erwähnte  Josef  b.  Jehuda, 
Schüler  des  Maimonides,  identisch  (was  Munk  früher  läugnete)  mit  Joseflbn  Ak- 
nin, siehe  meinen  Artikel  in  Ersch  u.  Gruber,  Sect.  II,  Bd.  31,  S.  51,  A.  44,  wo  ich  die 
irrige  Auffassung  jener  Stelle  bei  Wüste  nf  el  d  (arab.  Aerzte  S.  77),  als  ob  Heitham 
„jedes  Jahr"  eine  solche  Abschrift  angefertigt,  berichtigt  habe;  vergl.  auch  unten  §.6. 
—  Es  fragt  sich,  ob  die  Bezeichnung  „mittlere  Schriften*4  schon  von  lbn  Heitham 
gebraucht  wurde. 

12)  Siehe  u.  A.  Wenrichl.  c.  p.68;  vergl.  Gart«  1.  c.  p.  31;  Nicoll  p.268 
spricht  von  Tusi's  „Uebersetzung"  des  Euclid,  was  unrichtig  ist. 

13)  Hagi  Khalfa  (V,  371  n.  11358)  erklärt  mulawassatat  als  diejenigen  Bücher, 
welche  zwischen  Euclid  und  Almagest  einzuschalten  sind,  „z.B.  die  Sphärica  des  Theo- 
dositis  und  andere,  wie  Nasir  ed-Din  in  seiner  Recension  der  Sphärica  des  Menelaos 
erläutert.  Einige  Neuere  haben  die  Lemmata  des  Archimedes  hinzugefügt. "  Die 
Worte  ala  rmt  bajjanahu,  welche  Flügel  übersetzt:  quemadmodum  diserte  dicit,  lassen  eine 
allgemeine  Bedeutung  zu;  es  fragt  sich,  ob  Tusi  selbst  nicht  mehr  als  ein  Beispiel 
brachte,  und  warum  er  gerade  zu  Menelaos  diesen  Begriff  erläuterte  (vergl.  unten  §.  8 
unter  14).  —  Wenn  Flügel  (im  Coram.  VII,  612  zu  I,  380)  sich  ausdrückt:  Recensentur 
hilibri . . .  infra  V,  No.  11358;  so  hätte  es  wohl  genauer  heissen  sollen:  deftniuniur  .  .; 
da,  wie  wir  gesehen,  eben  nur  eine  Definition  mit  einem  oder  zwei  Beispielen  gegeben 
wird. 
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Man  muss  also  die  einzelnen  Quellen  in  dieser  Beziehung  auch  einzeln 
betrachten.  Zunächst  ist  zu  beachten,  dass  der  Ausdruck  „  mittlere  tcy  auch 
wenn  er  von  älteren  mathematischen  Werken  der  Araber  gebraucht  wird, 
nicht  immer  die  obige  technische  Bedeutung  habe,  sondern,  und  insbeson- 
dere in  Verbindung  mit  einem  restringirenden  Wörtchen  (fihi  „darin")  die 
Qualität  des  Werkes  als  eine  „mittelraässige"  bezeichne.  Es  ist  hier- 
nach unrichtig,  wenn  Pusey  (p.  600,  Col.  2,  Z.  1  zu  I,  194)  meint,  dass  ein 
Werk  des  Khiraki  (starb  533  H.)  von  Hag'i  Khalfa  zu  den  mittleren  gerech« 
net  werde.14) 

§.5. 

Gartz  (p.  l)  hat  in  einer  Anmerkung  (8)  die  Worte  hingeworfen: 
„Graeci  hos  libros  (nämlich  intermedios)  eliam  fiixoov  datQovofiov  et  „parvam 
Sintaximu  vocanL"1*)  Wen  rieh  (p.  205)  kehrt  die  Sache  einfach  um:  Die 
in  den  griechischen  Handschriften  meist  zusammen  vorkommenden  Schrif- 
ten sind  ebenso  ins  Arabische  übersetzt  und  „die  mittleren u  benannt  wor- 
den. An  dieser  blossen  Hypothese  ist  soviel  höchst  wahrscheinlich,  dass 
der  arabische  Ausdruck  sich  ursprünglich  nur  auf  solche  Ueber- 
setzungen  aus  dem  Griechischen  erstreckt  habe,  und  dass  daher 
die  etwa  später  hinzugekommenen  wegen  irgend  einer  näheren  Beziehung 
zu  jenen  der  empfehlenden  Aufnahme  in  den  Cyclus  der  „überleiten- 
den" gewürdigt  wurden.  Diese  Beziehung  werde  ich  weiter  unten  nach- 
zuweisen suchen. 

§.6. 

Für  die  Aufzählung  der  mittleren  Bücher  imEinzelnen  redneiren 
sich  die  mir  bekannten  Quellen  eigentlich  nur  auf  zwei : 

a)     Die  Sammlung  des.Nasir  ed-Din  Tusi  (vergl.  oben  3). 

Wenn  man  die  Aufzählung  bei  Gartz  ansieht,  so  möchte  man  kaum  be- 
merken, dass  dieselbe  zuletzt  auf  jene  Quelle  zurückgehe.  Er  benutzte 
nämlich  eine  Beschreibung  von  4  Handschriften,  welche  manche  Fehler  und 
Lücken  darbietet,  die  zum  Theil  später  berichtigt  und  ergänzt  worden  sind. 
Von  den  beiden  Mediceischen  Handschriften,  welche  Assemani  unter  No.  271 
(p.  381)  und  286  beschreibt,  ist  die  erstere  eine  (unvollständige)  Copie  der 
letzteren;  diese,  sowie  die  beiden  Handschriften  der  Bodleiana,  welche  Uri 


14)  Die  Handschrift  des  Hagi  Khalfa,  welche  von  NicoU  und  Pusey  benutzt  ward, 
ist  nicht  selten  lückenhaft  nnd  corrupt ;  vielleicht  fehlt  hier  das  Wort  fihi,  welches  in 
Flügel's  Ausgabe  II,  180  n.  2379  steht;  letzterer  übersetzt  daher:  ad  intermedios  hu- 
jus  doctrinaepertinet,  wie  II,  p.  410  lin.  1  hu  jus  generis;  vergl.  II,  182,  Z.  5,  wo 
ein  Commentar  als  intermedius  bezeichnet  wird ;  über  ähnliche  Anwendung  des  Wortes 
siehe  Flügel  im  Comm.  VII,  612  zn  I,  380  u.  VI,  304.  —  Die  asiatische  Ausgabe  des 
Hag'i  Khalfa  steht' mir  nicht  zu  Gebote. 

15)  Diese  Benennung  findet  sich  bei  Pappos  (Fabricius,  Bibl.  Gr.  IV,  p.  16  ed. 
Harless). 
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unter  No.  875  (p.  188)  und  No.  895  (p.  194)  verzeichnet,  hat  die  allgemeine 
Ueberscbrift  dor  „mittleren  Bücher".  Aus  Uri  und  Assemani  .stammen 
allerlei  falsche  Angaben  nicht  blos  bei  Gartz,  sondern  auch  bei  Wenrich. 
Uri's  Angaben  im  Einzelnen  sind  von  Pusey  (p.  598  —  9)  mehrfach  ergänzt 
und  berichtigt,  und  werden  wir  Gelegenheit  haben,  darauf  zurückzukom- 
men. Wichtiger  für  die  gegenwärtige  Stelle  unsrer  Untersuchung  sind  die 
allgemeinen  Bemerkungen  desselben  Gelehrten  (p.  541)  über  das  Verhält- 
ni88  dieser  4  Handschriften  zu  einander  und  die  daraus  folgenden  Berichti- 
gungen der  Angaben  bei  Gartz,  welcher  die,  allerdings  befremdenden  Irr- 
thümer  Assemani's  ohne  Anstoss  nachschrieb ,  während  eine  kritische  Ver- 
gleichung  mit  Cod.  875  bei  Uri  auf  nichtigeres  führen  mnsste.  Wir  vermis- 
sen aber  auch  bei  Pusey  die  ausdrückliche  Hervorhebung  des  Umstandes, 
dass  sämmtliche  4  Handschriften  die  Sammlung  des  Tusi  ent- 
halten, und  da gs  der  Cod.  895  in  Unordnung  gerathen  scheint ;")  obwohl 
Pusey  auch  in  angemessener  Weise  die  Aufzählung  der  mathematischen 
Bearbeitungen  des  Tusi  bei  Hag'i  Khalfa  vergleicht;  freilich  wieder  mit 
der  fehlerhaften  Handschrift,  während  Flügers  Ausgabe  (II,  p.  213  u.  2496) 
bessere  Lesarten  darbietet.17) 


16)  Der  selige  Bibliothekar  Bandin el  in  Oxford  erzählte  mir,  wahrscheinlich  aus 
guter  Quelle ,  dass  die  Feinde  Uri's  ihm  absichtlich  die  Handschriften  in  ungehöriger 
Ordnung  und  zum  Theil  in  Fragmenten  vorlegten,  um  ihn  in  Verlegenheit  zu  bringen ! 
Ich  hatte  in  der  That  Gelegenheit,  in  einer  zufällig  entdeckten  Fragmentensammlung 
manche  wichtige  Ergänzung  zu  finden ;  vergl.  meinen  Cougpecfus  Codd.  etc.  1857  p.  23. 
—  Ich  werde  später  (§.8 unter  14)  Veranlassung  haben,  auf  eine  Verschiedenheit  zwi- 
schen den  beiden  Bodleiana- Handschriften  aufmerksam  zu  machen,  welche  freilich 
auf  die  Vermuthung  führen  könnte,  dass  entweder  bei  der  Abschrift  andere  Recensio- 
nen,  als  die  des  Tusi  benutzt  seien ,  oder  dass  von  letzterem  selbst  verschiedene  Re- 
censionen  existirten.  —  Uebrigens  wird  Nasir  ed-Din  selbst  mit  seinen  verschiede- 
nen Namen  M  u  h  a  m  m  e  d  b  e  n  H  a  s  a  n  u.  s.  w.  bei  den  Bibliographen  mitunter  in  zwei 
Personen  gespalten;  z.  B.  bei  Harten  zu  Fabricius  IV,  22,  24  unter  Theodosius  und 
Menelaus,  nUrolich  aus  Casiri  und  Heilbronner;  ja  Wenrich  selbst  musste  sich  in  die- 
ser Beziehung  corrigiren  (p.  302  zu  234).  Ferner  ist  auch  der  Abschreiber  der  Sel- 
den'scben  Handschrift  (Uri  875,  geschrieben  A.  1310)  „Zw  [richtiger  Zein]  ed-Din" 
Abhört  durch  den  Catalogus  MSS.  AngHuel,  p.  157,  No.  31 33  zum  Uebersetzer  gestempelt 
worden,  und  dann  vermittelst  Heilbronner  in  die  Zusätze  von  Hartes*  zu  Fabricius  (IV, 
17  ff.  u.  188)  gedrungen.  Wenrich  hat  die  Aufklärung  solcher  Irrthümer  in  seinem 
Werke  wohl  nicht  für  nöthig  gehalten*  mir  scheint  es  jedoch  angemessen,  darauf  auf- 
merksam  zu  machen,  da  Nichtorientalisten  die  verschlungenen  Wege  solcher  Jrrthü- 
mer  nicht  immer  verfolgen  können. 

17)  Nachdem  diese  Abhandlung  beinahe  beendigt  war,  erhielt  ich,  auf  Veranlas- 
sung meines  dritten  Briefes  an  Boncompagni  über  die  arabischen  Bearbeiter  der  Lern 
mata,  von  meinem  geehrten  Freunde  Prof.  Lasinio  in  Pisa  genauere  Auskunft  über 
die  3  arabischen  Handschriften  der  Medicea,  woraus  hervorgeht,  dass  Ass  em  ani  hier, 
wie  allerdings  nicht  selten ,  die  beschriebenen  Handschriften  kaum  genau  angesehen 
haben  kann.  Cod.  271  enthält  auf  den  beiden  ersten  Seiten  ein  arabisches  Inhalts  Ver- 
zeichnis 8,  in  dessen  Ueberschrift  die  Sammlung  ausdrücklich  als  die  „geometri- 
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Gartz  verweist  zuletzt  auch  auf  Casiri  I,  345;  allein  die  dort  aus 
el-Kifti  gesammelten  Stellen  über  die  griechischen  Autoren:  Menelaos, 
Theodosios,  Autolicos,  Arietarchos,  Hypsicles,  Hipparchus  bieten  nur  unter 
Theodosios  die  oben  (§.3)  angeführte  Stelle;  hingegen  ist  es  nur  der  ganzen 
alphab.  Anlage  des  Werkes  zuzuschreiben,  dass  diese  Autoren  bei  al-Kifti  an 
verschiedenen  Stellen  erscheinen,  während  Ibn  Nadim  in  seinem  Fihrist 
in  der  2.  Unterabteilung  des  siebenten  Buches  von  den  Mathematikern, 
Geometern,  Arithmetikern,  Musikern,  Rechnern,  Astronomen,  Verfertigern 
mathematischer  Instrumente  und  Mechanikern18)  folgende  Reihenfolge  der 
Autoren  beobachtet:  Euclid,  Archimedes,  Hypsicles,  Apollonius,  Hermes, 
Eutocius,  Menelaus,  Ptolemäus,  Autolycus,  Simplicius  der  Rumäer,19) 
Dorothius     (Sidonius) , w)     Theon   Alexandrinus ,     Valens    (?)     der     Ru- 


schen mittleren  Schriften"  (mutawassatat  el-hindisijja)  nach  der  Recension  und 
Etnendation  des  Tusi  bezeichnet  wird.  Am  Schlüsse  des  Inhaltsverzeichnisses  wird 
bemerkt,  dass  diese  Handschrift  nur  den  ersten  Theil  der  Sammlung,  welcher  mit  der 
nennten  Schrift  endet,  enthalte.  Es  werden  im  Ganzen  nur  fünfzehn  aufgezählt, 
nämlich  Archimedes:  De  dimensione  circuli,  welches  in  Cod.  Uri  875  als  No.  5  er- 
scheint, fehlt  hier  ganz  und  gar,  indem  zu  No.  15  (über  die  Figur  al-Kattä)  aus- 
drücklich bemerkt  wird:  „damit  endet  das  Buch44.  Hingegen  enthält  Cod.  286  die 
ganze  Sammlung. 

18)  Flügel  (D.  M.  Zeitschr.  XIII,  S.  627)  bemerkt  in  Bezug  auf  die  beiden  ara- 
bischen Aasdrücke  für  Arithmetiker  und  Rechner,  ,.^*JLjdl+3.IJI  sind  die  alten,  d. 
h.  vorzugsweise  griechischen, i^Lmm^vJI die  muhamme dänischen  Arithmetiker14;  viel- 
mehr dürfte  ersteres,  ein  aus  dem  griech.  selbst  gebildetes  Wort  (wie  „Arithmeti- 
ker ")  diejenigen  bezeichnen,  welche  die  reine  Zahlenlehre  im  Sinne  der  alten  Griechen 
behandeln,  während  die  „ Calculatoren "  die  praktischen  Rechenkünstler  sind;  siehe 
Nesselmann,  Gesch.  d.  Algebra  S.  40 u.  405 ;  Ibn  Khaldun  bei  W ö p k e ,  Recherche* 
sur  plus.  ouvr.  de  Leonard  de  Pi$e  etc.,  Rom  1856,  p.  3,5;  Hebräische  Bibliogra- 
phie 1864,  S.  88,  Anm.  8. 

10)  Flügel  erwähnt  blos  „2  Schriften";  man  möchte  wohl  fragen,  wie  die 
Schriften  des  Commentators  des  Aristoteles  unter  die  mathematischen  gekommen 
sind?  Die  arabischen  Bibliographen  kennen  meines  Wissens  nur  1)  den  Commentar 
zur  Psychologie,  der  ins  Syrische  übersetzt  worden;  so  richtig  el-Kifti  bei  Casiri  I, 
309,  Wenrich  p.  207,  während  Fihrist  bei  Flügel  im  Comm.  zu  ff.  Kh.  VII,  758  (und 
wohl  daher  ff.  Kh.  V,  10.4  u.  10579)  Simplicius  selbst  syrisch  schreiben  lässt.  Wen- 
rich hat  den  Fihrist  und  H  Kh.  an  dieser  Stelle  nicht  berücksichtigt;  Flügel  VII,  758 
hat  die  obige  richige  Lesart.  —  Den  Comm.  über  die  Logik  erwähnt  ff.  Kh.  VI,  97, 
No.  12819,  aber  nicht  Wenrich,  der  überhaupt  nicht  den  ganzen  H.  Kh.  ausgenutzt  hat. 

2P)  Ueber  die  Verstümmelungen  dieses  Namens  in  Doronius  u.  s.  w.  und  die 
Bezeichnung  desselben  als  „Königs "  (wie  Ptolemäus)  siehe  die  Anführungen  in  der 
Hebräischen  Bibliographie  1860,  8. 33  and  D.  M.  Zeitschrift  Bd  XVIII,  S.  133, 
Anm.  24  und  S.  156,  Anm.  43.  Flügel  (ff.  Kh.  VII,  574  zu  I,  198)  weist  auf  die 
(hebr.)  Handschrift  Dresden  384,  8  hin,  wo  Dordonius  vorkommt;  identisch  ist  die 
Vatican.  Handschrift  Urbin  47,  4.  Die  astrologische  Piece  wird  auf  ein  Autograph 
vonlbnEsra  zurückgeführt.  Indem  astrologischen  Buch  de  Interrogationibus  des 
Ibn  Esra,  nach  der  gedruckten  lateinischen  Uebersctzung  des  Petrus  Aponensis,  heisst 
es  zu  Anfang:  Astrologiae duo  existtrvnt  capüa,  unus  qvddem  plolomaeus  alierus  vero 


Von  M.  Steinschneider.  463 


>A***WV>AA*<'».*W^»^>V 


mäer,'1)  Theodosius,  Pappus  der  Rumäer,  Heron,")  Hipparch  ans  Nicaea, 
Diophantus,  <j*JL*3l3. ,s)    Nicomachus     aus     Gerasa,24)  L£^.J»Lj  (oder 

doromus  (l.  Doronius).  Et  ambo  fuerwxt  rege».  Von  dem  hebräischen  Original  giebt 
es  zwei  Recensionen,  deren  kürzere  immer  noch  weitläufiger  ist,  als  jene  lateinische 
Uebersetzung.  Auch  daselbst  wird  an  der  Spitze  der  zweiten  Partei  Doronius  ge- 
nannt; in  der  Handschrift  304  der  königl.  Bibliothek  zu  München  Bl.  13*  heisst  der 
Name  Dorianus  und  eine  Raudnote  bemerkt  dazu:  „Dorianus  der  Weise,  d.  i.  der 
Kaiser  Adrianus,"  —  also  H a d r i a n !  Es  ist  nicht  unmöglich ,  dass  in  dieser  Na« 
mensähnlichkeit  die  Bezeichnung  „König"  mitbegründet  sei.  Hadrian  war  unter  An* 
derem  wegen  seines  Krieges  in  Palästina  im  Orient  bekannt  und  werden  ihm  daher 
Disputationen  mit  jüdischen  Gelehrten  zugeschrieben.  Andererseits  ist  er  dem  Orient 
auch  durch  seinen  Philosophen  Secundus  bekannt ;  siehe  Hebr.  Bibliographie 
1861,  8.  18  und  Nicoll,  Catal.  p.  68,  No.  607  und  Cod.  Par.  107,14;  943,«,  und  vgl. 
Cod.  885  Adrianus?    Vgl.  auch  Reiche  im  Philologus  1861,  S.  522. 

21)  In  arabischen  und  hebräischen  Schriften  erscheinen  als  Autoritäten  für  Ma- 
thematisches und  Magisches  verschiedene,  zum  Theil  arg  verstümmelte  Namensfor- 
men, deren  Deutung  zwischen  Plinius,  Apoll on ins  (von  Th yana),  Aelius  und 
Valens  schwankt,  und  bei  der  Neigung  der  Orientalen,  ihre  geheime  Wissenschaft 
auf  Könige  und  Fürsten  zurückzuführen,  darf  neben  Vettius  Valens  auch  an  den  Kaiser 
Valens  gedacht  werden ;  siehe  die  weitläufige  Auseinandersetzung  in  meiner  Abhand- 
lung:-Zur  pseudopigr.  Literatur,  insbesondere  der  geheimen  Wissenschaften  des  Mit- 
telalters (Berlin  1862),  S.  32,  83,  93  und  D.  M.  Zeitschr.  XVIII,  S.  156,  178,  193.  In 
abendländischen,  aus  dem  Orient  durch  dit  ecte  Uebersetzung  oder  anderweitig  stam- 
menden Quellen  werden  jene  Namensformen,  wie  das  aus  anderen  Literaturgebieten 
bekannt  ist,  noch  weiter  verstümmelt  und  daher  noch  mehr  problematisch,  so  dass  eine 
directe  Zusammenstellung  sehr  wünschenswerth  erscheint.  Ich  beschränke  mich  hier 
auf  folgende  kurze  Bemerkung.  Die  deutliche  Form  D^KI  (Walis)  erscheint  unmit- 
telbar neben  Doronius  z.  B.  in  der,  wie  ich  glaube,  älteren,  und  nur  in  hebr.  Handschr. 
erhaltenen  Recension  des  Buches  de  rationibus  des  Ibn  Esra  gegen  Ende  des  3.  Kapi- 
tels ,  z.  B.  in  der  prächtigen  Münchener  Handschrift  202  Bl.  69  —  das  Wort  scheint 
ausgefallen  in  der  Münchener  Handschrift  304  Bl.  42.  Identisch  ist  Uuelleius  und 
GutUiuM  oder  Wellius  in  der  Uebersetzung  des  Haly  (Ibn  Radschal)  und  bei  Guido  B  o- 
natti.  Die  Form  Yluz  (zur  pseud.  Lit  S.  82,  93)  und  Velez  (Bodr.  de  Castro,  Bibl. 
Eap.  I,  p.  126,  No.  LIX  —  LX)  stammt  offenbar  aus  dem  arabischen  Ailus,  welches 
man  auch  Ilus  lesen  kann.  Hingegen  hat  die  latein.  Uebersetzung  des  Buches  de  na- 
timtatibus  von  Ibn  Esra  den  Namen  Melius  wahrscheinlich  für  Abu  Ali,  wie  man 
deutlich  im  hebräischen  Original  liest.  Dass  dieser  im  Mittelalter  berühmte  Astrolog 
Abu  Ali  kein  anderer  «ei  als  Ibn  el-Khajjat  (oder  Chajjat,  d.  h.  Sarcinator,  wie 
er  auch  bei  Bonatti  heisst,  siehe  D.  M.  Zeitschr.  XVIII,  192),  ein  Schüler  des  bekann- 
ten Juden  Maschallah ,  werde  ich  anderswo  nachweisen.  In  Deutschland  ist  Valens 
zu  Wilhelm  geworden!  (D.  M.  Zeitschr.  XVIII,  178).  Zweifelhaft  ist  mir  das  im 
gedruckten  latein.  Abumasar  (Introd.  in  AstroL  libr.  VUU  Cap  II)  vorkommende :  *e~ 
cttndum  Belitem  oder  Welxtem.  —  Auf  Valens  komme  ich  später  (§.  8,  Anm.  60) 
zurück. 

22)  Bei  den  Arabern  und  den  von  ihnen  abgeleiteten  Quellen :  Iran;  siehe  die 
Nach  Weisungen  in  der  Hebr.  Bibliographie  1863,  S.  92  und  unten  Anm.  60. 

23)  „Tkadsines",  vielleicht  nur  eine  aus  Irrthnm  selbstständig  aufgeführte  Ne- 
benform von  Theodosius  ? 

24)  Ueber  die  Bekanntschaft  der  Araber  und  Juden  mit  der  Arithmetik  des  Nico- 
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• .  •  olä) n)  . . .  Muzates  . . .  Heraclius,  . . .  Aristoxenus,  . . .  Aristarchus  der 
Alexandriner,  Apion,  der  Patriarch  ... 

b)  Ein  Zusatz  der  oben  erwähnten  Bodleianischen  Handschrift  ent- 
hält eine  directe  Aufzählung  von  zwölf  Schriften;  diese  Zahl 
nämlich  zu  Ende  der  Aufzählung  wird  von  dem  sonst  so  gründ- 
lichen Nicoll  mit  Unrecht  auf  die  Tractate  des  zuletzt  genannten 
Werkes  des  Thabit  bezogen. 

Ausser  diesen  eigentlichen  directen  Quellen  benutze  ich  in  der  unten 
folgenden  Tabelle  die  Aufzäfilung  der  von  Nasir  ed  -  Din  Tusi  recensirten 
oder  emendirten  Schriften  bei  Hag'i  Khalfa  II,  p.  213. 

c)  Nachdem  diese  Abhandlung  zum  Abschlüsse  gelangt  war,  erhielt 
ich,  ganz  unerwartet,  eine  für  unser  Thema  wichtige  Notiz.  Auf 
Veranlassung  des  Fürsten  Boncompagni  schickte  mir  Herr  Eugene 
Janin  in  Paris  eine  exacte  allgemeine  Beschreibung  der  werth vol- 
len lateinischen  Handschrift  der  kaiserl.  Bibliothek  daselbst,  frü- 
her suppl.  lat.  49,  jetzt  lat.  9335,  deren  Index  bei  Li  bri  (Hist.  des 
sciences  math.  I,  297)  mitgetheilt  ist.  Es  hatte  sich  mir  zunächst 
um  die  Uebersetzung  des  Menelaus  gehandelt,  von  welcher  unten 
(§.  8)  die  Rede  sein  wird.  Herr  Janin  war  jedoch  so  aufmerk- 
sam, mir  folgende  Worte  abzuschreiben ,  welche  sich  auf  Bl.  28 
verso  Spalte  1,  Zeile  36  —  48  hinter  der  Schlussformel  des  Theodo- 
sius:  de  locis  habiialionum  finden  (die  laufende  Ziffer  habe  ich  zum 
bequemeren  Citiren  vorgesetzt). 

Ordo  qxti  est  post  librum  Euclidiis  secundum  quod  invenitur  in  scripiuris 
Johannitii. 

1)  Euclidis  de  aspeclibus  traclaius  unus. 

2)  Theodosii  de  speris  (so)  Iracl.  tres. 

3)  Autolici  de  spera  mota  tract.  unus. 

4)  Euclidis  de  apparenlibus  tract.  unus. 

5)  Theodosii  de  locis  habitabilibus  tract.  unus. 

6)  Autholici  de  orlu  et  occasu  duo  tractatus. 

7)  Theodosii  de  die  et  nocte  duo  tractatus. 

8)  Esculei  (d.  i.  Hypsicles)  de  ascensionibus  tract.  unus. 

9)  Arsodochii  (so  für  Aristarch)  de  elongationibus  phisicarum  et  earum 
magniludinibus  tract.  unus.  v 

„  Johannitius"  ist  ohne  Zweifel  der  bekannte  Uebersetzer  Hon  ein 
ben  Ishak,  welchem   eine  Uebersetzung  des  Almagest  beigelegt  wird.**) 


machus  siehe  Heb r.  Bibliographie  1864,  8.  87;  vergl.  D.  M.  Zeitschr.  XVIII,  693. 
Die  höchst  werth  volle  hebr.  München  er  Handschr.  36  enthält  u.  A.  auch  eine  sonst 
unbekannte  Uebersetzung  mit  Anmerkungen  nach  el-Kindi.  Vgl.  auch  unten  Anm. 28. 

25)  „ Badsrogogia"  oder  „Thudsrogogia"  klingt  mehr  an  einen  Titel  wie  an 
einen  Personennamen. 

26)  Vgl.  unten  Anm.  32. 


Vop  M.  Steinschneider.  465 

Ehe  ich  jedoch  zu  den  Bemerkungen  in  Betreff  einzelner  Schriften  über- 
gehe, sei  noch  auf  zwei  Autoren  des  XII.  Jahrhunderts  hingewiesen,  deren 
jttngerer  selbst  arabisch  schrieb,  der  ältere  aus  dem  Arabischen  tibersetzte; 
beide  hatten  Gelegenheit,  der  Hauptquellen  für  mathematische  Studien  zu 
erwähnen. 

Josef  ben  Jehuda  Ibn  Aknin,  ein  berühmter  Schüler  des  Maimoni- 
des,  verfasste  in  arabischer  Sprache  ein  ethisches  Schriftchen,  betitelt: 
„Medizin  der  Seele",  worin  ein  Kapitel  des  III.  Abschnitts,  das  auch  ins 
Hebräische  übersetzt  worden,  eine  encyklopädische  Uebersicht  der  Lehrge- 
•  genstände  und  Lehrmittel  enthält.*7)  Unter  der  Rubrik  Mathematik  wer- 
den Autoren  und  Schriften  in  folgender  Weise  aufgezählt:  Die  Arithmetik 
des  Nikomachos  und  das  von  Avicenna  darüber  Gesammelte,*8)  Euclid's 
Elemente,  Theodosius  über  sphärische  Figuren,  Menelaos,  Archimedes  über 
Kugel  und  Cylinder,  die  Kegelschnitte  des  Apollonins,  das  Buch  der  Voll- 
kommenheit des  Mutamin  Ibn  Hud,  Herrschers  von  Saragossa,*9)  die 
Abhandlung  über   die  befreundeten  Zahlen   von   Thabit,30)   die  Data  des 


27)  Ich  verweise  der  Kürze  halber  auf  meinen  betreffenden  Artikel  in  der  Ency- 
klopädie  von  Ersch  und  Gruber  S.  II,  Bd.  31,  S.  51 ;  vgl.  auch  oben  Anm.  II. 

28)  Wahrscheinlich  ist  der  Abschnitt  des  Buches  Schefä  gemeint;  siehe  Wöp  ck  e, 
Mem.  sur  la  propagation  des  chiffres  wirf,  p.  Iö8,  und  oben  Anm.  24. 

20)  Ich  habe  oben  im  Text  gleich  die  richtige  Lesart  gesetzt.  Das  betreffende 
Werk,  welches ,Maimonide8  mit  seinem  erwähnten  Schüler  las  und  verbesserte,  führt 
den  unten  zu  nennenden  arabischen  Titel  und  wird  von  el-Kifti  (Casiri  f,  294)  als  ein 
vortreffliches  umfassendes  Buch  bezeichnet.  Es  sei  gestattet,  hier  einige  Quellen 
über  den  fürstlichen  Arithmetiker  nachzutragen.  Bei  Gayangos  (Makkari,  His- 
tory  ofthe  Mohanunedan  Dynastie*  etc.  London  18-13,  Vol.  II,  p.  256)  liest  man:  ,, . .  and 
his  son  Abu  'Ämir  (!)  Fusitf  Almut  amen  (the  trusty).  The  latter  was  so  much  addieted  to 
the  study  of  mathematics,  that  he  composed*  among  other  works  on  (hat  srience,  one  enlitted 
Kitdbu  'l-istikmal  w a-l-manadhir  (perfection  and obseroatories).  H e  died the  same 
yettr  that  Toledo  was  laken  (A.  ff.  478,  A  D.  108f)j ,  and  was  sueeeeded  by  his  son  Almustain 
Ahmed,  who  lost  the  batlle  ofHuesca  in  480  (A.  D.  1096,).  "  Im  arabischen  Originale  des 
Makkari,  welches  kürzlich  im  Druck  vollendet  worden  (Bd.  I,  S.  277),  heisst  es  blos: 
„..  und  sein  Sohn  Jusuf  al-Mutaroin,  welcher  sich  der  mathematischen  Wissenschaf- 
ten befleissigte,  auch  darüber  Schriften  verfasste,  worunter  das  Buch  (Kitab)  el-  Istik- 
mal  we  'l-Manutzir.  Auf  ihn  folgte  sein  Sohn  el-Mustain  Ahmed  im  Jahre  der  Ein- 
nahme Toledo's ;  durch  denselben  geschah  der  Fall  von  Huesca  im  Krieg  des  Jahres 
89."  Hammer  (Literaturgesch.  VI,  7ö)  nennt  drei  Fürsten  des  Stammes  Hud:  1. 
Ahmed,  Sohn  des  Josef,  gestorben  474  (J0S1),  dann  2.  Ahmed,  gest.  475  (1085),  dann 
3.  dessen  Sohn  Abn  Aamir  Josef  el-Mutemin:  „ein  gelehrter  Fürst,  der  besonders 
dem  Studium  der  Mathematik  ergeben,  ein  mathematisches  Werk  unter  dem  Titel  hin- 
terliess:  Das  Buch  der  Vervollkommnung  und  der  Ansichten. "  Die  beiden  Ahmed 
sind  identisch,  der  Titel  des  Buches  ist  unriphtig  übersetzt,  jedoch  das  Wort  observa- 
tories  bei  Gayangos  wohl  nicht  in  der  speeifisch  astronomischen  Bedeutung  zu  fassen, 
sondern  etwa  im' Sinne  von  „Gesichtspunkte".  Nach  Ibn  el- Abbar  bei  Casiri  II,  56 
stirbt  Abu  Dschafar  Ahmed  (Moktadir)  1081  —  82,  Abu  Amir  Josef  1085  — 86  und 
dessen  Sohn  Abu  Dschafar  Ahmed  (Mostain)  fällt  bei  Tudela  1 1 09. 

30)  Dieses  arithmetische  Thema  hat  jedenfalls  seinen  Ursprung  in  einer  super- 
Zeitschrift  f.  Mathematik  u.  Physik.  X,  6.  31  '  ' 
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Euclid,  das  8  band  ige  Werk  des  IbnHeitham,  Almagest  des  PtolemÄus 
n.  8.  w.,  über  Mechanik  das  Werk  der  Berti  Schakir.  Wir  sehen  hier  gröss- 
tenteils die  sogenannten  „mittleren  Schriften41,  ohne  dass  der  technische 
Ausdruck  gebraucht  würde  —  wenigstens  habe  ich  denselben  nicht  notirt. 

Zu  Anfang  des  XII.  Jahrhunderts  bearbeitete  der  spanische  Jude 
Abraham  bar  Chijja  aus  arabischen  Quellen  eine  Art  Encyklopädie, 
als  deren  erster  Theil  kürzlich  eine  Abhandlung  in  3  Abschnitten  über 
Arithmetik,  Geometrie  und  Musik  erkannt  worden  ist.81)  Am  Schlüsse  des 
zweiten  Abschnittes  werden  folgende  Schriften  und  Autoren  in  2  Classen 
genannt: 

1.  Diejenigen,  welche  von  den  Linien  und  den  Ebenen  handeln,  wie 
die  Elemente  und  andere  Schriften  des  Euclid  und  seinesglei- 
chen ,  oder  von  den  Linien  und  Flüchen  der  Kugel ,  wie  die  Ab- 
handlungen (von  den  Kugelformen?)  des  Theodosius  und  Me- 
ne.laos  und  ihrer  Genossen,  oder  ihrer  Veränderungen  (durch 
Bewegung),  wie  das  Buch  der  Kugel  des  Autolycos  und  Andrer, 
oder  der  gekrümmten  und  ihrer  Eigenthümlichkeiten ,  wie  das 
Buch  der  Kegelschnitte  des  Apoll onius  und  das  Buch  über  Ku- 
gel und  Cylinder  (des  Archimedes). 

2.  Diejenigen,  welche  die  Körper  behandeln,  wie  das  Buch  der  Sei- 
ten (??)  des  W»pk  —  was  am  ehesten  auf  Entocius  führt,  aber 
sehr  fraglich  ist  —  und  seiner  Genossen,  oder  die  Bücher  vom 
Gewicht  und  der  Wissenschaft  der  Last  des  Her on  und  öcwi 
(Archimedes?  oder  Beni-Musa?)  und  ihrer  Genossen. 


stitiösen  Anwendung.  Der  als  Mathematiker  bekannte  Mas  lim  a  el-Medschriti 
(starb  1005  —  8)  —  identisch  mit  „  Mastern",  dem  arabischen  Bearbeiter  des  Plani- 
sphärium  von  Ptolemäus,  dessen  gedruckte  lateinische  Uehersetzung  wahrschein- 
lich von  Hermann  Dalmata  herrührt  (siehe  die  Nachweis,  in  der  D.  M.  Ztschr.  XVIII, 
168  —  9)  —  nennt  als  Erfinder  der  befreundeten  Zahlen  den  ,  in  arabischen  Quellen 
oft  genannten,  indischen  ,,  König"  und  Weisen  K a  n ak a  (gewöhnlich  Kanka  u.  s.  w.), 
der  freilich  in  indischen  Quellen  selbst  noch  nicht  wiedererkannt  ist  (siehe  vorläufig 
die  Nachweisungen :  Zur  pseud.  Lit.  S.  78,  91 ;  D.  M.  Ztschr.  XVIII,  120,  H6;  und  im 
2.  Brief  an  Boncompagni  [Rom  1863]  p.  16).  Herr  P.  de  Jon g  in  Leyden  theilte  mir 
im  Jahre  1862  auf  Verlangen  die  Originalstelle  des  Mcdschriti  aus  beiden  Leydener 
Handschriften  mit ,  und  ich  ersehe  daraus ,  dass  die  beiden  Stellen  (Zur  pseud.  Lit 
S.  37  u.  41)  zusammengehören,  und  in  der  That  die  beiden  sympathetischen  Zahlen 
mit  den  Ziffern  G ob ar  geschrieben  werden  sollen. — Die  Notiz  schien  mir  für  die 
neuesten  Untersuchungen  über  die  Ziffern  interessantgenug,  um  sie  durch  Mittheilung 
an  den  Fürsten  Boncompagni  zu  Wöpcke's  Kenntniss  gelangen  zu  lassen;  letzterer 
konnte  leider  nicht  mehr  davon  Gebrauch  machen! 

Sl)  Siehe  den  Artikel:  „Die  Encyklopädie  des  Abraham  bar  Chijja"  in  der 
Hebr.  Bibliographie  1864,  No.  40,  S.  84  ff.  Auf  die  dort  gegebenen  Nachwei- 
sungen verweise  ich  hier  an  mehreren  Stellen. 
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§.7. 
In  der  nachfolgenden  Tabelle  von  18  Schriften ,  deren  Ziffer  ich  der 
Bequemlichkeit  halber  vorgesetzt,  ist  die  erste  Columne  aus  Gartz,  mit 
WeglassuDg  der  unten  nachzuweisenden  irrthümlichen  Angaben.  Was  die 
Reihenfolge  betrifft,  so  habe  ich  nur  unter  15  Thabit  hinter  Menelaos  ge- 
stellt, damit  die  Reihe  der  griechischen  Autoren  ungetrennt  bleibe,  und  die 
letzten  3  nach  ihrem  Zusammenhang.  Das  Sternchen  bedeutet;  dass  die 
Schrift  bei  Fabricius  IV,  16  (und  wohl  daher  bei  Wenrich  p.  205)  zum  „  klei- 
nen Astronomen "  gerechnet  werde.  —  Die  II.  Columne  giebt  unter  a  die 
Stelle  oder  Ziffer  an,  unter  welcher  dasselbe  Buch  in  dem  Verzeichniss  der 
12  Schriften  der  bodleianischen  Handschrift  bei  Nie  oll  p.  2G0  vorkommt,  und 
unter  b  die  Anzahl  der  zu  dem  Buche  gehörigen  Figuren  nach  derselben 
Quelle,  nebst  den  abweichenden  Angaben  in  andern  Quellen.  —  Die  III.  Co- 
lumne bezeichnet  durch  eine  Ziffer  die  Stelle  >  welche  das  betreffende  Buch 
in  der  Aufzählung  bei  Hagi  Khalfa  II,  p.  213  einnimmt,  die  IV.  die  Stelle 
des  Buches  in  der  oben  nachträglich  eingeschalteten  Notiz  des  Honein, 


Gartz. 


4. 
5. 
6, 
7, 

*  8. 

*  9. 
*10. 
•iL 
*12. 

13. 

*14. 

15. 

16. 

17. 

18. 


Euclid,  Data 

„         Optica  (u.  Catoptrica)        .     .     . 

„         Phaenomena 

Theodosius,  Sphaerica 

Autolicus,  Sphera  mota  (mobilis)  .  . 
Archimedes,  de  Sphaera  et  cylindro  . 
„  Dimensio  circuli    .     .     . 

Theodosius,  De  habitationibus  .  .  . 
Autolycus,  de  ortu  et occasu  sider.  inerr. 
Theodosius,  de diebus  et noQlibus  .  . 
Aristarch,  de  solis  et  lunae  magtu  et  dist. 
H  y  p  s  i  c  1  e  s ,  Anaphor.  (de  ascensionibus) 
Archimedes,  Lemmata  (Assumta)     .     . 

Menelaus,  Sphaerica 

Thabit,  Data 

Muhammed  ben  Musa,  (de  mensura 

figurarum) 

Thabit,  de  figttra  sectore 

Nasir  ed-Din  Tusi,  de figurae secantis 

proprielatib.  et  demonstr 


95  Fig. 

1 

64 

'5 

22(23üri) 

6 

59  (auch  Uri  875) 

2 

12 

4 

14 

(3  bei  Uri) 

0 

12 

15 

37  (36?) 

8 

33  (36  Uri) 

7 

17(l6UriNo.875) 

10 

5 

9 

11 

91  (60+30  beiUri) 

(36  Uri) 

12 

18 

13 

12 

(5  Uri) 

31" 
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§.8. 

Es  mögen  nun  einige  Bemerkungen  zu  den  einzelnen  Schriften  folgen : 

ad  l)  auch  übersetzt  von  Gerard  von  Cremona  (Boncomp.  p.  5,  wo 
„  Ditorum  ") ;  vergl.  auch  unten  14. 

ad  2  u.  3)  Gartz  zählt  ein  Werk  von  Euclid:  de  Proportionibus  auf 
(arab.  Al-Monasebäl),  welches  nicht  existirt.  Schon  aus  der  Vergleichung 
mit  den  bodleianischen  Handschriften  conjicirte  Pusey,  dass  dieses  Werk 
bei  Assemani  (der  Quelle  Gartzens)  irrthümlich  anstatt  der  Optik  (al-Ma~ 
naizir)  genannt  sei.  Ich  füge  hinzu,  dass  ich,  noch  ehe  ich  auf  Pusey's  Be- 
richtigung gestossen ,  schon  aus  der  Zahl  64  der  Figuren  auf  dieselbe  Ver- 
muthung  gerieth.  Um  so  auffallender  ist  es ,  dass  Wenrich  (p.  185)  nicht 
nur  Assemani's  Angabe  ohne  Anstoss  wiederholt,  sondern  in  Bezug  auf 
Cod.  Leyden  1100  mit  64  Figuren  bemerkt,  er  werde  wohl  die  Optik  oder 
das  Werk  de  proportionibus  enthalten. — Das  angebliche  Buch  de  proportioni- 
bus des  Euclid  findet  sich,  wie  ich  nachträglich  bemerke,  auch  ganz  unabhän- 
gig von  Assemani ,  aber  durch  ein  nicht  geringereres  Missverständniss,  in 
sonst  guten  Quellen.  Von  el-Hasan  ben  Obeid-Allah  ben  Solei- 
manben W  ah  b  (oderWehb),  aus  einer  vornehmen  syrischen  Familie 
stammend,  handelt  el-Kifti  bei  Casiri  I,  413.  Der  arabische  Text  ist  nicht 
ganz  sicher,  vielleicht  auch  nicht  ganz  correct.  Ich  gebe  hier  die  Ueber- 
setzungen  von  Casiri,  Wenrich,  Flügel  und  Hammer. 

Casiri  übersetzt:  Commentarium  in  Euclidis  librum  de  Proportionibus 
evulgavit. 

Wenrich  (p.  189) :  De  proportionibus  librum  .  . .  commenlatus  est, 

Flügel  (Diss.  p.  36,  No.  85):  explicationem  unius  proportionis  in  Euclidis 
libro  de  proportionibus  vulgavit  —  mit  Beziehung  auf  Gartz  p.  24  (den  ich 
augenblicklich  nicht  zur  Hand  habe  und  der  wohl  nur  aus  Casiri  geschöpft 
hat). 

Hammer  (III,  308,  No,  4050):  „1.  Commentar  der  schwierigen  Stellen 
des  Euclid ;  2.  ein  Buch  des  Verhältnisses  in  einer  Rede  (d.  h.  L  Tractat)." 
Hammer  citirt  Casiri,  ohne  dessen  falsche  Uebersetzung,  wie  sonst  gewöhn- 
lich, zu  rügen,  und  hier  hätte  er  wohl  das  Recht  dazu  gehabt;  denn  Ham- 
mer's  Uebersetzung  empfiehlt  sich  dem  Sinne  nach  am  besten. 

Ein  Datum  für  den,  wie  es  scheint,  sonst  nirgend  unter  diesem  Namen 
vorkommenden  Autor  habe  ich  nicht  finden  können ;  aber  Hammer  führt 
ihn  unter  dem  Namen  Abu  Muhammed  el-Hasan  (b.  Obeid  Allah  etc.) 
schon  Bd.  III,  S.  265,  No.  1166  nach  Fihrist  an,  und  zwar  nur  mit  einem 
Werke:  „Buch  der  Lösung  der  Schwierigkeiten  des  Euclid".  — 

Dass  die  Optik  64  Figuren  in  der  Recension  des  Nasir  ed-Din  enthalte, 
sagt  auch  Hagi  Khalfa  V,  150,  No.  10532.  Diesen  Zeugnissen  von  2  Hand- 
schriften der  Optik  in  Oxford  und  Leyden  und  der  Angabe  in  der  Aufsah* 
lung  gegenüber  finden  wir  wieder  bei  Assemani  unter  der  Optik  in  beiden 
Handschriften  die  Angabe  von  23  Figuren  des  Uebersetzers  Honein ,  in 
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welchen  der  Emendator  Thabit  2  hinzu  gefügt  habe.  Wetirich  (p.  183)  wie- 
derholt auch  diese  Angabe,  jedoch  mit  der  Modification :  „  Notandum,  priorem 
Codicum  horum  etc. "  —  was  schon  darum  unmöglich,  weil  eine  Handschrift 
dieCopie  der  andern  ist!  —  und  mit  der  (stillschweigenden)  Substitution  des 
Isbak  für  Honein  —  worauf  ich  noch  zurückkomme.  Es  lag  aber  hier  nahe 
genug,  an  die  Phaenomena  zu  denken,  deren  Figurenzahl  23  bei  Wenrich  (p.  182, 
▼gl.  Garlz  p.  4)  wenigstens  in  der  arabischen  Ueberschrift  der  bodleianischen 
Handschrift  wiedergegeben  ist.  Auch  hier  hatPr/s^p.  541)  das  Richtige  con- 
jicirt,  ohne  die  Figurenzahl  zu  erwähnen;  jedoch  bemerkt  er  bald  darauf 
(zu  p.  260,  lin.  4),  dass  nach  Hagi  Khalfa  (nämlich  Handschrift)  die  Pkäno- 
mena  in  den  verschiedenen  Exemplaren  24  (sie)  oder  25  Figuren  haben. 
Der  Text  des  gedruckten  H.  Kh.  V,  113,  No.  10289  scheint  nicht  ganz  correct, 
ich  mochte  im  Texte  für  fi  lesen  rvafi,  und  übersetzen:  „über  ,\  quem  Nasir 
eddin  recognovil,  et  is  (conlinet)  23/iguras,  in  quibusdam  vero  exemplaribus  25." 
Die  Zahl  23  bezieht  sich  jedenfalls  auf  die  Recension  des  Nasir  ed-Din;  ob 
die  Zahl  25  sich  auf  Exemplare  derselben  Recension  beziehe,  lasse  ich  da- 
hingestellt. 

Als  Uebersetzer  ins  Arabische  wird  bei  Gartz  (p.  1)  Hon  ein  ge- 
nannt; Wenrich  (p.  181,  No.  86)  conjicirt  Isak  (Sohn  des  Honein),  und  sub- 
stituirt  diesen  Namen  p.  183  für  den  der  angeblichen  Optik,  woAssemani  Ho- 
nein hat.  Auch  Pusey  (p.  508)  vermuthet,  dass  die  mathematischen  Schrif- 
ten vom  Sohne  übersetzt  seien,  obwohl  jüngere  arabische  Bibliographen  den 
Vater  nennen.81)     Doch   muss  bemerkt  werden,   dass  im  gedruckten  Hagi 


32)  Diese  allgemeine  Argumentation  darf  jedoch,  bei  der  bekannten  Zweifelhaf- 
tigkeit  der  Autorschaft  von  Vater  und  Sohn  nur  mit  grosser  Vorsicht  angewendet  wer- 
den, wie  z.  B.  in  Bezug  auf  den  Almagest,  von  dessen  arabischen  Handschriften 
leider  nur  Eine  mit  dem  Namen  des  Uebersetzers  versehen  bekannt  geworden,  näm- 
lich Cod.  Par.  1 107,  und  sonderbarerweise  substituirtWenrich  (p.228)  hier  Ishak 
ben  Honein  f iir  H  o  n  e  i  n  hen  Ishak  (so  bei  Wüstenfeld  S.  29) ;  glücklicherweise  wird 
letzteres  gelegentlich  durch  Autopsie  W  ö  p  c  k  e » s  bestätigt  (Menü  sur  la  propag.  p.  1 36). 
Den  Honein  nennt  auch  Hagi  Khalfa  (V,  385,  No.  11413),  angeführt  bei  Pusey  selbst 
p.  536,  wo  p.  537  ein  Citat  aus  einem  arabischen  Autor,  wornach  Honein  bezweifelte, 
dass  der  Verfasser  des  Almagest  auch  der  des  Quadripartüian  sei  (letzteres  übersetzte 
Honein,  nach  der  medieeischen  Handschrift  314).  Auch  Ibn  Schihne  (bei  Pusev  p.599) 
nennt  Honein.  Der  Catalog  der  arabischen  Handschriften  des  British  Museum 
p.  186,  No.  389  setzt  Honein  und  Thabit  (vgl.  Chwolsohn  1.  c.  S.  558)  nur  als  Conjectur 
hin.  Wüstenfeld  (S.  30,  §.  71,  5)  lässt  es  dahingestellt,  ob  etwa  Vater  und  Sohu. 
zwei  selbstständige  Uebersetzungen  verfasst  —  was  doch  wohl  am  wenigsten  einleuch- 
tet,—  Flügel  (Diss.  de  arab.  scriptor.  graecor.  interpretibus ,  Meissen  1841,  p.  17) 
macht  den  Vater  zum  Uebersetzer,  den  8ohn  zum  Verbesserer  der  Uebersetzung,  ver- 
muthlich  nur  aus  einer  nahe  liegenden  Conjectur.  Delambre  (Hist.de  Vastr.  du 
mögen  age  p.  2  und  Berichtigung  p.  LXX)  und  Se  dillot  (Materiaux  etc.  1,  96)  nennen 
Isak  als  Uebersetzer  uud  Thabit  als  Verbessere^  ausserdem,  nach  einer  Notiz  in  einer 
Handschrift  beiPeiresc  u.  s.  w.  die  Namen:  Albas  er  (oder  Alhazer),  ßohn  Josefs, 
Sohu  desMaire  (!),  und  Sevius  (oder  Serius,  oder  Serigus),  Sohn  des  Elbe 
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Khalfa  (V,  140,  No.  10419)  richtig  Isak  vorkommt,  während  die  von  Pusey 
henutzte  (überhaupt  oft  fehlerhafte)  Handschrift  „Honein  b.  Abd- Allah"  (!) 
darbietet  —  vielleicht  eine  Corrnption  aus  Honein  el-Ibadi?  Ibn  Schihne 
legt  dem  Honein  auch  die  Uebersetzung  vnn  {->v.tJf  bei;  ist  das  eine 
Corruptel  von  Jb\j+1\  die  Optik? 

Die  Katoptrik  des  Euclid  erscheint  bei  Wenrich  nur  gelegentlich  (p.  206) 
als  Theil  des  griechischen  „kleinen  Astronomen ";  eine  arabische  Bear- 
beitung weist  er  nicht  nach,  und  ich  habe  auch  sonst  noch  keine  directe 
Notiz  darüber  gefunden.  In  diesem  Falle  —  wie  auch  sonst  nicht  selten 
—  bietet  die  neuhebräische  Uebersetznngsliteratur  einigen  Er- 
satz. Gartz  (p.  4)  giebt  einen  zweiten  Titel  für  die  Optik  JpLuJJ  vJIJw&J 
(Ikhlilaf  al-Manatzir)y  und  ihm  folgt  Nicoll  (bei  Pusey  p.  541),  während  Wen- 
rich dasselbe  wiederholt,  aber  ebenso  wenig  eine  Quelle  angiebt  als  Gartz 
selbst.  In  H.  Khalfa  sucht  man  einen  solchen  Titel  vergebens. M)  Die 
Quelle  ist  offenbar  Kifti  bei  Casiri  I,  342,  wo  dieser  Titel,  anstatt  des  ge- 
wöhnlichen (Ifetab,  Buch)  äl-Manatzir,  von  Casiri  inhaltlich  richtig  Optica 
Übersetzt  wird ;  die  wörtliche  Uebersetzung  wäre :  Variatio  (oder  Di/ferentid) 
aspectuum.  Diesen  Titel  hat  die  Optik  schon  im  Verzeichniss  bei  Nicoll  p. 
260  und  ebenso  wörtlich  hebräisch  übersetzt  (D^Msn  Cj'ftn,  Chilluf  ha-Ma- 
batim)  in  der  Ueberschrift  von  wenigstens  3  oder  4  mir  bekannten  Hand- 
schriften, nämlich  München  36,  Valican  400  und  Oratoire  182  (und  183?).  Der 
Münchener  Codex,  eine  höchst  interessante  Sammlung  mathematischer 
Schriften  enthaltend ,  von  welchen  ich  in  der  üebr.  Bibliographie  1862,  S. 
107' — 10  eine  oberflächliche  Noti»  gegeben,  wird  in  dem  von  mir  vorberei- 
teten Catalog  der  hebräischen  Handschriften  der  Münchener  königl.  Biblio- 
thek ausführlicher  beschrieben  werden;  aus  der  Vntican'schen  Handschrift 
erhielt  ich  eine  Durchzeichnung  einiger  Stellen  durch  die  unerschöpfliche 
Grossmuth  des  Fürsten  Boncompagni.  Die  nachfolgenden  Bemerkungen 
sind  mit  Rücksicht  auf  den  nächsten  Zweck  beschränkt  worden. 

Assemani  behauptet  im  Catalog  der  hebräischen  Handschriften  des 
Yatican,  dass  die  Schrift  unecht  sei,  weil  „zu  Ende "  derselben  des  Alma« 
gest  erwähnt  werde.     Das  ist  eine  der  vielen  Ungenauigkeiten,  denen  man 


(Christ).  Es  ist  nicht  schwer,  in  ersterem  den  Heddschadsch  benJusuf  ben 
Matar  zu  erkennen,  der  in  arabischen  Quellen  beim  Almagest  genannt  wird,  und  über 
welchen  ich  anderswo  Näheres  angeben  werde.  Sergius  ist  offenbar  der  Syrer  8 er* 
.gius  ben  Elia,  über  welchen  zuletzt  Meyer  (Geschichte  der  Botanik  III,  3%  155) 
gehandelt  hat;  vgl.  Colebrooke,  Essays  II,  345.  —  Zu  untersuchen  wäre  noch  ein  Frag- 
ment überCometen, in  einer bodl.Handschr. (Nicoll p. 283) demHonein  beigelegt.  Wen- 
rich nennt  Honein  als  Uebersetzer  der  sphärischen  Schriften  von  Archimedes,  Mene- 
laos  und  Autolycos.  Zu  beachten  ist  auch  hier  die  oben  mitgetheilte  Notiz  über  die 
auf  Euclid  folgenden  Bücher,  welche  dem  Honein  beigelegt  ist. 

33)  Zehn  Figuren  ,tde  differentia  aspeetüs"  (oder  aspectuum?)  soll  Avicenna  zum 
Almagest  hinzugefügt  haben,  nach  Kifti  bei  Casiri  I,  271;  Wenrich  p.  285.  Flügel 
(al-Kindi  S.  25  u.  26,  No.  88,  102)  übarsetzt  den  arab.  Ausdruck  mit  „Parallaxe". 
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in  Assemani's  Catalog  begegnet.  Des  Alinagest  geschieht  nnr  in  den  ein- 
leitenden Worten  Erwähnung,  welche  offenbar  von  einem  Uebersetzer  oder 
Abschreiber  hinzugefügt  worden ,  und  deren  Wortlaut  ich  hier  ganz  treu 
wiedergebe;  und  zwar  nach  dem  im  Allgemeinen  bessern  Texte  der  Vati- 
can'schen  Handschrift: 

„Es  spricht  der  Uebersetzer  dieses  Buches  (in  M.  Mos:  der 
Verfasser):  Nachdem  ich  das  Buch  vollendet,  welches  nach  meinem 
Namen  betitelt  ist ,  und  zwar  in  XIII  Tractaten,  als  Einleitung  zu  dem, 
was  nöthig  ist  von  (zu?)  dem  Buch  Megiste,  beschloss  ich,  dieses  Buch  zu 
verfassen,  worin  ich  die  Abwechselung  (oder  Verschiedenheit:  Chilluf) 
dessen  erläutere,  was  entsteht  in  Bezug  auf  das  Gefühl  bei  dem  Sehen 
eines  sichtbaren  Dinges;  denn  ich  bemerkte,  dass  das  Meiste,  was  dem 
Menschen  kund  werde,  durch  das  Gesicht  (es  thue).  Ich  sah  auch,  dass 
diejenigen,  die  vor  uns  waren,  uns  Nichts  darüber  mitgetheilt.  Ich  er- 
achtete daher  (für  angemessen),  dieses  Buch  zu  verfassen,  damit  die  Män- 
ner meiner  Zeit  es  lesen,  und  es  zum  Erbe  bleibe  demjenigen ,  der  nach 
mir  sein  wird. "    * 

Charakteristisch  für  jene  Zeit  ist  es  wohl,  dass  hier  Euclid  —  denn  ihm 
sind  jedenfalls  diese  Worte  in  den  Mund  gelegt,  —  seine  Elemente  als  Ein- 
leitung oder  Vorstufe  zum  Almagest  verfasst  haben  will,  und  mag  ich  hier 
nicht  auf  die  Berichte  eingehen,  welche  von  dem  Zeitalter  des  Euclid  und 
anderer  griechischer  Mathematiker  sich  erhalten  haben.  Wenn  aber  Asse- 
ln an  i  auf  diese  Erwähnung  des  Almagest  hin ,  das  hebräische  Schriftchen 
ohne  Weiteres  für  unächt,  vielleicht  aus  dem  nachfolgenden  excerpirt  (!) 
erklärt;  so  ist  das  nur  ein  Beispiel  von  der  herrschenden  Nachlässigkeit  der 
Catalogisten ,  die  äusserst  selten  die  Originale  hebräischer  Bearbeitungen 
zur  hand  nahmen;  weshalb  auch  viele  Verwirrung  angerichtet  worden  und 
manche  willkommene  Nachricht  unbekannt  geblieben. 

Ich  habe  die  Münchener  Handschrift  und  die  Durchzeichnungen  aus 
der  Vaticanischen  mit  der  Ausgabe  Paris  1557  der  Optik  verglichen,  und 
theile  hier  das  Resultat  in  aller  Kürze  mit.  Die  hebräische  Bearbeitung 
beginnt  unmittelbar  nach  der  eben  mitgeth eilten  Vorbemerkung  mit  den  un- 
vollständigen und  etwas  umgestellten,  auch  nicht  gezählten  Thesen,  näm- 
lich 1  —  6,  12,  7.  Die  Münchener  Handschrift  geht  dann  nur  bis  zu  Lehrsatz 
32,  welcher  dem  31.  jener  Ausgabe  entspricht,  weil  die  beiden  Absätze  im 
6.  des  Original  in  zwei  (6,  7)  getrennt  sind.  Die  Vaticanische  Handschrift 
scheint  die  Lehrsätze  auch  am  Rande  nicht  zu  zählen;  die  letzten  9  Zeilen 
(Bl.  12)  entsprechen  Lehrsätzen  60  ff.  des  Originals.  Ich  setze  einige  Lesar- 
ten zur  Probe  als  Varianten  zu  dem  nachfolgenden  Anfang  aus  dem  Über  de 
aspeclibus  Euclidis,  welches  im  erwähnten  Pariser  Cod.  Bl.  88  beginnt  (Bl. 
86,  Col.  2,  Z.  25  beginnen  Radices  super  quas  est  convenientia.  Radius  solaris 
egreditur  ex  corpore  solis  ad  super  freiem  omnium  speciorum  speculorum.  Dieses 
Stück  übergeht  Libri  I,  298).     Die  Ziffer  der  Thesen  schalte  ich  ein : 
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Radius  egreditur  ab  qcuIo  super  Imeas  equales  (fehlt  im  Hebräischen) 
reclas,  et  accidit  posi  ipsum  rectitudo  recta  (heisst:  es  entstehen  durch 
ihre  Zahl  gerade  Wege)  cuius  muliidini  non  est  finis.  (2)  Et  figura  quam 
continet  (h. :  umgiebt)  radius  estpiramis,  cuius  caput  sequilur  (h. :  ist  nahe) 
oculum  et  basis  eitts  sequitur  finem  visi  (b.:  ist  nahe  dem  Gesehenen). 
(3)  Et  res  super  quas  cadit  radius  videntur  (h. :  sind  sichtbar).  (4)  Et  ille 
(=  illae)  super  quas  non  cadit  (h. :  der  Strahl)  non  videntur,  (B)  Et  quod  vi- 
detur  ex  angulo  parvo  apparet  parvum.  (5)  Et  quod  videtur  ex  angulo  magno 
apparet  magnum.  (7)  Et  res  quae  videntur  ex  angulis  equalibus  appareni 
equalia. u) 

Also  auch  hier  nur  7  Thesen,  und  zwar  ohne  die  12,  welche  der  Hebräer 
zwischen  6,  7  einschaltet.  Dann  folgt  auch  hier  der  erste  Lehrsatz:  Nullum 
visibilium  totum  videtur  simul.  Die  Handschrift  reicht  aber  nur  (Bl.  92)  bis 
propositum  XXXVII:  Et  si  non  fuerit  linea  que  egreditur  ex  loco  visus  ad  centrum 
ctreuli.  ...  El  illud  est  quod  voluimus  declarare.  Am  Rande  steht  noch 
XXXVIII,  aber  der  Rest  des  Blattes  ist  weiss. 

Wer  ist  der  Uebersetzer  der  lateinischen  Handschrift,  und  aus  wel- 
cher Sprache  hat  er  übersetzt?     Ich  vermuthe,  aus  dem  Arabischen.  — 

In  allen  erwähnten  hebräischen  Handschriften  folgt  auf  die  Optik  noch 
ein  trjrran  **ö  (Sefer  ha  Mar' im,  Buch  der  Spiegel  oder  Aspecte)  des  Euclid 
—  und  zwar  lautet  die  vollständigere  zweideutige  Ueberschrift  im  Cod. 
München  (Bl.  261):  „von  Euclid  dem  Weisen  (Gelehrten)  in  den  Elemen- 
ten ".  Anfang  und  Ende  stimmt  mit  denen  der  Vaticanischen  Handschrift 
Es  finden  sich  hier  5  gezählte  Lehrsätze,  deren  erster,  wie  man  in  einem 
Spiegel  einen  Andern  und  nicht  sich  selbst  sehen  könne.  Dann  folgt  ein 
ungezählter  (Bl.  262)  über  einen  nach  vorne  und  hinten  wirkenden  Brenn- 
spiegel. Nur  dieser  hat  Aehnlicbkeit  mit  dem  31.  (letzten)  Lehrsatz*  der 
griechischen  Katoptrik :  A  coneavis  speculis  Soli  oppositis,  ignis  accendilur.  — 
Weder  der  arabische  noch  der  hebräische  Uebersetzer  beider  Tractate  ist 
in  den  beiden  Handschriften  genannt. 

Der  oben  erwähnte  lat.  Codex  Par.  9335  enthält  auf  Blatt 82, 83  Euclid's 
(Libri  setzt  hinzu  imo  Ptolemaei)  de  speculis,  ich  kann  jedoch  über  das  Ver- 
hältniss  zur  Katoptrik  noch  nichts  Näheres  angeben,  bemerke  jedoch,  dass 
der  bei  Libri  (No.  15)  verzeichnete  Titel:  De  exilu  radiorum  et  conversione 
eorum  von  Herrn  Janin  übergangen,  also  wohl  nur  Ueberschrift  eines  Para- 
graphen ist. 

ad  4)  Theodosius  Sphaerica.  Nach  den  arabischen  Handschriften  (auch 
bei  Uri  und  Nicoll  p.  205)  übersetzte  Costa  ben  Luca  bis  zur  5.  Figur  des 
dritten  Buches,  wofür  Chwolsohn  (die  Ssabier  I,  557)  das  zweite  Buch  setzt, 
weil  Hagi  Khalfa  I,  389,  No.  1099  dies  „ausdrücklich  angebe !"     Die  Worte 


34)  Man  vergleiche  hiermit  die  Paraphrase  der  12  Thesen  bei  Abraham  bar 
Chijja  (Hebr.  Bibliogr.  18Ö4,  S.  93). 
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in  laiinum  in  Flügers  Uebersetzung  von  H.  Kh.  V,  48,  No.  9883  sind  natür- 
lich ein  lapsus  calami  für  in  arabicum.  An  beiden  Stellen  sagt  H.  Kh.,  das 8 
das  Werk  „59  Figuren  enthalte,  in  einigen  Exemplaren  eine  fehle44.  Das- 
selbe liest  man  auch  in  der  Handschrift  bei  Nicoll  p.  259,  und  ist  hiernach 
bei  Pusey  p.  599  zu  I,  194  für  sabya  (7)  zu  lesen  tas'a  (diese  arabischen  Worte 
unterscheiden  sich  nur  durch  die  Punkte  der  ersten  2  Buchstaben);  so  dass 
es  heisst:  „59,  in  einigen  Exemplaren  58".  Die  Summe  59  geben  auch  3 
Handschriften  bei  Uri. 

Von  der  hebräischen  Uebersetzung,  aufweiche  schon  Earless  IV,  22 
(vergl.  unten  zu  14)  hinweist,  ohne  dass  Wenrich  darauf  Rücksicht  nähme, 
sind  mir  nur  die  beiden  Codd.  bei  Uri  431  und  433  bekannt.  Die  Hand- 
schrift München  31  enthält  auf  Bl.  319  nichts  als  eine  allgemeine  Ueber- 
schrift:  „Buch  des  Theodosius  über  Geometrie44;  das  darauf  folgende  Bl. 
320  enthält  schon  die  Canones  vom  Jahre  J4Ö5  (worüber  siehe  Hehr,  Bibliogr. 
1804,  S.  18,  Anm.  4).  Welche  Bewandtniss  es  mit  dem  Commentare  des 
Jeremia  Koken  in  Cod.  Vatic.  379,"  habe  (vgl.  Zeitschr.  f.  d.  relig.  Interessen 
d.  Judenth.,  herausg.  v.  Frankel  1846,  S.  275  u.  400),  wäre  noch  zu  unter- 
suchen. Der  hebräische  Uebersetzer  ist  unbekannt  und  diese  Uebersetzung 
nicht  zu  verwechseln  mit  dem  selbststäudigen  Werke  des  Costa  über  die 
Sphäre  in  65  —  66  Paragraphen,  welches  Jakob  ben  Machir  (der  bekannte 
Astronom  Prophalius)  tibersetzte  (vgl.  vorläufig  Hehr.  Bibliogr.  1862,  S.  130). 
—  Uri  433  giebt  die  Figurenzahl  24  +33+22,  also  im  Ganzen  79  an. 

Auch  Gerard  von  Cremona  soll  die  Sphaerica  aus  dem  Arabischen 
übersetzt  haben  (Boncompagni,  della  vita  etc.  di  Gherardo  p.  63).  Ob  ihm 
die  in  der  oft  erwähnten  Pariser  Handschrift  9335  auf  Bl.  1  —  19  enthaltene 
lateinische  Uebersetzung  angehöre  (deren  erstes  Buch  22  Figuren  zählt), 
muss  noch  untersucht  werden.  In  Bezug  auf  die,  ebenfalls  aus  dem  Ara- 
bischen geflossene,  in  Venedig  1518  zweimal  gedruckte  Uebersetzung  des 
Plato  aus  Tivoli  (welche  Fabricius  IV,  21  u.  22,  aber  nicht  Wenrich  p.  207 
erwähnt),  heisst  es  in  der  Vorrede  des  Jo.  Pena  zu  seiner  Uebersetzung  aus 
dem  Griechischen  (1558,  bei  Boncompagni,  Delle  versioni  .  .  di  Plalone  Tibur- 
tino  p.  8) :  „  Theodosius  muÜUudinem  iheoramalum  consulto  vitavü,  et  totum  Sphae 
ricum  negotium  sexaginta  propositionibus  ab  so  Iv  iL  AI  Arabes  hunc 
numerum  Iriente  auxerunt,  el pro  sexagenis  oclogenas  (!)  cumularunt. "  Der 
Schreibfehler  liegt  hier  wohl  in  „triente" ;  denn  nach  Boncompagni's  genauer 
Beschreibung  der  beiden  seltenen  Ausgaben  (p.  11,  12,  13)  hat  das  I.  Buch 
33,  das  II.  33,  das  III.  14  (ungezählte)  Propositionen.  —  Vergl.  auch  noch 
einige  andere  Nach  Weisungen  in  der  Hebräischen  Bibliographie  1864,  S.  91, 
Anm.  16. 

ad  5)  Autolyoui  de  sphaera.  Für  die  Reihenfolge  wichtig  ist  die 
Bemerkung  Nicolfs  (p.  260  n.  c),  dass  in  der  arabischen  Handschrift  Uri 
908  dieses  Buch  ausdrücklich  als  das  fünfte  der  „mittleren  Schriften44  be- 
zeichnet werde.  — 
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12  Figuren  geben  Handschriften  bei  Uri  und  auch  E.  Khalfa  V,  140, 
No.  10418  ausdrücklich  an.  Im  Index  VII,  1045,  No.  1735  fehlt  die  nach- 
trägliche Stelle  VII,  847  zu  V,  48,  die  freilich  schon  durch  I,  389,  No.  1098 
(vergl.  VII,  612)  erledigt  scheint.  —  Die  lateinische  Uebersetzung  des 
Qerard  von  Cremona  (bei  Boncompagni  1.  c.  p.  5)  befindet  sich  wahr« 
scheinlich  in  Cod.  184  der  St.  Marco-Bibliothek  und  in  dem  oft  genannten 
Pariser  9335,  Fol.  19,  indem  ich  bereits  anderswo  auf  das  Verhältnis«  letzte- 
rer Handschrift  zum  Verzeichnisse  von  Gerard's  Uebersetzungen  hingewie- 
sen (D.  M.  Zeitsch.  XVIII,  167)  und  vergl.  noch  weiter  unten.  —  Wer  die 
hebräische  Uebersetzung  (siehe  die  Angabe  der  Handschriften  in  der  Hebr. 
Bibliogr.  1864,  S.  91,  Anm.  15)  verfasst  habe,  ist  unbekannt. 

Es  sei  hier  gelegentlich  noch  bemerkt,  dass  bei  Uri  p.  197,  Cod.  908,  3 
ein  Werk  von  Autolycus  de  seclionibus  conicis  angegeben  ist  (und  so  auch  in 
seinem  Index,  sowie  im  Index  zu  Nicoll  und  Pusey).  Wenrich  p.  209  hat 
das  übersehen.  Mir  ist  es  unzweifelhaft,  dass  der,  schon  in  seiner  Ortho- 
graphie ('^w^^jJjJLfj  auffallende  Name  aus  Apollonius  verstümmelt, 
also  bei  Wenrich  p.  200  hinzuzufügen  sei. 

ad  6)  Archimedes  über  Sphäre  und  Cylinder.  Abweichende  Angaben 
über  die  Zahl  der  Figuren  in  der  Uebersetzung  des  Honeiu  (?),  welche  Tha- 
bit  vermehrte,  finden  sich  bei  Wenrich  p.  190,  der  auch  hier  die  arabische 
Uebersetzung  des  Costa  übergeht,  deren  hebräische  Uebersetzung  des  Ka- 
lonymos  in  zweiter  Bearbeitung  sich  in  der  einzigen  mir  bekannten  Bod- 
leianischen  Handschrift  erhalten  hat  (vgl.  CataL  Codd.  hebr.  Lugd.  p.  319, 
No.  2).  Eine  pariser  Handschrift  (bei  Woepcke  zu  Omar  Alkhayanii  p.  103) 
enthält  eine  Ausgabe  des  Buches,  welche  der  anonyme  Verfasser  bearbeitet 
hat  nach  der  gewöhnlichen,  von  Thabit  verbesserten  Ausgabe  des  Textes 
und  nach  einer  Uebersetzung  des  Comraentars  des  Eutocius,  welcher 
die  Textstellen  des  Archimedes  enthielt.  Sowohl  dieser  Commentar ,  als 
auch  noch  ein  besonderer  Text  des  I.  Buches  bis  zur  14.  Proposition  wird 
dem  Uebersetzer  Ishak  ben  Honein  zugeschrieben.88)  Vgl.  auch  Chwol- 
sohn,  Ssabier  I,  556  und  zur  folgenden  Nummer. 

ad  7)  Archimedes  de  dimensione  circuli.     In   der  Hebr.  Bibliogr.  1864, 
S.  92,  Anm.  20  habe  ich,   ausser   einigen  Berichtigungen  bei  Wenrich  und* 
Chrvolsohn,  auch  nachgewiesen,  dass  die  lateinische  Uebersetzung  des  Ge- 
rard von  Cremona,  kenntlich  durch  die   aus  arabischer  Entstellung  stam- 


35)  Ueber  den  Comm.  des  Eutocius*  s.  ausführlicher  unten  Anm.  64. — Ergänzende 
Abhndl.  von  Heitham,  Abu  Sahl  el-Kuhi  und  M  ah  ani  siehe  bei  Wöpcke  zu  Omar 
S.  91  u.  s.  w.  —  Mahani  blühte  um  854  —  66  (Ibn  Junis  bei  Caussin  und  Delambre 
p.79ff.).  Zu  Wopcke's  Anführungen  über  diesen  Autor  (Omar p. 2)  ist  nachzutragen: 
Gartz  p.  29,  §.  27,  wo  das  Richtige,  während  die  irrthümlichen  Angaben  p.  10  u.  30 
allein  bei  Flügel,  Dissert.  p.  28  u.  59  angeführt  sind;  Wenrich  p.  XXXIV;  Ham- 
mer III,  261,  No.  1155=V,  308,  No.  4055! 
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mende  Naraensform:  Archimenides ,  Ersemides  u.  dergl.,'6)  wahrscheinlich 
noch  in  Handschriften  erhalten  sei.  Dahin  gehört  wohl  anch  die  Turiner 
Handschrift  1306  bei  Fabricius  IV,  188.  —  Ferner  bin  ich  durch  die  Libera- 
lität des  Fürsten  Boncompagni  und  die  Freundlichkeit  des  Herrn  Narducci 
in  den  Stand  gesetzt,  eine,  bisher  ganz  unbekannte  hebräische  Ueber- 
setzung  dieses  Schriftchens  (aus  dem  Arabischen)  nachzuweisen  und  zugleich 
ein  mehrfaches  Missverständniss  aufzuklären.  Seit  Bartollocci  nämlich 
wurde  mehrfach  auf  eine  angeblich  unbekannte  Schrift  „die  Elemente"  des 
Archimedes  hingewiesen,  welche  sich  in  einer  hebräischen  Handschrift  des 
Vatican  erhalten  habe.  Zuletzt  hat  Libri  (Bist.  I,  40)  hervorgehoben,  dass 
diese  Piece  nach  der  Beschreibung  Assemani's  nur  Bl.  422  des  Cod.  384  ein« 
nehme.  Meiner  Bitte  um  Abschrift  dieses  Blattes  zu  genügen,  war  nicht 
leicht,  da  ein  solches  Blatt  in  diesem  Codex  —  gar  nicht  existirt!  Ich  er- 
hielt daher  Durchzeichnungen  von  verschiedenen  Stellen  des  Codex ,  aus 
welchen  sich  Folgendes  ergab.  Bl.  385  beginnen  Bemerkungen  (oder  fort* 
laufender  Commentar?)  eines  Anonymus  zum  XIII.  Tractat  des  Alm a- 
gest,  von  Anfang  dieses  Tractates  angefangen.  Bl.  410  bis  411  verso  ent- 
hält eine  kleine  Abhandlung,  betitelt  Ikkar  ha-Ikkarim,  d.  h.  „Wurzel  der 
Wurzeln"  oder  „Grund  der  Grundregeln".  Es  hat  nämlich  Isak  Israeli  in 
seinem  (im  Jahre  1310  zu  Toledo  verfassten)  astronomischen  Werke:  „Fun- 
dament der  Welt",  im  I.  Tractat  (Kap.  2,  B1.13  der  Berliner  Ausgabe  1848) 
als  Grundlage  für  seine  wichtigsten  Lehrsätze  3  Grundregeln  über  die  Drei- 
ecke ,  welche  aus  dem  grossen  Bogen  einer  Kugel  gebildet  werden ,  aufge- 
stellt, ohne  die  Begründung  zu  geben.  Der  anonyme  Verfasser  lejtet  die* 
selben  aus  der  2.  Figur  des  III.  Buches  des  Menelaus  ab,  von  welcher 
weiter  unten  zu  No.  10  die  Rede  sein  wird.  Den  Titel  dieses  Schriftchens 
hat  Bartolocci  offenbar  im  Auge  gehabt,  als  er  eine  Schrift  Jkkarim  (Grund- 
regeln) des  Archimedes  fingirte,  und  in  den  Index  des  Codex  selbst  die 
hebräische  Ueberschrift  setzte,  welche  Assemani  von  dort  wiederholt!  Das 
Schriftchen  des  Archimedes  anf  Bl.  411  hat  die  deutliche  Ueberschrift  Sefer 
Archimedes  bi-Meschihai  ha-Agula,  wörtlich  dem  arabischen  Titel  entsprechend : 
de  tnensura  circtdi. 

Neben  diesem  Titel  nennt  el-Kifti  (bei  Casiri  I,  383)  noch:  de  quadra- 
tura  circuli,  wie  auch  Bradwardin.  Wenn  Casiri  zum  Titel  unsrer  Schrift  in 
Parenthese  setzt:  a  Petro  della  Valle  laline  redditus,  so  ist  das  wohl  eine  Con- 
fusion  mit  dem  von  della  Valle  edirten  Werke  des  Ibn  Heitham  —  „Ithem" 
bei  Fabricius  IV,  174  —  ö. 

ad  8)  Theodosius  De  habiiaiionibus ,  12  Figuren  auch  bei  Hagi  Khalfa  V, 
150,  No.  10485  und  in  der  Leydener  Handschrift  bei  Wenrich  p.  207;  Hartes* 
zu  Fabr.  IV,  22  notirt  diese  Handschrift  (513,  2,  nicht  3,  wie  bei  Wenrich) 
irrthümlich  als  eine  hebräische  Uebersetzung  des  Costa  vom  Buche  über 

30)  Z.  B.  Archimenide  phüosopho  bei  Fibonacci,  Geometrie  p.  88.     Vergl.  zur 
pscudopigr.  Lit.  S.  32. 
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die  Sphäre I  Die  lateinische  Uebersetznng  des  Gerard  (Boncompagni  p.  5 
de  locis  habitabilibus)  enthält  wahrscheinlich  der  oft  erwähnte  lateinische  Pa- 
riser Codex  Ö335  (No.  5)  Fol.  25. 

ad  9)  Autolycos  de  ascensionibus.  Dass  Kifti  bei  Casiri  p.  145  und  (wohl 
nach  ihm)  Abul  Faradsch  III  Bücher  angeben,  bemerkt  Harless  IV,  18y  aber 
nicht  Wenrich  p.  208.  Vielleicht  war  ursprünglich  das  Buch  der  Sphäre 
mitverstanden?  —  36  Figuren  haben  Hagi Kkalfa  V,  112,  No.  10279  und  üriT 
nämlich  15  +  21,  also  ist  wohl  37  im  Verzeichniss  bei  Nicoll  Irrthum.  —  Dass 
der  Leydener  Catalog  als  Uebersetzer  Costa  nenne,  hat  wohl  Harless  IV,  18, 
aber  nicht  Wenrich  und  selbst  Chwolsohn  1.  c.  I,  558,  No.  3  berücksichtigt, 
obwohl  letzterer  jenen  Catalog  citirt. 

ad  10)  Theodosius  de  diebus  etc.  Bogt  Khalfa  V,  56,  No.  9925  =  p.  143, 
No.  10444  hat  an  beiden  Stellen  33  Figuren. 

ad  11)  Aristarch.  16  Figuren  bei  Uri  Cod.  895  wohl  Irrthum,  siehe 
Cod.  875.  —  Es  sei  mir  hier  gestattet,  über  die  engsten  Grenzen  dieses  Ar* 
tikeh  hinauszu^troifen,  um  auf  eine  Confusion  hinzuweisen,  welche  sich 
durch  alle  Bibliographen  hinzieht,  und  vielleicht  nur  durch  Benutzung  einer 
Handschrift  des  Kifti  vollständig  zu  beseitigen  ist.  Es  wird  hierbei  eine 
genauere  Mittheilung  der  Quellen  nöthig  sein.        * 

In  den  Auszügen  bei  Casiri  I,  346  wird  der  Name  ^yJuhmS  geschrie- 
ben, das  ist  wörtlich  Arislikos:  aber  Casiri  substituirt  mit  liecht  Aristarch, 
denn  die  Beinamen  Schami  (lies  Samt)  und  Zafani  (lies  Zenoni)  lassen  keinen 
Zweifel  übrig,  dass  von  dem  Samier,  dem  Schüler  Zeno's,  die  Rede  sei. 
Seine  Sphriften  sind: 

d)  das  Buch  jxäII  (el-Dschebr),  was  Casiri  falsch:  Arilhmetica  über- 
setzt (und  so  aufgenommen  bei  Harless  zu  Fabricius  IV,  19). 

b)  OjvXäIL  jvXftli  (el-Kadr  w'el-Hodud),  was  Casiri  übersetzt:  De 
magnitudinibus  et  distantiis  Solis  et  Lunae.  Wörtlich  heisst  es  blogi 
„Buch  des  Maasses  und  der  Grenzen u.  Dieses  Buch  übersetzte 
und  commentirte  mit  mathematischen  Beweisen  ^6w  7  Wefä  Muham- 
tned  etc.  Buzdschani,  der  durch  Sedillot's  vielbesprochene  For- 
schungen bekannte  Astronom,  der  hier  als  *hasib  (calculator)  be- 
zeichnet wird. 

c)  Ueber  die  Eintheilung  der  Zahlen. 

Wenrich  p.  209,  No.  85,  citirt  neben  der  Wiener  Handschrift  des  Kifti 
auch  Casiri,  ohne  auf  den  Namen  des  Autors  und  die  Verschiedenheit  des 
Titels *sw&  b)  zu  achten;  ob  der  von  ihm  allein  mitgetheilte  arabische  Titel 
(Ketab  Dscheremi  etc.)  im  Text  des  Kifti  stehe,  weiss  man  nicht;  er  ist  viel- 
leicht nur  aus  der  Uebersetzung  des  Costa  genommen.  Dieser  und  ein-  Ahn- 
licher Titel  erscheint  bei  Hagi  Khalfa  nicht  blos  für  ein  Werk  des  Aristarch 
(der  Name  wird  richtig  als  Composition  von  Aristo  -  archos  erklärt,  während 
Herbelot  daraus  Aristoxenos  macht),  wie  ich  schon  in  meiner  Ab- 
handlung:    „Zur  pseudopigraphischen  Literatur u   (Berlin  1862, 'S.  86)  be- 
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merkt.87)  Den  Titel  von  a)  übersetzt  Wenricli  (p.210)  de  fractionum  ad  iniegri- 
talcm  reduclione. 

Unter  dem  Namen  Aristippus  Cyrenaeus  führt  Wenrich  (p.  291) 
dieselben  2  Schriften  a)  und  c)  auf,  und  zwar  a)  übersetzt  and  commentirt 
von  Abu'l  Wefa  etc.,  mit  einziger  Berufung  auf  dieselbe  Seite  der  Wiener 
Handschrift  des  Kifti !  Auf  Hagi  Khalfa  hat  er  an  beiden  Stellen  (wie  über- 
haupt nicht  selten)  keine  Rücksicht  genommen,  durch  welchen  er  jedenfalls 
auf  die  Identität  von  c)  gerathen  wäre. 

H.  Rh.  V,  136,  No.  10391  nennt  den  Verfasser  des  Buches  über  die  Ein- 
theilung  der  Zahlen  im  Texte  Flügel^  ^rj6: ,hv J  („Aristifus"),  aber  Flu- 
gel,  der  Aristippus  übersetzt,  bemerkt  im  Commentar  (VII,  856),  dass  die  Co- 
dices ^yuKw  J  haben  und  beruft  sich  für  seine  Emendation  auf  Schmöl- 
derSj  Jjocum.  phil.  p.  4,  wo  freilich  der  Philosoph  Aristipp  ebenfalls  irrthüm- 
lich  mit  fi  geschrieben  ist  —  das  Zusammenfliessen  der  Punkte  in  den  ara- 
bischen Handschriften  hat  bekanntlich  eine  Eeihe  von  Varianten  von  f,  h 
und  k  u.  A.  auch  in  griechischen  Namen  veranlasst,  welche  den  Bibliogra- 
phen genug  zu  schaffen  gemacht.  Herbeloi  (Ketab  Kesmet,  III,  69  der 
deutschen  Uebersetzung)  hat  sogar  hier  Arisficus  (!)  herausgebracht. 
Vielleicht  ist  auch  das  Buch  des  Aristoteles  de  numeris  (H.  Kh.  V,  46, 
No.  9863,  Wenrich  p.  159)  nur  ein  Missverständniss  ?  Schlimmer  steht  es 
um  die  beiden  andern  Bücher,  für  welche  B.  Eh.  einen  noch  anders  lauten- 
den Text  vor  sich  hatte,  oder  auf  eigene  Faust  sich  etwas  zurecht  machte. 
V,  73,  No.  10043  unter  dem  Schlagwort  juwX^Jf  vi*/  stellt  er  verschiedene 
Werke  zusammen,  —  Herbeloi  hielt  es  für  gerathen ,  diesen  ganzen  Artikel 
zu  tibergehen— zuerst  ein  Werk  von  Aristoteles  (vgl.  Wenrich  p.  152 :  opoi), 
dann  das  Buch  der  (Definitionen)  und  Beschreibungen  des  Juden  Isak  ben 
Salomo,88)  und  des  Helal  u.  s.  w.,  dann  heisst  es:  „und  von  o*JÜa**J  dem 


37)  Auf  der  dort  erörterten  Trennung  und  Abbreviatur  beruht  auch  vielleicht  das 
Citat:  Thaies  oder  Ethor  bei  Wilhelm  von  Auvergne?  siehe  Jonrdain,  Untersu- 
chungen, deutsch  von  Stahr  S.  570. 

38)  Hier  fehlt  im  Arabischen,  oder  muss  hinzugedacht  werden:  we'l-Hodud.  Flu. 
gel'ß  Uebersetzung :  de  notvs  deßnUionwn  ist  unrichtig.  Das  Buch  handelt  von  Defini- 
tionen und  Beschreibungen  (Rosum),  also  tib.  deßnitionum  et  dtseriptionum,  wie  am  Ende 
der  gedruckten  latein.  Uebersetzung  des  Constantinus  Afric.  (s.m eilten  Catalogus  libror. 
hebr.  in  BibL  BodL  p.  1118,  vgl.  Haarbrücker  1.  c.  S.  10).  Den  vollen  aber  umgestellten 
Titel  liest  man  in  dem  Verzeichniss  der  Uebersetzungen  Gerard'svonCremona 
(bei  Boncompugni  1.  c.  p.  6  in  der  Rubrik:  Definica,  weil  der  Verfasser  ein  Arzt!):  de 
descriptione  verum  et  difftnitvmibus  earum  et  de  differenlia.  Den  Namen  Gerard's  führen 
unter  andern  die  Pariser  Handschriften  6443, 15  und  die  ehemalige  St.  Victor  208,  jetzt 
J45.  Allein  aus  den  Proben,  welche  mir  Herr  Eugene  Janin  auf  Veranlassung  des 
Fürsten  Boncompagni  abschrieb,  ergiebt  sich  eine,  von  Herrn  Janin  selbst  constatirte 
auffallende  Uebcreinstimmung  dieser  Uebersetzung  mit  der  des  Constantin!  —  Auch 
Glossen  über  Isak's  medizinische  Schriften  werden  dem  Gerard  zugeschrieben»  daren^^ 
Handschriften  noch  zu  untersuchen  sind.  /^c^  '      L'C/  4/. 
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Griechen,  welches  genannt  wird  Ketäb  el-G'ebr  (vgl.  die  Varianten  VII,  850), 
übersetzt  von  Ab\CY-Wefa  u.  s.  w. ,  dem  Calculator,89)  der  es  emendirte  und 
erläuterte  u.  s.  w.  (wie  oben).  Dass  Flügel  bei  einem  Buch  „der  De- 
finitionen "  nur  an  Aristipp  dachte,  ist  wohl  begreiflich;  dennoch  kann  es 
keinem  Zweifel  unterliegen ,  dass  die  ganze  Stelle  aus  einer  über  das  Buch 
des  Maasses  und  der  Entfernungen  von  Aristarch  entstanden  ist!40)  — 
In  Hammer's  Literaturgeschichte  der  Araber  (V,  306,  313)  wird  zweimal  das 
Verzeichniss  der  Schriften  Abu'l  Wefa's  gegeben,'  ohne  auch  nur  des 
Aristarch  zu  erwähnen.  In  der  Dissertation  De  arabicis  scriptor.  graecor. 
interpretibus  (Misenae  1841,  p.  31,  No.  69)  wusste  auch  Flügel  noch  nichts  von 
Aristipp. 

Ich  kann  die  Vermuthung  nicht  unterdrücken,  dass  auch  die  angebliche 
Algebra  des  Aristarch  auf  einem  Schreibfehler  beruhe.  Wenrich  (p.  210) 
bemerkt,  dass  man  dem  Hypsicles  ein  Buch  der  Körper  (^Lä.!)  und  der 
Distanzen  (so  ist  der  Titel  wörtlich)  beilege,41)  vielleicht  aus  Verwechselung 

39)  Ich  lese  nämlich  auch  hier  el-hasib  für  el-mxdiasib,  was  Flügel:  rationum  exactor 
übersetzt.  Im  Index  der  Autoren  (VII,  1215,  No.  9050  u.  9051)  zweifelt  Flügel  an  der 
Identität  dieses  Abulwefa  mit  dem  bekannten  Buzdschani,  der  z.  B.  III,  565  als  „  Geo- 
meter  "  bezeichnet  wird.  Dieser  Zweifel  hat  wieder  nur  seinen  Grund  in  dem  suppo- 
nirten  Inhalt  des  Buches. 

40)  „Aristones"  (bei  Casiril,  384,  Wenrich  p.  197)  ist  nicht  Aristarch,  son- 
dern Eratosthenes  (Wöpcke  zu  Omar  p.  XIII,  siehe  unten  Anm.  65),  welcher  in 
Gerard's  Uebersetzung  des  Dschabir  Ibn  Aflah  („Geber4')  Arcusianus  heisst  (De- 
lambre,  bist.  .  .  moy.  äge  p.  182).  In  Cod.  Sorb.  980,  Fol.  59,  Col.  2  liest  man:  Indüiorum 
(Judiciorwn ?)  Ptolemei ad  Aristonem flliiim suum  Über. 

41)  Ein  Buch  der  Distanzen  und  Körper  von  Ahmed  ben  Abdallah  ..  dem 
Calculator  (el-Hasib),  fuhrt  ffagi  Kha'faV,  30,  No.  975  t  an.  Der  weitere  Name  darf 
weder  Dschins  noch  Kkane$  (III,  366,  VII,  738)  gelesen  werden,  sondern  Habasch, 
schwerlich  Hobeisch  (Diminutivform),  und  es  ist  der,  aus  den  Tafeln  des  Ibn  Junus 
(bei  Cattssin  und  Delambre  I.  c.  p.  77,  83  ff.,  87,  97,  139)  bekannte  Verfasser  der  sog. 
verificirten  Tafeln  unter  Maamun,  der  auch  kurzweg  Habasch,  auch  Merwezi,  Bag- 
dad i  genannt  wird,  bei  Cauiri  I,  426,  432,  Hannm  er  Litgesch.  III,  260,  No.  1149  mit 
dem  Jahre  217  (832).  Diese  Tafeln  heissen  daher  bei  H.  Kk.  III,  564,  No.  6943  nicht 
ZidsVhabs  („Hassis";  bei  Herbelot  IV,  663,  deutsche  Ausg.)  el~hasebahy  wie  Flügel 
liest,  mit  der  Uebersetzung :  quibus  rationes  conlinentur,  sondern  wohl  „  Habasch' 8.  des 
Calcnlators".  Hieraus  ergiebt  sich  zunächst  die  Identität  der  3  im  Index  zu  H.  Kh. 
aufgeführten  Autoren  (VII,  1023,  No.  813,  818  u.  824).  Kein  andrer  ist  „  H ab  e s  ch" 
der  Berechner  von  Merw  u.  s.  w.  mit  dem  Jahr  180  H.  (796)  bei  H  ammer  III,  255, 
No.  1134  nach  el-Kifti,  Bailly,  Caussin  (d.  h.  Ibn  Junus)  und  Grässe,  Litgesch.  I,  509! 
Hier  wird  ein  Werk  über  den  Gebrauch  des  Astrolabs  zweimal  aufgeführt  (vgl.  H.  Kk. 
III,  366).  Dies  führt  auf  weitere  Identificationen  und  den  Beinamen.  Die  Pariser 
Handschrift  suppl.  ap.  952,  30  (bei  Wöpcke,  Essai  p.  11)  enthält  die  Abhandlung  des 
Abu  Dscha'far  Ahmed  ben  Abdalla  über  das  flache  Astrolab  (almusattnh,  nicht  al- 
mubtah,  wie  Wöpcke  liest  und  unerklärt  lässt).  Also  ist  identisch  Abu  Dscha'far  ben 
Ahmed  ben  Abdullah,  weled  Habasch  bei  Casiri  I,  408  (der  wieder  falsch  de  plani- 
spkaerio  übersetzt),  bei  Hammer  IU,  267,  No.  1176  (. .  .ben  Hobeisch)  als  vermutli- 
cher Verwandter  von  No.  1 149!  —  Ob  auch  der  Verfasser  der  Arithmetik  in  der  hebr. 
Handschrift  des  Vatican  396  identisch  sei,  werde  ich  anderswo  erörtern. 
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mit  Aristarch.  Könnte  also  nicht  auch  -jäU  (namentlich  die  Variation 
-äÄ,  ff.  Kh.  VII,  850)  aus  *L>yj  u.  s.  w.  entstanden  sein? 

ad  12)  Hypsioles,  anstatt  dessen  hat  Gartz  nach  Assemani:  Aescnlap 
(Hermes  etc.),  wie  schon  Pusey  1.  c.  p.  541  bemerkt,  Wenrich  (p.  210)  über- 
geht den  mediceischen  Codex  zn  dieser  Stelle,  ffagi  Khalfa  V ,  152,  No. 
10490  (vgl.  II,  p.  213,  No.  2400)  sagt  ausdrücklich,  dass  das  Buch  des  Hy- 
psicles  aus  3  Praefationen  und  9  Figuren  bestehe,  was  die  Identität  mit  dem 
angeblichen  Aesculap  ausser  Zweifel  setzt.  Die  Namensentstellung  bei 
den  Arabern  hat  sich  auch  auf  lateinische  Quellen  verpflanzt;  denn  in  dem 
Verzeichniss  der  Uebersetzungen  Gerard's  von  Cremona  (bei  Boncom- 
pagni  p.  5)  erscheint  ein  Liber  esculegij  tractatus  J,  offenbar  identisch 
mit  Liber  Esculei  de  asccnsionibus  in  dem  oben  erwähnten  Pariser  Codex 
(No.  3)  Bl.  22.  —  Die  Uebersetzung  des  Ishakben  Honein,  verbessert 
von  Thabit,  in  der  Pariser  Handschrift  Suppl.  952, M  bei  Wöpcke  (Essai 
etc.  p.  11)  ist  weder  Wenrich  noch  Chw^lsohn  bekannt. 

ad  13)  Archimedes  Lemmata.  Dieses  Schriftchen  besitzen  wir  bekannt- 
lich in  mehren  lateinischen  Ausgaben,  denen  eine  arabische  Bearbeitung  zu 
Grunde  liegt.  Ich  handle  darüber  ausführlich  in  meinem  3.  Brief  an  Bon- 
compagni,4*)  zu  dessen  Resultaten  hier' nur  einige  auf  unser  Thema  bezüg- 
liche Bemerkungen  folgen.  Dass  der  Uebersetzer  Thabit  14  Figuren  hin- 
zugesetzt habe,  notirt  der  einzige  Bodl.  Codex  bei  Uri  895;  Wenrich  (p.  192) 
und  Chrvolsohn  (Ssabier  I,  556).  Der  weitere  Bearbeiter  und  Glossator,  wel- 
cher überall  unter  seinem  halben  Ehrentitel  Alm ochtass. figurirt,  heiest 
Abu'l  Hasan  Ali  b.  Ahmed  el-Nasawi  oder  Nesewi,  d.  h.  aus  Nesa  und 
blühte  um  das  Jahr  1000.  Um  so  wichtiger  für  unser  Thema  sind  die  An» 
fangsworte  seiner  Vorbemerkung,  die  ich  hier  wörtlich  aus  dem  mir  von 
Herrn  Prof.  Lasinio  mitgetheilten  Original  übersetze:48) 

42)  Intorno  a  Nasami  ed  Abu  Saht  el-Kuhi  Matematici  arabi Commentatori del  liber 
Ässumptorum  attribidlo  ad  Arckimede.  Letter a III  di  M.  Steinschneider  a  D.  B.  Bon 
compagni.  4.  Roma  1864,  paginirt  23  —  37  als  Fortsetzung  der  ersten  beiden  Briefe 
(1863),  nämlich  Intorno  al  liber  Karastonis  (enthält  ein  Specimen  des  unedirten 
Buche«  von  Thabit  über  die  Handwage)  und  intorno  al  libroSaraceni  cuiusdam  de 
eris  stampato  nel  1540  edal libro  tabule  Jähen  tradotto  da  Gherardo  Cremonese.  Einige 
Berichtigungen  zu  dem,  ohne  meine  Revision  gedruckten  3.  Briefe  werden  beim  4. 
Briefe  folgen.     Vgl.  auch  weiter  unten. 

43)  Nach  den  mediceischen  Handschriften  275  u.  286  (dass  die  Copie  in  Cod.  271 
nicht  bis  zu  diesem  Buche  reiche,  ist  schon  oben  bemerkt).  In  Bezug  anf  No.  275 
theilt  mir  noch  Herr  Lasinio  mit,  dass  die  in  demselben  vorangehenden  3  Bücher 
(V— VII)  der  Kegelschnitte  des  Apollonins  von  Abraham  Ecchellensis  für  den 
Fürsten  Leopold  von  Toscana  abgeschrieben  sind.  In  einem  undatirten  lateinischen 
Briefe  an  denselben,  welchen  Assemani  unbeachtet  gelassen,  bemerkt  Abraham,  dass 
er  den  Apollonius  ans  einem  alten,  zerrissenen,  fast  aller  diacritischen  Punkte  entbeh- 
renden und  daher  schwer  leserlichen  Codex  abgeschrieben  und  corrigirt  habe  ne  faeile 
menda adinittantWy  si  contingat  aliquando  eum  typis  manduri  Arabicis.  (Vergl. 
die  Vorrede  Abrahams  zur  lat.  Ausgabe.)    Von  dem  nachfolgenden  Bache  des  Archi- 
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„Es  spricht  der  vorzügliche  Gelehrte:  Diese  Abhandlung  wird  dem 
Archimedes  beigelegt;  in  ihr  sind  schöne  Figuren,  gering  an  Zahl,  gross  an 
Nutzen,  Über  Grundsätze  der  Geometrie,  im  höchsten  Grade  der  Vortreff- 
lichkeit und  SubtilitHt.  Es  haben  auch  die  Neuern  dieselbe  zu  der 
Gesammtheit  der  mittleren  Schriften  (Mulawassatat)  gezfth  lt  (idha- 
fahd)y  deren  Leetüre  zwischen  dem  Buche  des  Euclid  und  dem 
Almagest  erforderlich  ist.u  Aus  dieser  Bemerkung — welche  bei 
Hagi  Khalfa  V,  144,  No.  10540  =  V,  351,  No.  11268  und  V,  371,  No.  11358 
(VII,  870)  ohne  Quelle  mitgetheilt  ist  —  lftsst  sich  schliessen,  dass  die  Bestim- 
mung dieser  „mittleren "  Bücher  ziemlich  hoch  hinaufragt,  während  der 
technische  Ausdruck  hier  noch  gewissermassen  von  der  Definition  beglei- 
tet ist. 

Nasawi  hat  einige  Bemerkungen  aus  dem  Buche:  „Ausschmückung 
des  Buches  Archimedes1  von  den  Lemmaten"  seinen  Noten  eingeschaltet, 
dessen  Autor  Abu  Sahl  el-Kuhi,  mit  eigentlichem  (persischen)  Namen 
Widschan  ben  Unstern,  als  Astronom  bekannt  ist.  Das  arabische 
Wort  für  ,, Ausschmückung"  ist,  wie  ich  von  Herrn  Lasinio  erfuhr,  in  der 
Abschrift  des  Abr.  Ecchellensis  (Cod.  275)  durch  eine  Lücke  bezeichnet,  in 
Cod.  286  nicht  mit  Punkten  versehen,  mnss  aber  jedenfalls  Tezjin  gelesen, 
und  nicht  wie  bei  Ecchellensis  mit  „ordinalionis" ,  sondern  ornationis  über- 
setzt werden ,  wie  ich  im  3.  Briefe  S.  34  aus  Hagi  Khalfa  V,  144  erwiesen. 
Der  Name  wird  auch  irrth  Ural  ich  „  Wastam"  geschrieben  von  Wöpcke  {Es- 
sai dune  resliUdion  elc.  p.  6,  7  oder  in  den  Memoires  presenles  T.  XIV,  p.  663 
bis  664),  und  sind  die  in  der  Handschr.  Suppl.  arab.  052,  No.  2  u.  8  enthal- 
tenen 2  Abhandlungen  die  in  meinem  Briefe  p.  33  nach  den  ungenauen 
Angaben  el-Kifti's  erwähnten  No.  5,  7.  (Erst  kürzlich  habe  ich  von  der 
Notiz  Wöpcke's  über  Abu  Sahl,  in  einer  «Note  zu  Omar  al-Khayami  g.  55, 
erfahren ,  nachdem  ich  ein  Exemplar  erworben  und  mit  Bequemlichkeit 
durchgehen  konnte.) 

Bei  Wenrich  (p.  196)  sind  noch  nachzutragen  die  Antworten  auf  Fra- 
gen über  die  Lemmata  von  Abu  Said  Ahmed  b.  Muhammed  ben  Abd 
el-D schelil  el-Sidschzi,  d.  h.  au»  Sidschistan  (nicht  Schadschri  oder  Sind- 
sekari  u.  dgl.),  welcher  um  960 — 70  in  Schiraz  lebte.  Ich  gebe  hier  gleich, 
der  Kürze  halber,  den  vollen  Namen,  Vaterland  und  Zeit,  wie  sich  dieselben 
aus  der  interessanten  Handschrift  suppl.  arab.  952  in  Paris  ergeben,  welche 
Ahmed  meist  selbst  geschrieben,  und  worin  vier  eigene  Abhandlungen,  näm- 
lich No.  10,  27  (an  Abu'l  Hasan  Mohammed  u.  s.  w.,  ist  der  Vater?),  31  und 
46.  Das  Nähere  hat  Wöpc-ke  in  seinem  Essai  d'une  resiitution  etc.  angege- 
ben, und  Einiges  zu  Omar  al-Khayami  p.  117  veröffentlicht,  namentlich  aus 
Cod.  Leyden  1098,   wo  der  Name  im  Catalog:  Ahmed  ben  Ghalil  Sugiuraeus 


medes  findet  sich  in  diesem  Briefe  Nichts,  obwohl  er  auf  Bl.  66 — 77  von  derselben 
Hand  geschrieben  ist. 
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lautet.  Eine  Analyse  jener  Antworten  gab  ans  der  Pariser  Hand  sehr.  1104 
(von  Golius  herstammend)  S  e  d  i  1 1  o  t  (Notices  el  Extr.  Bd.  XIII,  p.  126  ff.  und 
Maleriaux  etc.  p.  401).  Nach  Labbens  erwähnt  diesen  Ahmed  schon  Mon- 
tucla  (I,  374 — 5);  an  unrichtiger  Stelle  erscheint  er  bei  Hammer  (Litgesch. 
VI,  434).  Aus  der  Vergleichung  der  einzelnen  Stellen  bei  Hagi  Khalfa  er- 
giebt  sich  ferner  die  Identität  dreier  im  Index  getrennter  Autoren ,  nämlich: 
Ahmed  ben  Abd  el-  Jelil  p.  1023,  No.  827,  Abu  SaYd  Ahmed  ben  Mohammed 
p.1205,  No.  7702  und  Sig'zi  p.  1230,  No.  8497  (vgl.  VII,  041).  Das  von  H.  Kh. 
V,  00,  No.  9057  =  1,  171,  No.  144  erwähnte  astronomisch-astrologische  Werk 
befindet  sich  in  dem  Bodl.  Codex  948  (bei  Uri  p.  206),  mit  richtigem  Namen 
bis  auf  „Schadschari",  geschrieben  im  Jahre  1291;  aberPusey  (p.  603)  citirt 
wieder  aus  der  Handschrift  des  H.  Kh.  den  Autor:  Schadschari  Moham- 
med ben  Abd  el-Wahid,  der  734  H.  (1333 — 4)  gestorben  sein  soll! 
Vielleicht  ist  unser  „Ahmed  b.  Muhammed"  der  Verfasser  der  Abhandlung 
über  den  Quadranten,  deren  hebräische  Ueb'ersetzung  aus  der  Sammlung 
(No.349)  des  Karäers  Firkowitzsch  (siehe  Greiger's  wissensch.  Zeitschr.  f. 
jüd.  Theologie  Bd.  III,  1837,  S.  444,  No.  22*;  kürzlich  in  die  Petersburger 
Bibliothek  übergegangen.  Der  Uebersetzer  heisst  nicht  Mose  b.  Jetuula 
„Goli",  wie  I.e.  gedruckt  ist,  sondern  „Galeno"  nach  einer,  durch  Herrn 
Prof.  Dorn  vermittelten  Mittheilung ;  ich  verrauthe,  dass  es  Galiano  oder 
.  Galiago  heissen  solle,  da  ein  Mose  Galiago  auch  in  Cod.  Orat  182  hinter 
Euclid  und  Autolycus  und  in  Cod.  Orat.  172  als  Verfasser  (oder  Uebersetzer) 
einer  Geomantie  vorkommt  (vgl.  Mose  ben  Elia  Galino  in  meinem  Caial. 
libr.  hebr.  p.  929  nach  Corrig.).  Hingegen  ist  Ahmed  b.  Muh  am  med,  Verfas- 
ser des  Buches  de  augmentatione  et  diminutione  im  Filmst  (bei  Wöpcke,  Mem. 
sur  la  propag.  p.  181,  nicht  „Addition  und  Subtraction  ",  wie  bei  Hammer, 
IV,  307,  No.  2404),  der  Zeitgenosse  des  Muhamed  b.  Musa  unter  Maamun, 
dessen  Einleitung  in  die  Astrologie  bei  H.  Kh.  V,  473,  No.  11684  vorkommt. 
ad  14)  Menelaus  —  bei  den  Arabern  und  den  aus  ihnen  schöpfenden 
Autoren  des  Mittelalters:  „Mileus"  oder  latinisirt  „Milleius"  u.  dergl.44) 
Selbst  unter  diesem  Autor,  dessen  Sphaerica  bekanntlich  sich  nicht  im  grie- 
chischen Original  erhalten  haben,  hat  es  Wenrick  (p.  210)  nicht  für  ange- 
messen gehalten,  der  aus  dem  Arabischen  stammenden  lateinischen  Ausga- 
ben auch  nur  mit  einem  Worte  Erwähnung  zu  thun  ,  namentlich  der  von 
Halley  (starb  1724)  „collatis  MSS.  Hebraeis  el  Arabicis"  veranstalteten,  welche 
Gostard  1758  mit  einem  Titelblatt  versah,  und  über  welche  man  Näheres  bei 
Montucla  I,  291 ,  Fabricius  Harless  IV,  24  und  Chasies,  Gesch.  d.  Geometrie, 
deutsch  von  Sohncke,  S.  153,  das  Nähere  findet;45)    abgesehen  von  den  An- 


44)  Siehe  die  Anführungen  in  der  Hebr.  Bibliogr.  1864,  S.  91;  vgl.  „Milius" 
im  Buche  des  Dschabir  Ibn  Afla'h  (Cod.  Ashmol.  357 18  bei  Black),  bei  Alpctragius  (De- 
lambre,  hist.  p.  173,  wo  das  Datum  845  nach  Nebukaduezar),  bei  Fibonacci,  Geometrie 
p.  197,  Z.  13. 

45)  Nicht  überflüssig  ist  es,  zu  bemerken,  dass  auf  dem  Titelblatt  die  Worte :  Prae- 
Zt'iUchrifl  f.  Mathematik  a.  Physik.  X,  6.  32 
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gaben  über  die  astronomischen  Beobachtungen  (vgl.  Hagi  Khalfa  III,  471, 
No.  6475),  welche  Delambre  (hisl.  1.  c.  p.  XLIII  — IV)  auf  ihren  Werth  oder 
Unwerth  zurückführt,  und  von  dem  Werke  über  die  Quantität  gemischter 
Körper  u.  s.  w.,  dessen  Titel  Wenrich  (p.  211)  ungenau  wiedergiebt,  ohne 
die,  an  einen  König  Thiinothäus  (??)  gerichtete  Handschrift  bei  Casiri 
I,  p.  386  zu  erwähnen,  welche  schon  Harless  (zu  Fabr.  IV,  24)  verzeichnet.48) 
—  Ich  beschränke  mich  auf  wenige ,  unsere  Sphaerica  betreffende  Bemer- 
kungen. m 

Nach  Hagi  Khalfa  I,  390,  No.  1100  redet  Menelaus  in  diesem  Buche  einen 
König  Basilides  el-Ladsi  (?)  an,  welchen  Flügel  (VII,  612)  sonst  nirgends 
gefunden  hat.  Sollte  hier  eine  Verwechselung  mit  Hyp  siel  es  stattgefun- 
den haben,  welcher  in  seiner  Ergänzung  des  Euclid  (Bd.  XIV)  den  (Sohn?) 


fationem  addidit  G.  Coslard  zu  lesen  sind;  dass  es  aber  dieser  beabsichtigten  Vorrede 
nicht  besser  ergangen  zu  sein  scheint,  als  der  Halley's.  Zwei  Exemplare  der  Berliner 
Bibliothek  enthalten  keine  solche,  und  auch  die  Bibliographen  (Ebert,  Brunet,  Schwei- 
ger) geben  nur  die  1 1*2  Seiten  des  Textes  an.  Es  ist  bedauerlich,  dass  man  auf  diese 
Weise  über  das  Verhältniss  der  verschiedenen  Quellen  nicht  genügend  unterrichtet  ist. 
Das  Wenige,  was  ich  in  dem  Buche  selbst  über  die  orientalischen  Texte  gefunden,  be- 
schränkt sich  auf  die  Angabe  der  verschiedenen  Ein  the  il  ung  zu  Ende  der  betreffen- 
den Propositionen  (p.  15,  23,  38,  56,  61,  64, 68),  was  ich  hier  in  Kürze  zusammenfasse. 
Der  Araber  theilt  im  I.  Buche  die  14.  Pr.  in  2,  die  18.  in  3 ,  die  30.  in  2  (==  33,  34)  — 
muss  also  im  .Ganzen  39  zählen.  Halley  folgt  dem  Hebräer  (und  Maurolycus).  Im 
II.  B.  theilt  der  Araber  Pr.  2,  4,  6  je  in  2,  die  6.  in  5  (=9-13),  die  7.  in  3  (=  14-16) ; 
hiernach  erhielte  man  22  für  13.  Ferner  hat  der  Hebräer  zu  II,  I  — 9  auch  die  Zäh- 
lung 26  —  44,  insofern  dieselben  nach  einigen  Codd.  noch  zu  Buch  I  gerechnet  werden. 
Dann  folgen  4  Theoremata  als  Anfang  des  II.  Buches,  die  aber  nur  eine  Recapitolation 
der  letzten  4  (5 — 9),  daher  Halley  ein  Scholion  daraus  macht.  Zu  den  löPropp.  des 
des  III.  Buches  wird  keine  Differenz  angemerkt.  —  Für  Halley's  oder  seines  Helfers 
Kenntniss  des  Hebräischen  spricht  gerade  nicht  die  Uebersetzung  der  einzigen  zwei 
im  Texte  mitgetheilten  Titel:  III,  12,  p.  101,  wird  (von  Menelaus  selbst?)  ein  „Hb  er 
Propositionum  sex  potius  Lemma  tum  Cyclicorum,  uti  verba  videntur  reddenda" 
citirt;  aber  das  hebr.  rYPtrpnfl  PMorn  würde  heissen:  der  „analogen  Figuren";  ver- 
muthlich  soll  es  HTTCpri  heissen,  also  Buch  der  bogenartigen  Figuren.  HI,  15, 
p.  108  soll  das  Buch  des  Apollonius  den  Titel  bVctt  „forte  de  Principii*(!)  uni- 
versal ibus"  haben ;  es  ist  vielmehr  eine  gewöhnliche  Bezeichnung  für  „umfassende" 
Bücher,  und  bedeutet  wohl  hier  die  bekannten  Kegelschnitte  des  Apollonius! 

40)  Mit  diesem  Schriftchen  beginnt  Casiri  eine  Nummer  3  einer  nicht  näher  ange- 
gebenen Handschrift,  welche  zwischen  Cod.  955  und  956  eingeschaltet  ist,  ohne  dass 
Nummer  1  u.  2  dieser  Handschrift  angegeben  wäre !  —  Casiri  theilt  die  Anfangsworte 
„o  König"  mit,  aber  nicht  den  arabischen  Namen  des  Königs,  und  da  Casiri  bei  der 
Wiedergabe,  resp.  Deutung  arabischer  Namen  mitunter  sich  grosse  Freiheit  erlaubt 
(siehe  Anm.  05),  so  darf  man  nur  zunächst  an  dem,  sonst  meines  Wissens  in  arab.  Quel- 
len nicht  vorkommenden  Namen Timotheus  zweifeln..  Ein  „König"  Themistius 
erscheint  in  dem  pseudo  -  aristotelischen  Secrelum  secrelorum  Abschnitt  III  der  hebr. 
Uebersetzung  als  abschreckendes  Beispiel  des  Sturzes  durch  Verschwörung,  während 
die  lateinische  Uebersetzung  feap.  2  de  cornu)  von  einem  Themistius  als  Erfinder  eines 
Instrumentes  für  das  Heer  spricht! 
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Basilides  anredet?47)  Die  hebr.  Uebersetzung  rührt  von  dem  oben  erwähn- 
ten Jakob  benMachir  her,  nicht  von  Mose  Tibbon,  welchen  Fabricius 
ans  Wolf  {Bibl.  hebr.  I,  p.  133)  als  Uebersetzer  von  Theodosius  und  Me- 
nelaus  anführt,  während  Wolf  diese  beiden  nur  als  Bestandteile  der  Hand- 
schrift des  Euclid  erwähnt.  Ich  habe  die  beiden  Oxforder  Handschriften 
(bei  Uri  431  u.  433)  vor  mehr  als  10  Jahren  flüchtig  angesehen.  Sie  begin- 
nen beide  mit  den  Definitionen  (wie  Halley),  die  erste  ist  nicht  vollständig, 
die  zweite  enthält  noch:  „Worte  einiger  (oder  eines?)  Alten  über  das  Buch 
Mileus,  und  was  sie  (er?)  gesagt  über  die  Figur  (seclor*)"  (vgl.  unten  zu  16). 
Der  arabische  Uebersetzer  ist  nicht  Honein  (wie  Uri  hebr.  Cod.  431,  433  und 
Wenrich  p.  211  angeben),  sondern  dessen  Sohn  Ishak,  wie  schon  Gagnier 
bei  Wolf  III,  p.  082  richtig  mittheilt  und  Pusey  p.  599  zu  I,  194  emendirt. 
(Ueber  den  angeblichen  Commentar  desMuhammedb.  Dschabir,  siehe  weiter 
unten  §.  8  zu  Jö.)  Es  gab  jedoch  verschiedene  Resensionen,  die  sich  auch 
in  der  Zahl  der  Figuren  unterschieden.  ffagi  Khalfa  (1,390)  berichtet 
uns  nach  Nasir  ed-Din  Tusi,  dass  die  Recensionen48)  entweder  drei  oder 
zwei  Bücher  zählen,  erstere  haben  entweder  im  I.  Buche  39  Figuren,  im 
letzten49)  25,  im  mittleren  meist  24,  bei  Abu  Na'sr  Men'sur  Ibn  Irak60)  21 ;  oder 
im  I.  Buche  61,  im  IL  18,  im  III.  72.  Die  Recensionen  von  II  Büchern  ent- 
halten 61  und  30,  und  kommen  auch  hier  Abweichungen  vor.  Im  Ganzen 
schwankt  die  Summe  zwischen  85  bis  91.  Vergleicht  man  hiermit  die  Zahl 
der  Figuren  in  den  beiden  Handschriften  bei  Uri,  so  finden  wir  in  Cod.  875 
II  Bücher  mit  60  und  30,  in  Cod.  895  III  Bücher  mit  39,  24,  25.  Nach  ff.  KK 
1.  c.  hätte  Tusi  sich  erst  mit  der  Recepsion  des  Ibn  Irak  beruhigt;  hat  er 
auch   die  Figurenzahl  angenommen?  —  Die  lateinische  Uebersetzung  des 


47)  Siehe  Nico  11,  Catalogus  p.  257.  In  der  hebr.  Uebersetzung  heisst  Basilides 
Apsa li des  (Hebr. Bibliogr.  1558,8.  105).  El-Kindi,  bei  HagiKhatfal,  381,  erzählt, 
dass  Hypsicles  seine  2  Bücher  für  „  den  König"  verfasst  habe,  anscheinend  für  densel- 
ben König,  welchem  Euclid,  der  Lehrer  des  Hypsicles,  seine  Elemente  gewidmet  haben 
soll. 

48)  In  Flügers  Uebersetzung  wird  diese  Angabe  durch  quae  in  specielle  Beziehung 
zur  Recension  des  Abu  Na'sr  gesetzt,  was  mir  unrichtig  seht  int. 

49)  Für  toe'l mukhtar  (bei  Fitigel:  ex  opinione  autem  quae  praevaluit,  ei  viyinti  qidnque 
tan  tum  trtöuuntur)  lese  ich  meU  mutaakhar,  d.  h.  posterior,  wodurch  der  Sinn  einfach 
und  klar  wird,  übereinstimmend  mit  Cod.  Uri  895. 

50)  Im  Index  VII,  1 184,  No.  6805  identificirt  ihn  Flügel  mit  Abu  Na'sr  Men'sur  b  en 
Ali  ben  Irak,  dem  Verfasser  einer  Schrift  über  dus  Astrolab,  und  unterlägst  vielleicht 
deswegen  die  Verweisung  auf  VII,  612,  wo  er  ihn  mit  dem  Theologen . .  ben  Ahmed  (In- 
dex No.  0804)  combinirt  hatte.  Allein  diese  Verweisung  war  darum  nöthig,  weil  dort 
auch  auf  Nicoll  p.  600  verwiesen  ist,  wo  Abu  Nasr  ben  Iraf  als  Verfasser  dreier  Ab- 
handlungen über  das  Astrolab  in  Cod.  Uri  940,  3  =  913  vorkommt.  Bei  Wenrich  im 
Index  p.  XXVIII  ist  Abu  Na'sr  Men'sur  nachzutragen,  der  p.  21 1  auch  nach  dem  Leyde- 
ner  Catalog,  Cod.  1142,  genannt  wird,  wo  derselbe  als  „Emir"  bezeichnet  ist  —  Der 
Name  „ben  Irak"  kommt  übrigens  noch  bei  einem  Gelehrten  des  XVI.  Jahrh.  vor 
(Abu'l  Hasan  Ali  u.  8.  w.  //.  Kh.  VII,  1086,  No.  3275). 

32* 
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Ger ard  von  Cremona  (Boncompagni  1.  c.  p.  5  u.  63)  enthalten  vielleicht 
die  alten  Handschriften  des  Mileus,  wie  z.  B.  Cod.  Digbi,  Cod.  S.  Marco  184 
(bei  Boncompagni:  delle  versioni  di  Piatone  di  Tivoli  p.  36)  und  der  oft  er- 
wähnte Pariser  Codex  lat.  9335  (No.  10)  Bl.  32 \  45*,  48*  mit  dem  Titel:  Li- 
ter Mileij  de  figuris  spericis.  Folgende ,  aus  letzterem  von  Herrn  Janin  ci- 
tirten  Stellen  mögen  als  Beispiel  der,  wie  es  scheint,  wörtlichen  Ueber- 
setzang  dienen: 

Anfang:  Declarare  uolo  qualiter  faciam  super  punctum  datum  arcus  cir- 
cüli  magni  dali  supra  superficiem  spere,  angulum  equalem  angulo  dato  quem  con- 
tineant  duo  arcus  duorum  circulorum  magnorum  super  illam  superficiem  nolam 
punctum  b  . . . .  In  dem  ersten  Buche  werden  am  Rande  die  Propositionen 
von  I  bis  XLVI  gezählt.     Der  Anfang  des  II.  Buches  lautet: 

Cum  fuerit  figura  trilatera  duorum  inequalium  crurium  modo  fuerit  angulus 
qui  est  apud  caput  eius  maior  angulo  recio  et  non  fuerit  longius  crus  eius  maius 
quarta  circuli  et  separantur  ex  una  duorum  crurium  duo  arcus  equales  et  protra- 
kunlur  ex  extremitalibus  eorum  arcus  ad  basem  etproveniunt  cum  ea  anguli  equa- 
les angulo  quem  continet  latus  aliud  cum  basi  tunc  ipsi  separabunt  ex  basi  duo 
arcus  in  equales  quorum  maior  erit  ille  qui  sequetur  latus  quod  non  dividilur. 
Quod  si  duo  arcus  qui  separantur  non  fuerinl  separati  nisi  ex  maiore  duorum 
crurium  tunc  minor  arcuum  qui  protrahunlur  cum  aggregabitur  cum  latere  quod 
non  dividilur,  erit  minor  duorum  reliquorum  arcuum  eorum  cum  aggregabuntur, 
et  si  duo  arcus  equales  non  fuerinl  separati  nisi  ex  minore  duorum  arcuum  erit 
arcus  minor  cum  latere  quod  non  dividilur  maior  duorum  arcuum  reliquorum. 
Sit  ergo  figura  etc. 

Dies  ist  offenbar  die  Recapitulation  von  Prop.  6  —  9,  wovon  Halley 
spricht     Die  Propositionen  sind  hier  I  —  VI  gezählt. 

Das  III.  Buch  beginnt:  Sint  in  super ficie  spere  duo  arcus  duorum  circu- 
lorum magnorum  supra  quos  sint  n.  e.  L  n.  et  protraham  inter  eos  duos  arcus 
e.  t.  a,  l.  t.  m.  et  secent  se  super  punctum  i.  dico  quod  proportio  nadir  arcus  a.  n. 
ad  nadir  arcus  e.  m.  est  composila  ex  proportione  n.  c.  ad  e.  m.  et  ex  proporlione 
nadir  arcus  s.  t.  ad  nadir  ad  arcus  L  l.  El  ego  quidem  non  significo  cum  dico 
nadir  arcus  nisi  lineam  que  subtenditur  duplo  illius  arcus  secundum  quod  fit 
ille  arcus  minor  semicirculo^   Cuius  hec  est  demonstratio,  ponam  centrum  spere  etc. 

Die  Propositionen  sind  hier  auch  am  Rande  nicht  gezählt. 

Der  Ausdruck  „nadir  arcus"  heisst  wörtlich  das  dem  Bogen  Gegenüber- 
stehende, es  ist  derselbe  bekannte  für  Fusspunt  als  Gegensatz  des  Scheitel* 
punktes  (Semt,  vulgo  Zenit),  daher  auch  der  hebr.  Uebersetzer  (siehe  Hal- 
ley p.  82)  das  Wort  Ne'hochut  gewählt  hat,  welches  wörtlich  das  „Gegen- 
überstehende "  heisst,  und  wohl  nicht  als  plural  (Ne'-hochot :  die  Gegenüber- 
stehenden) zu  vocalisiren  ist.  Derselbe  Name  (No'hach)  dient  als  Bezeich- 
nung des  Fusspunktes  im   Hebräischen.      Der  Araber  hat  (nach   Halley) 
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überall  Dscheib,  d.h.  sinus.bi)  Sollte  der  lateinische  Uebersetzer  eine  andere 
Lesart  vor  sich  gehabt,  oder  selbst  den  Ausdruck  sinus  noch  nicht  gekannt 
und  dafür  na  dir  arcus  gesetzt  haben? 

Endlich  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  ein  Schriftchen  in  9  Proposi- 
tionen über  sphärische  Trigonometrie  von  A  b  u T 1  W  e  1  i  d  (vielleicht  Aver- 
roes),  dessen  Analyse  bei  Sedillot  (Maleriaux  p.  416)  gegeben  ist,  als  Zu- 
satz zu  „den  Sphäricis"  (Okar)  für  das  Verständniss  des  Almagest  bezeich- 
net wird;  es  fragt  sich,  ob  nach  dem  Worte  „Sphaerica"  ein  bestimmter 
Name,  nämlich  Menelaus  oder  Theodosius  oder  Autolycus  fehlt,  oder 
alle  drei  darunter  zu  verstehen  seien. 

ad  15)  Thabit  ben  Korra:  Data,  hat  36  Figuren  in  allen  Handschriften, 
deren  Cataloge  die  Figuren  angeben  (siehe  Wüstenfeld,  Gesch.  der  arab. 
Aerzte  S.  35,  No.  7);  Hagi  Khalfa  (V,  154,  No.  10514)  bemerkt,  dass  in  eini- 
gen nur  34  Figuren  vorkommen /  bei  Assemani  heisst  es:  in  aliis  vero  exem- 
plaribus  30.  Dass  dieses  Schriftchen  wegen  seines  etwaigen  Verhältnisses 
zu  dem  gleichnamigen  Buch  des  Euclid  (oben  1)  Beachtung  verdiene,  hat 
schon  Chasles  (Gesch.  der  Geometrie,  deutsch  von  Sohncke  S.  579)  bemerkt. 
Nach  H.  Kh.  1.  c.  No.  10511  und  den  erwähnten  bodl.  und  mediceischen 
Handschriften  hat  Thabit  anch  die  Uebersetzung  der  Data  des  Euclid  von 
Ishak  ben  Honein  emendirt.62)  Chwolsohn  (1.  c.  1,560)  erwähnt  die  Data 
des  Euclid  nicht  unter  den  von  Thabit  verbesserten  Uebersetzungen.  Es 
verdient  Beachtung,  dass  Hagi  Khalfa  für  die  öeöofiiva  des  Euclid,  wie  el- 
Kifti  (bei  Casiri  I,  342)  den  etymologisch  entsprechenden  arabischen  Titel 
Ma'alijjät  gebraucht  (11,213,  V,  I.e.,  No.  10511),  hingegen  hat  er  für  das  Werk 
des  Thabit  (an  beiden  Stellen)  den  Titel  Mefrudät,  d.  h.  wörtlich  Über  defi- 
nitorum  oder  determinalorum.  Josef  Ibn  Aknin  (siehe  oben  §.  7)  sagt  aus- 
drücklich, dass  das  Buch  auch  diesen  letzteren  Titel  führe,  welchen  man 
auch  in  der  bodl.  Handschrift  (Uri  875,  14)  findet.  Hingegen  nennt  H.  Kh. 
(No.  10514)  bei  dem  Buche  des  Thabit  auch  unmittelbar  noch  Archime- 
des,  wie  schon  el-Kifti  (bei Casiri  I,  184),  und  daher  auch  Wenrich  (p.  194), 
der  hinzufügt:  nemini velerum  nominatus.  Sollte  hier  nur  eine  Verwechselung 
mit  Euclid  obwalten? 

ad  16)  Mohammed  ben  Musa.  Der  Titel  lautet  bei  Assemani  (und  daher 
bei  Gariz) :  Liber  de  sphera  in  piano  describendo.  Assemani  giebt  ausdrück- 
lich 18  Figuren  an.  Pusey  (p.  541)  hat  die  Sache  nicht  genau  angesehen, 
indem  er  bemerkt,  dass  Hagi  Khalfa  für  Archimedes  de  dimensione  circuli 
(welches  Assemani  zuletzt  nenne)  das  Buch  de  cognitione  dhnensionis  figu- 


51)  Ursprünglich  Dsehib  für  sanscrit.  jt'va  Chor  de;  b.  Mimk  bei  Wöpcke,  Mem. 
sur  la  propag.  p.  145. 

52)  Auch  hier  sagt  W  e  n  r  i  c  h  (p.  1 82,  Z.  2)  irrthümlich :  posterior  codicum  Mediceo- 
rum etc.  (was  den  mittleren,  nämlich  273  bezeichnen  soll  ?) ,  da  die  Recension  des  Tusi 
bereits  die  von  Thabit  verbesserte  benutzte. 
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rarum  (seil,  planarum  et  sphaericarum)1*)  setze,  welches  er  (sub  voce)  dem 
Musa  ben  Ali,  dem  Kurden,  beilege;  da  vielmehr  dieses  Buch  offenbar 
identisch  ist  mit  dem  bei  Assemani  genannten.  Der  Name  Musa  b.  Ali  ist 
freilich  eine  Variante  der  oxforder  Handschrift  des  Hagi  Khalfa,  in  Flügel's 
Ausgabe  (V,  633,  No.  12414)  liest  man  deulich  als  Verfasser  die  Söhne  des 
Musa:  Mohammed,  Hasan  und  Ahmed;  das  Buch  habe  18 Figuren  und 
sei  von  Tusi  emendirt;  wörtlich  dasselbe  nnter  diesem  Titel ,  jedoch  mit 
Weglassung  des  Wortes:  cognitio  und  Vorsetzung  von  Kitab  (Buch):  V,  150, 
No.  10481 ! M)  Ja  diese  letztere  Stelle  citirt  Pusey  selbst  (p.  603)  zu  dem 
von  Uri  unter  Codex  960,  8  (p.  208)  erwähnten  Schriftchen,  welches  sich  auch 
dort  an  einige  der  mittleren  Schriften  anschliesst.56)  Jedoch  hat  auch 
hier  wieder  die  oxforder  Handschrift  des  Hagi  Khalfa  als  Autor 
einen  Musa  ben  Muhammed  el- Laban i,  gestorben 602  H.I  Nur  II,  213 
nennt  H.  UTA.,  auch  in  der  Handschrift  Pusey's,  keinen  Autor;  die  in  Klam- 
mer gesetzten  Worte:  auetoribus  beni  Musae  sind  ein  Zusatz  Flügers. 

Ehe  wir  die  Spuren  dieser,  wie  es  scheint,  interessanten  Abhandlung 
weiter  verfolgen,  wird  es  nöthig  sein,  ein  Wort  über  die  Verfasser  ein- 
zuschalten. Die  „drei  Brüder"  (siehe  weiter  unten),  Söhne  des  Musa 
ben  Schakir  (nicht  Schabir),  haben  sich  berühmt  gemacht  sowohl  durch 
ihre  Theilnahme  an  der  ersten  Gradmessung  des  Meridians  unter  Ma'amun, 
als  auch  durch  ein  Buch  über  Mechanik,56)  welches  der  bisher  nicht  näher 
untersuchte  arab.  Cod.  Vatic.  317  enthält.  Der  älteste,  Muhammed,  starb 
im  Januar  783. 57)  Man  hat  diesen  Muhammed  ben  Musa  vielleicht  schon 
frühzeitig  confundirt  mit  dem  älteren,  in  neuester  Zeit  oft  erwähnten  Cho- 
tvarezmi  (Algorismi),  und  es  ist  daher  ein  Zweifel  entstanden,  welcher  von 
beiden   den  Beinamen  Abu  Abdallah   oder  Abu  Dscha'afar  führe.58)     Das 


53)  Ich  bediene  mich  hier  gleich  der  lateinischen  Uebersctzung  dieses  Titels,  da 
es  auf  den  arabischen  nicht  ankommt. 

54)  Herbelot  (Ketab  massahat  etc.  III,  77  der  deutschen  Ausgabe  1789)  stop- 
pelt den  Namen :  Abu  Musa  Mohammed  ben  Hossain  zusammen. 

65)  Unter  anderem  auch:  über  die  Theilung  der  Figuren,  welche  Archimedes 
. . .  fiaxiov  (?)  nannte ;  das  Wort  lässt Pusey  unentrüthselt;  die  Schrift  fehlt  bei  Wen- 
rieh  p.  194. 

56)  Hagi  Hhalfa  übergeht  dieses  Werk  nur  unter  dem  Schlagwort  (H am  m  e  r ,  I.  c. 
IV,  309),  aber  er  nennt  es  als  Hauptvertreter  der  Wissenschaft  der  pneumatischen  In- 
strumente (I,  401,  No.  1 126),  ebenso  Ibn  Aknin  (oben  S.465)  und  Maimonides,  vielleicht 
schon  Abraham  bar  Chijja  (oben  S.  466). 

57)  So  (genau)  bei  Wüsten feld,  Gesch.  der  arab.  Aerzte  S.  26,  Anm.  66. 

58)  D.  M.  Zeitschr.  XVIII,  S.  172.  Der  unsre  heisst  irrthümlich  Abu  Abdallah  bei 
Wüstenfeld  1.  c,  siehe  im  Brief  Thabit's  bei  Delambre,  Hist.  de  Castr.  dumoyen  äge 
p.  81 :  Aboujafar  ebn  Monssa  ebn  Sbaker.  Neuerdings  wurde  er  confundirt  mit  dem  Cho- 
waresmi  bei  Chwolsohn,  die  Ssabier  I,  483  (488,  548),  wo  auf  Reinaud's  Einleitung 
zu  Abulfeda  p.  45  verwiesen  wird,  der  von  dem  Chowarezmier  handelt.  Ein  Abu  Abdal- 
lah Muhammed  ben  Ahmed  Katib  (Secretair)  el-Khowarezmi,  in  der  zweiten  Hälfte 
des  X.  Jahrh.,  verfasste  eine  Encyklopädie  der  Wissenschaften  (siehe  Chwolsohn  I, 
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Verzeichniss  der  12  Schriften  der  drei  Brüder,  welches  el-Kifti  (bei  Casiri 
I,  418)  mittheilt,  pennt  fast  überall  denjenigen  nnter  ihnen,  der  als  Verfasser 
anzusehen  ist;  in  dieser  Beziehung  giebt  Casiri  den  arabischen  Text  ge- 
nauer wieder  als  Hammer  (IV,  309).  Zu  dem  ersten  Buche  über  „Karaston" 
d.  h.  die  Handwaage  (wie  ich  im  ersten  Briefe  an  Boncompagni  nachgewie- 
sen) ist  kein  Name  genannt.  Als  6.  lesen  wir  bei  Casiri :  De  Figura  Geo- 
metrien a  Galeno  (forte  Herone)  demonstrala.  Hammer  lässt  die  Conjectur 
Casiri'8  weg,  ohne  an  den  Namen  Galen  Anstoss  zu  nehmen.     Nun  berich- 


483,  II ,  506 ,  744 ,  fehlt  im  Index  S.  849 ;  Hagi  Khalfa  VII ,  1 1 50 ,  No.  5649).  —  In  F  l  ü  - 
ge  l's  Index  zu  Hagi  Khalfa  erscheinen  die  drei  Brüder  an  fünf  Stellen  ohne  gegenseitige 
Verweisung,  nämlich  Beta  Shokir  VII,  1057,  No.  2174;  Ahmed  ben  Musa  ben  Shakb*  p. 
1027,  No.  992  =  Ahmed  ben  Shakir  p.  1028,  No.  1017 ;  Hasan  ben  Musa  ben  Shakir  p.  1083, 
No.  ZibS und  Mohammed  ben  Mwtaj),  1160,  No.  6036  (wo  nicht  alle  Stellen  angegeben 
sind).  In  Wen  rieh's  Index  ist  p.  XXXIV  Muh.  b.  Musa  zu  streichen  und  auf  Abu 
Dechafar  p.  XXVI  zu  verweisen,  p.  201  u.  244  hinzuzusetzen.  —  Auch  eine  weiterge- 
hende Conjectur  mag  hier  möglichst  kurz  erledigt  werden.  Ein  Bearbeiter  des  X.  Bu- 
ches des  Euclid  und  Verfasser  von  Schriften  über  astronomische  Instrumente  u.  dgl., 
Abu  Dscha'afar  el  Khazin  (d.  h.  Bibliothekar  oder  Schatzmeister)  wird  genannt 
yon  el-Kifti  bei  Casiri  I,  408 ;  vergl.  Gartz  p.  16  mit  p.  !0,Anm.  17,  Nicoll  p.  262,  541, 
We  nr  ich  p.  187 ;  Hagi  KhalfaVIl,  1 109,  No.  4137,  wo  auch  die  Form  „al-Khazini" ;  vgl. 
Wöpcke  zu  Omar  el-Khayami  p.  103,  auf  welchen  auch  Flügel  im  Comm.  VII,  696  ver- 
weist. Das  Zeitalter  dieses  Autors  ist  nirgends  näher  untersucht ;  H a m  m  e  r  Litgesch. 
III,  V64,No.  1 163  (nachKifti,  ohne  Casiri  zu  citiren)  lässt  ihn  im  J.  218.  H.  blühen,  hinge- 
gen Litgesch.  VI,  429  (wo  der  arab.  Name  falsch  Chasin  mit  langem  i  und  kurzem  ä)  lässt 
er  ihn  um  46S  (1075)  sterben!  Seine  Quellen  sind  hier  Casiri  und  Sedillot's  Einlei- 
tung zu  Olug  Beg  p.  LXXXVIIIn.  CLIII,  wo  die  Jahreszahl  mit  beigesetztem  Frage- 
zeichen in  der  That  unbegründet  ist.  Ich  glaube  aber  ein  zwischen  beiden  Daten 
liegendes  Zeitalter  dieses  Autors  aus  einer  bisher  unbeachteten  Stelle  beweisen  zu 
können.  Nach  Kifti  (bei  Casiri I,  244,  247)  verfasst  Abu  Zeid  el-Balkhi  Etwas 
über  das  Buch  von  dem  Himmel  und  der  Welt  (so  heisst  bei  den  Arabern  das  Buch  ntQt 
xoapov)  des  Aristoteles  für  Abu  Dscha'afar  al  -  Khazin  (letzteres  lässt  Wenrich  p.  173 
weg).  Abu  Zeid  Ah  med  b.  Sah  1  aus  Balkh  starb,  nach  den  verschiedenen  Angaben 
bei //fl£fifAtf//tf  (zusammengestellt  bei  Flügel  VIF,  641),  zwischen  322  und  355  H. ;  die 
Hauptlesart  scheint  340  (951—2).  Diesen  Autor  nennt  Wüstenfeld  in  seinem  Ver- 
zeichnis« arab.  Geographen  (Zeitschr.  f.  vergl.  Erdkunde  I,  1842,  S.  30,  No.  25)  und 
Hammer  (IV,  283,  No.  2372)  unter  den  Philosophen  mit  dem  ungefähren  Jahre 
286  (898),  und  als  32.  Werk:  „Die  Auslegung  des  Buches:  die  Gestalten  (für:  For- 
men?) des  Himmels  und  der  Welt,  von  Ebu'l  Dschafar,  dem  Schatzmeister.  **  Die 
Quelle  anzugeben  hat  H.  vergessen.  Ferner  erscheint  derselbe  Ahmed  (Abu  Zeid) 
u.  s.  w.  bei  Hammer  V,  326,  No.  4091  unter  den  Geographen  zwischen  Autoren  der 
Jahre  945 — 948;  als  Quelle  wird  das  Buch  Fihrist  angegeben,  —  welches  im  Jahre 
987 — 8  verfasst  ist.  Hiernach  hat  Abu  Dscha'fer  wohl  gegen  Ende  des  IX.  oder  im 
X.  Jahrhundert  gelebt ,  und  kann  nicht  identisch  sein  mit  „Muhammed  b.  Musa 
dem  Bibliothekar  des  KhalifenMa'mun"  (letzterer  starb  834),  wie  Flügel  (H.  ATÄ.VII, 
942)  vermuthet ;  dieser  Bibliothekar  war  nämlich  der  Chowarezmier  (vgl.  Hammer  III, 
263,  No.  1158),  während  es  von  dem  Perser  Abu  Dscha'fer  ausdrücklich  heisst,  dass 
er  mehr  seinem  Vornamen ,  als  seinem  Namen  nach  bekannt  gewesen  (Wöpcke ,  zu 
Omar,  p.  3,  wohl  nach  Kifti;  vgl.  Hammer  III,  264). 
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tet  zwar  Honein  (bei  Wenrich  p.  250)  ganz  umständlich,  wie  „Abu  Dscha'- 
far  Muhammed  ben  Musa"  die  Commentare  des  Galen  zum  Buch  der  Epi- 
demie des  Hippocrates  zu  übersetzen  (oder  übersetzen  zu  lassen?)  ange- 
fangen, und  da  Honein  im  Jahre  873  starb,  und  ausdrücklich  (bei  Wenrich 
p.  35)  als  Uebersetzer  für  unseren  Muhammed  ben  Musa  bezeichnet  wird; 
so  kann  nur  von  diesem  die  Rede  sein,  dem  also  auch  die  Uebersetzung  der 
letzten  8  Bücher  von  Galen's  de  melhodo  medendi  bei  Kifti  (Wenrich  p.  244) 
gehört.  Auffallend  genug  bat  weder  Wüatenfeld  noch  Hammer,  welche 
beide  die  Geschichte  der  arabischen  Aerzte  des  Ibn  Abi  O'scibia  benutzten, 
Etwas  hierüber  vermerkt.  Jedenfalls  wird  bei  einer  geometrischen 
Figur  nicht  an  „Galen11  zu  denken  sein,  noch  an  das  sehr  unähnliche  Wort 
Heron  (arabisch  „  Jranu,  wird  freilich  von  dem  Beni  Musa  citirt),  sondern 
das  arabische  „Dschalinus"  ist  wohl  ans  Apoll onius  (dessen  Conica  Mu- 
hammed commentirte)  oder  Menelaus  verstümmelt;  im  letzteren  Falle 
wäre  an  die  Figur  seclor  zu  denken  (siehe  weiter  unten).  —  Als  11.  Werk 
nennt  el- Kifti  (ohne  besonderen  Autornamen):  de  Sphaerae  dimensione,  wie 
Casiri  richtig  übersetzt,  nicht  „Buch  des  Raumes  der  Erdkugel",  wie 
Hammer.  Dieser  Titel  dürfte  abgekürzt  sein  aus  dem  unseres  Schriftchens 
de  dimensione  figurarum  etc.,  zu  welchem  wir  nach  dieser  scheinbaren  Ab- 
schweifung zurückkehren. 

Auf  lateinische  Handschriften,  welche  die  verba  filiorum  Moysi  fi- 
lii  Sakir  enthalten,  hat  Chasles  wiederholt  hingewiesen;  die  Stellen  sind 
wiedergegeben  bei  Boncompagni,  Della  vita  e  dclle  opere  di  Leonardo  Pisano 
etc.,  Rom  1852,  p.61-<34,  und  in  desselben  Schrift  über  Gerard  vonCremona 
p.  64,  wo  die  Idendität  dieser  geometrischen  Schrift  mit  dem  Liber  trium 
fralrum  iraetatus  J.  im  Verzeichniss  der  Uebersetzungen  Gerard's  mit  Recht 
vermuthet  wird.  Doch  wird  es  nicht  tiberflüssig  sein,  die  betreffende 
Schrift  genauer  zu  präcisiren  und  gelegentlich  über  einige,  sich  fast  Überall 
anschliessende  Abhandlungen  Auskunft  zu  geben,  wobei  ich  verschiedene 
Durchzeichnnngen  von  Handschriften  benutze,  welche  ich  der  Liberalität 
des  Fürsten  Boncompagni  verdanke. 

Die  Ueberschrift  verba  filiorum  Moysi  filii  Sakir,  id  est  Maumeti,  Ameti, 
Asatht  oder  Afath  (in  Cod.  9335  richtig  Hasen)  darf,  wie  ich  glaube,  nur  auf 
den  unmittelbar  folgenden : 

Traclatus  de  mensuratione  superficierum  et  solidorum  in  primis  autem 
circuli  et  sphaerae 
bezogen  werden,  welcher  mit  den  Worten  beginnt:  Propterea   quod  vidimut 
quod  conveniens  est  necessitas  scientiae  mensurae  figurarum,  und  endet:   Qui 
vocet  ut  sciatur  demonstratio  super  operalionem  eius.     Completus  est  Über  etc. 

Man  vergleiche  mit  diesem  Titel  den  einer  Abhandlung  von  Thabit, 
welchen  Casiri  (I,  387,  Sp.  l)  übersetzt:  de  dimensione  Pianorum  omnium  et 
Solidorum  etc.,  Hammer  (IV,  349.  No.  16):  von  der  Messung  der  Flüchen  und 
Körper  in  der  Natur  u.  s.  w.  (!);  nach  dem  arab.  Texte  (bei  Casiri  I,  390,  Z.9) 


Von  M.  Steinschneider.  489 

'wörtlich:  Ueber  das  Maass  der  flachen  Figuren  und  der  andern  einfachen 
(Flächen)  und  der  körperlichen  Figuren,  und  über  die  Natur  der  Sterne  und 
ihren  Einfluss  (Letzteres  halte  ich  für  ein  besonderes  Werk).  —  Einen  glei- 
chen Titel  führt  eine  geometrische  Abhandlung  eines  Said  in  der  Hand- 
schrift des  Catalogus  Manuscr.  Angliae  II,  393,  No.  9260,  5:  de  scientia  figurarum 
superficialium  et  corporearum,  wenn  diese  Ueberschrift  nicht  aus  dem  Anfange 
entnommen  ist,  den  ich,  nebst  dem  Ende,  aus  der  Pariser  Handschrift  9335 
(Bl.  125  verso  Spalte  1)  in  der  Anmerkung  mittheile.'9)  Ich  habe  früher  in 
dem  Namen  Said  „Abuochmi"  den  Namen  Ibn  Ahmed  vermuthet  (D.  M. 
Zeitschr.  XVIII,  168),  aber  die  Lesart  Abuothmi  zu  Anfang  des  Pariser 
Cod.  bringt  mich  auf  die  Vermuthung,  dass  hier  Abn  Othman  Said  ben 
Jakub  der  Damascener  gemeint  sei,  von  welchem  sich  u.  A.  die  Ueber- 
setzung  des  Commentars  des  Valens  über  das  X.  Buch  des  Euclid  erhal- 
ten hat,  und  zwar  auch  in  einer  lateinischen  Uebersetzung.60) 

In  allen  3  pariser  Handschriften  folgt  auf  die  Abhandlung  der  drei 
Brüder  ein  kleiner ,  in  den  Catalogen  und  auch  bei  Libri  übergangener 
Anhang,  dessen  eigentliche  Ueberschrift  ich  hier  zuerst  aus  Cod.  9335  (Blatt 
63  verso  Spalte  1,  Zeile  16)  mittheile: 

Ute  modus  est  sufficiens  in  arte  heptagoni  cadeniis  in  circulo. 


59)  Anfang:  Sciat  quod  scientia  figurarum  superficialium  et  corporea- 
rum est  ut  noscas  quid  in  flgura  cuius  ttrea  queritur  ex  quantitate  nota  in  qua  nonvenerunt 
contineatur,  videlicet  in  flgura  superficiati  quontum  continetvr  ex  superficie  qundrata  equila- 
tera  et  orthogonia  in  omni  pfirte  cubitus  aut  alia  quantUas  in  qua  convenerunt  orthogonia  vero 
est  que  non  est  cwn  declinatione  etc.  Ende  (Bl.  126,  Spalte  l):  Pars  autem  seeunda  duarum 
primarum  partium  que  est  habentium  tantum  duo  tater a  eqiddMantia  diuiduntur  in  duas  partes 
scUicel  in  qwidratum  haben»  duo  latera  equalia  quod  est  quadratwn  lati  capitis  equale  et  in  qua- 
dratum  diversorum  laterum  quod  est  quadratwn  angusti  lati  capitis  diu  er 8  wn.  InteIHge.  Omni* 
preterea  figure  quadriiatere  tritt  quelibet  latera  cum  coniungnntur  sunt  reliquo  longius. 
Hec  ergo  sunt  ea  que  in  omni  contingunt  triangulo  quadrato.  —  Dieses  Schriftchen  hat  also 
nichts  gemein  mit  der  anonymen  (ins  Hebräische  übersetzten)  Ausführung  der  Algebra 
des  Muhammed  ben  Musa. 

60)  Die  Pariser  Handschrift ,  in  welcher  C  h  a  s  1  e  s  den  Namen  T  r  i  n  i  u  s  (für 
Iran,  Her.o,  oben  Anm.  22)  gefunden  zu  haben  glaubte,  enthält  offenbar  ein  Fragment 
dieses,  von  WÖpcke  (Essai  d'une  restit.)  morst  bekannt  gemachten  Commentars!  (Siehe 
Hebr.  Bibliogr.  1862,  S.  92,  Anm.  19).  Die  verschiedenen  Versionen  über  Abu 
Othman' 8  Uebersetzung  von  Büchern  des  Euclid  hat  schon  Gartz  1.  c.  p.  17  gesam- 
melt, —  die  Berichte  über  Euclid  lauten  überhaupt  verschieden,  siehe  z.  B.  D.  M. 
Zeitschr.  XVII,  243.  Euclid  wird  unter  Abu  Said  übergangen  nicht  blos  bei  Wüsten  - 
f  eld,  Gesch.  der  arab.  Aerzte  S.  20,  §.  48,  sondern  seihst  bei  Flügel,  Dissert.  1.  c. 
p.l9No.37.  Ueber  andre  Schriften  oder  Uebersctzungen  siehe  Wenrich  p.  XXVIH; 
Hagi  Khalfa  VH,  1195,  No.  7293;  über  die  Theologie  vgl.  Steinschneider,  Zur 
pseudepigr.  Lit.  S.  11  n.  Hebr.  Bibliogr.  1863,  S.  107;  vgl.  Catal.  libror.  hebr.  p.  1121. 
Hammer,  Litgcsch.  HI,  272,  No.  1190  versetzt  ihn  ins  Jahr  768,  dagegen  IV,  379, 
No.  2493  am  941,  da  er  schon  302  H.  =  914  von  Ali  ben  Isa  dem  Spital  vorgesetzt  wurde. 
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Diese  Piece  beginnt:  Sit  ergo  circulus  a  b.  d.  in  circuitu  ceniri  g.  und  en- 
det :  El  illud  est  quod  declarare  voluimus. 61) 

Hierauf  folgt  eine  Abhandlung  de  proporlione  et  proportionalilate,  deren 
Verfasser  in  Cod.  7225  A.  u.  Mazarin  1256  Araet  filius  Moysis  h eiset. 
Hiernach  wäre  an  den  einen  der  obigen  3  Brüder  zu  denken,  welcher  bei 
Ibn  Junus  (Delambre,  Bist,  de  fasir.  du  moyen  äge  p.  86,  Anno  951 — 2,  n.  p.  09) 
den  Beinamen  Abu'l  Kasim  fübrt.  Es  ist  aber  sehr  wohl  möglich  und 
mir  wahrscheinlich,  dass  gerade  die  Verbindung  mit  obiger  Schrift  des  gelehr- 
ten Triumvirats  den  Zusatz  filius  Moysis  veranlasst  hat.  Es  findet  sich  näm- 
lich dieselbeAbhandlung  in  drei  anderen  Handschriften,  und  zwar  in  Florenz« 
im  Kloster  St.  Marco  Cod  184, w)  in  der  Bodleiana,  Cod.  Ashmol.  No.  357, u 
(p.  269  in  Black' 8  Catalog  dieser  Sammlung,  oder  Calal.  MSS.  Angliae  I,  316, 
No.  6644)  und  in  dem  oft  erwähnten  Pariser  9335,  Bl.  64,  Sp.  2.  In  diesen 
3  Handschriften  heißet  der  Verfasser  Am  et  filius  Joseph  i.  Unter  dem 
Namen  AbuiafarAmetfil.  Josepbi  findet  sich  eine  Epistola  de  arcubus 
similibus  in  der  Pariser  Handschrift  9335,  Bl.  30,  Spalte  1  bis  Bl.  31  verso 
Spalte  2,  über  welche  ich  noch  nichts  Näheres  angeben  kann;  aber  jeden- 
falls ist  sie  identisch  mit  dem  ohne  Autornamen  im  Verzeichniss  der  Ueber- 
setznngen  Gerard's  aus  Cremona  (als  7.)  angeführten :  Liber  de  arcubus 
similibus  tractatus  I.  (wohl  auch  sonst  anonym  in  Handschriften  zu  finden), 
so  wie  die  andere  Abhandlung  in  demselben  Verzeichniss  hinter  dem  Liber 
trium  fralrum  als  Liber  ameti  de  proportione  et  proportionalilate  Iractalus  I  er- 
scheint; vergl.  auch  'das  dem  Verzeichniss  vorangehende  Encomium  (bei 
Boncomp.  p.  4),  wo  es  heisst:  El  sie  de  utroque,  de  scientia  videlicet  et  ydio- 
male  confisus,  quemadmodum  harnet us  in  epistola  sua  de  proportione  et  propor- 
tionalitale  refert  (opporlet  ut  interpres,  preler  excellentiam  quam  adeplus  est 
es  noiilia  lingue  de  qua  et  in  qua  [lies  quam,  das  Facsimile  hat  das  Nasalzei- 
chen] artis  quam  transfert  scientiam  habeat)  etc.  Die  Person  des  Ahmed  ist 
an  beiden  Stellen  nicht  durch  den  Namen  des  Vaters  näher  bestimmt;  ich 
komme  darauf  zurück,  nachdem  ich  noch  über  diese  Schrift  Einiges  heran* 
gebracht. 

Der  Anfang  derselben  stimmt  gegenseitig  in  den  näher  beschriebenen 
Handschriften ,  und  wohl  auch  in  allen  übrigen.  Sie  beginnt  nämlich  mit 
einem  Prologus,  der  auf  Euclid  Bezug  nimmt. n)     Das  Ende  dieses*  Prologs 

61)  Boncompagni,  della  vita elc,  di Leonardi  p.  65.  In  der  Beschreibung  des 
Cod.  Masarin  1256,  das.  p.  64,  werden  als  Schlnss werte  dieser  Abhandlang  irrthämlich 
diejenigen  angegeben,  welche  den  Prolog  des  Ahmed  in  der  gleich  zu  nennenden  Abb. 
de  proportione  etc.  beschliessen. 

62)  Dies  ersah  ich  zunächst  ans  der  Beschreibung  dieser  Handschrift  bei  Bon- 
compagni, delle  verstörte  fatte  da  Piatone  Tiburtino,  p.  35. 

63)  Ich  gebe  hier  den  Anfang  des  Prologs ,  den  ich  bei  einer  andern  Gelegenheit 
▼ollständig  mittheile,  nach  der  Florentiner  Handschrift  Bl.  90  und  den  3  Pariser  Hand- 
schriften, unter  welchen  0335  allein  correct  ist:  Jam  respondi  tibi  ut  »das  quodqwsi- 
vistl  de  causa  geometrice  proportionis  et  eius  essentle  et  proportionalitatis  et  casum 
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lautet :  et  ne  extlmet  (existimel)  quod  per  eam  possit  pervenire  ad  aliquam  rem 
(quam  querit).  Dann  folgt  der  Anfang:  Jncipiamus  ergo  loqui  de  proportione  et 
proportionalitate.  Von  da  ab  reicht  mein  Material  nicht  aus,  um  das  Ver- 
hältniss  genauer  anzugeben.  In  Cod.  Mazarin  lautet  das  angebliche  Ende: 
ne  qui  hanc  considerai  epislolam  scientia  sit  vacuus.  Es  folgt  aber  noch  eine 
Abhandlung^  anfangend: 

Arsanides**)  quoque  ponderum  (pro  pondere,  diese  2  Worte,  wahr- 
scheinlich irrig,  fehlen  in  Cod.  7225)  proporcionalitatem  diffinivit,  endend :  sie 
kabes  duos  inter  duos ,  in  73  gezählte  Paragraphen  getheilt.65)  Zur  Unter- 
scheidung von   einem  Schriftchen  des  Kindi  über  denselben  Gegenstand 

earum,  et  quod  voluit  Euclides  de  multiplieibus  que  eis  assumuntttr,  et  sue  pretermis- 
sionis  t  ext  us  tocius  quod  plane  convenit  ad  divisionem  eins  in  libro  suo  qui  vocatur  e le- 
rn entor  um  Hb  er.  Et  licet  ab  eius  conscriptione  prius  fuerim  teritus  ne  aspicientibus  reprehen- 
sio  et  male  exponentibus  in  ipso  timeretur  et  voluerim  iltud  agere  affuermt  michi  tarnen  queren- 
tium  indagacio  et  studentium  inqtasicio  q  me  ad  declarationem  figure  döetrine  despecte  in  hoc 
opere  compulerunt. 

64)  Offenbar  ist  hier  Archimedes  gemeint;  vgl.  oben  unter  6,  7. 

65)  Ich  habe  den  Fürsten  Boncompagni  ersucht,  diese  Abhandlung  näher  unter- 
suchen zu  lassen,  namentlich  ob  sie  im  Zusammenhang  stehe  mit  dem  von  Thabit 
übersetzten  Fragment  des  Comm.  des  Eutocius  zu  Archimedes  über  Sphäre  und  Cy- 
linder  Buch  II,  Prop.  2  (oder  3?)  „über  2  Linien  zwischen  2  Linien ,  welche  in  conti- 
nuirlicher  Proportion  stehen  ".  Dieses  Fragment ,  aus  1 8  F  i  g  u  r  e  u  bestehend,  giebt 
die  Lösung  von  11  alten  Geometern,  deren  Namen  Wöpcke  (zu  Omar  p.  XIII)  aus 
der  Pariser  Handschrift  Suppl.  552  (oder  44 ,  Bl.  191 ,  siehe  dessen  Essai  d*une  restit. 
p.  13)  angiebt,  und  wonach  die  Beschreibung  des  offenbar  identischen  Codex  Escurial 
bei  Casiri  I,  382  (bei  Wen  rieh  p.  105)  zu  berichtigen  ist.  Unter  diesen  Namen 
befindet  sich  Plato  (vgl.  Wöpcke  1.  c.  p.  94  und  den  Commentar  des  Valens  in  des- 
selben Essai  p.  34 ,  die  Araber  nennen  ein  Buch  Plato's  de  proportionibus  und  über 
Geometrie,  siehe  Wenrich  p.  121  —7),  Philo  der  Byzantiner  (bei  Casiri  Philemon), 
bestätigend  diese  Lesart  bei  HagiKhalfa  I,  401 ,  wo  er  als  Mechaniker  erscheint  (Va- 
rianten VII,  613;  diese  Stelle  nachzutragen  im  Index  p.  1196,  No.  7316)  und  Nico- 
med  es,  in  einer  corrumpirten  Form ,  welche  offenbar  identisch  ist  mit  Sumidas 
(über  Spirallinien)  bei  Casiri  I,  382,  wofür  Wenrich  (p.  197,  vgl.  p.  194)  Archi- 
medes vermnthet.  Ueber  „Aristones"  siehe  oben  Anm.  40.  Zu  untersuchen  wäre 
der  in  der  bodleian.  Handschrift  den  Text  begleitende  Commentar  des  Eutocius, 
dessen  Uebersetzer  nicht  genannt  ist,  während  der  anonyme  Bearbeiter  bei 
Wöpcke,  zu  Omar  p.  103,  ausdrücklich  Ishak  ben  Hon  ein  angiebt  (oben  Anm.  35); 
vgl.  auch  die  Nachricht  von  einer  hebr.  oder  arab.  Handschrift  des  Commentars  über 
beide  Bücher  in  der  Hebr.  Bibl  iogr.  1864,  S.91  —  92,  Anm.  17— 18.  —  Das  er- 
wähnte ,  von  Thabit  übersetzte  Fragment  scheint  mir  ausserdem  die  Veranlassung  ge- 
worden zu  sein,  dass  man  dem  Eutocius  eine  Abhandlung  „über  die  beiden  Li- 
nien" beilegte,  welche  Thabit  übersetzt  haben  soll  (Wenrich,  p.  198;  Chwol- 
sohn,  Ssabier  I,  S.  556,  erwähnt  den  Commentar  des  Eutocius  gar  nicht).  Dasselbe 
Thema  behandelten  u.  A.  Hasan  ben  Musa  ben  Schakir  (Cotfiril,  418;  Hammer 
IV,  311)  und  ein  „Abu-Tahir"  (siehe  die  Analyse  bei  Sedillot,  Materiavx  p. 
874).  Mir  ist  im  Augenblick  kein  Mathematiker  dieses  Beinamens  bekannt,  als  der 
■panische  Geometcr  des  XII.  Jahrh.  MnhammedbenAbdel-Aziz,  aus  welchem 
Casiri  (I,  365)  Auszüge  über  Maasse  und  Gewichte  gegeben. 
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gebe  ich  auch  dessen  Anfang66).  —  Der  Schluss  des  Ahmed  in  Cod.  Ashmol. 
lautet  bei  Black:  „est  sufficiens  et  tuior  bonus.  FiniL  epist.  Ameli  filii  Josefi 
(sie)".  Hier  liegt  offenbar  eine  der  Schlussformeln  vor,  die  willkürlich  in 
einzelnen  Handschriften  zugesetzt,  oder  in  anderen  weggelassen  sind,  die 
aber  leider  von  den  Catalogisten  nicht  in  der  Weise  beachtet  zu  werden 
pflegen,  dass  der  eigentliche  Schluss  des  Buches  vorangesetzt  würde.  Aus 
dem  Cod.  St.  Marco  habe  ich  den  in  der  Anmerkung87)  mitgetheilten  Schluss 
in  einem  Facsimile  vor  mir. 

Wer  ist  aber  Abu  Dscha'far  Ahmed  ben  Jnsuf?  Nachdem  ich 
vor  20  Jahren  zuerst  die  unrichtigen  Combinatiouen  bei  Casiri  und  Wenrich, 
später  auch  ähnliche  bei  Nicoll  beleuchtet,68)  wird  es  wohl  hier  angemessen 
sein,  alle  Nebenforschungen  abzuschneiden  und  das  neuerdings  bereicherte 
Material  einfach  in  ein  Verzeichniss  von  Schriften  zu  verwandeln,  deren 
Verfasser  mir  identisch  scheint,  und  daraus  das  Zeitalter  desselben  zu  er- 
mitteln. Ich  beginne  mit  den  von  el-Kifti  (schon  bei  Casiri  I,  372,  vergl. 
Hammer  III,  266,  No.  1142)  erwähnten  Schriften  eines  „Ahmed  ben  Jusuf". 

1.  De  proporiione  et  proportionalüate  (arabisch  fi  'nnusbe  tve*tlenasib\  so 
übersetzt  Gerard,  richtiger  als  Casiri  („de  ChronoJogta  ei  Genealogia" !) 
und  Hammer  („Buch  des  Bezugs  und  Verhältnisses"). 

2.  Commentar  über  das  Centiloquium  (xe^no?,  arabisch  Thamere)  des 
Ptolemäus.  El-Kifti  bezeichnet  diese  Schrift  als  eine  astrolo- 
gische —  de  judieiis  astrorum  — ,  Casiri  lässt  das  weg,  Hammer 
trennt  es  ab  und  zählt:  „2.  das  Buch  (!)  der  Gestirne,  3.  Commen- 
tar der  Frucht  (!)  des  Ptolemäus".  —  Diesen  Commentar  erwähnt 
auch  Fitigel  (Dissert.  p.  34,  No.  76),  ohne  nähere  Nachweisung.  Er 
ist  nicht  blos  in  der  hebr.  Uebersetzung   des  Kalonymos   vom 


66)  Proportio  est  duttrum  qwntitatum  eiusdem  generis  ad  se  invicem  habitudo :  Cum 
duarum  quaniitatum  eiusdem  generis  una  dioidit  aliam  quod  exit  (!)  dieitur  deno(mina)(io  pro- 
pordonis  dioisae  ad  divift entern :  proportionetn  produci  {?)  aut  componi  ex  proportionibus  est 
denomtnationem  produci  ex  denominationibus,  proportionetn  dividi  per  proportionem  aut  divi- 
dentem  abire  (?)  ex  dioidenda  est  denominationem  diüidendae  dividi  per  denominationem  divi- 
dentis.  Dieses  Schriftchen  ist  enthalten  in  Cod.  Boncomp.  265,  Fol.  25  —  34  (siehe 
Nardncci,  Catalogo  di  Manoscritti  ora  posseduti  da  D.  Bald,  Boncompagm,  Borna  1862, 
p.  120,  wo  für  tract.  aureus  lies  unicus).  In  dem  weitläufigen  Verzeichniss  der 
Schriften  Kindi's  in  F 1  üg  e  l's  Monographie  finden  sich  folgende,  an  unsere  Abhandlung 
kaum  streifende  Titel:  S.  23,  No.  41  Abhandlung  über  die  Formen  (oder  Verschieden- 
heiten) der  Proportionen  und  Zeiten;  S.  26,  No.  110:  Abhandlung  über  die  Proportio- 
nen der  Zeit,  d.h.  über  die  nach  den  Jahreszeiten  veränderlichen  Verhältnisse  der 
Zeit  (diese  Erklärung  gehört  Flügel  an) ;  S.  32,  No.  204  Abhandlung  über  die  (nach  den 
verschiedenen  Jahreszeiten  verschiedenen)  Proportionen  der  Zeit.  Der  arabische  Text 
eu  beiden  letzteren  ist  derselbe. 

67)  . .  libri  quinti  eucl idis,  Sed  am  lue.  sunt  duae  quantitates,  S.  ba.  mtet.  medietas 
drculi ....  proportio  ab.  ad  medietates  ctreuli  bgd.  et  hoc  est  ec\.  et  ülud  e.  (so)  Expteta  est 
epistola  ameti  de  proporiione  et  proportionalitate  ec\  (so). 

68)  Catatogus  Codd.  hebr.  Bibl.  Lugd.  Batav.  (1858)  p.  368. 
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Jahre  1314  handschriftlich  erhalten,  welcher  den  vollen  Namen: 
Abu  Dsch.  Ahmed  b.  Jusuf  ben  Ibrahim  angiebt,69)  sondern 
auch  in  einer  lateinischen  Uebersetzung,  welche  unter  dem  Namen 
des  Haly  Rodoam  (d.  i.  Ali  Ibn  Ridhwan)  gedruckt  ist,  wahr- 
scheinlich wegen  des  Letzteren  Commentar  zum  Quadripartüum  des 
Ptolemäus.  Der  lateinische  Uebersetzer  ist  wahrscheinlich  PI  ato 
ans  Tivoli  (1116);  siehe  D.  M.  Zeitschr.  XVIII,  124,  Anm.  9. 

3.  Eine  Abhandlung  de  arcubus  consimilibus  in  arabischer  Sprache  be- 
findet sich  in  Cod.  Bodl.  94!  bei  Uri,  nach  der  Ergänzung  Pusey'a 
(p.  602) ^  offenbar  ist  sie  das  Original  von  Gerard's  oben  erwähn* 
ter  Uebersetzung.     Der  Autorname  ist  dort  vollständig. 

4.  Eine  Abhandlung  über  die  allgemeine  Scheibe  (des  Astrolab's) 
enthält  derselbe  arabische  Codex,  aber  in  schlechtem  Zustande, 
ebenso  wie  3. 

5.  Eine  Abhandlung  über  astrologische  Wühlerei  {Electiones)  von 
„Ahmed  ben  Jusuf "  erwähnt  Hagi  Khalfa  I4  199,  No.  267;  —  der 
Autor,  im  Index  VII,  1028,  No.  1041,  ist  also  identisch  mit  dem  des 
folgenden  Buches. 

6.  Einen  blosen  Titel  Husn  el-Ukbä,  nach  Flügel:  Pulchritudo  com- 
pensationis,  nach  Hammer  (111,241  unter  Kindi):  Schönheit  des 
guten  Endes,  erwähnt  H,  Kk.  III,  68,  No.  4509  mit  den  vollen  4  Na- 
men (Index  VII,  1109,  No.  4134).  Der  Inhalt  ist  fraglich,  aber 
aus  einem  Citat  des  Ibn  Abi  O'seibia  (bei  Flügel,  AI -Kindi  S.15) 
ersehen  wir,  dass  Ahmed  in  diesem  Schriftchen  nach  dem  Zeug- 
nisse des  Arithmetikers  (oder  Calculators?)  AbuKamil  Schodscha  etc. 
von  den  Angriffen  der  Brüder  Ahmed  und  Muh  am  med,  Söhne 
Musa's  Ben  Schakir,  auf  al-  Kindi  unter  der  Regierung  Mutewek« 
kil's  erzähle  (cf.  Nachtrag  S.  498). 

7.  Zweifelhaft  ist  die  Identität  des  Ahmed  ben  Jusuf  ben  Ibrahim, 
Verfasser  von  Ohud  el-Junanijje,  Cod.  Par.  921  bei  Herbelot  s.  t\; 
da  dieses  Buch  ethische  Sentenzen  von  Plato  und  Aristoteles  ent- 
halten soll. 

Aus  No.  6  kann  man  schliessen,  dass  der  Verfasser  nicht  vor  Ende  des 
IX.  Jahrhunderts  gelebt  hat.  Zu  Ende  von  No.  2  (lat.  Uebers.)  ist  vom 
Jahre  392  H.  (100J  —2)  die  Rede. 

Kehren  wir  nun  nach  diesem  kleinen  Excurse  zur  Schrift  der  3  Brüder 
über  die  Mensuration  zurück,  um  ihr  Verhältniss  zur  griechischen  Geo- 
metrie und  ihre  mögliche  Bedeutung  als  Mittelglied  für  die  Geschichte  die- 
ser Wissenschaft  hervorzuheben.  In  einer  Anzeige  der  von  Boncompagni 
herausgegebenen  Geometrie   des  Leonardo  Pisano  (Fibonacci)  in  der 


69)  Auch  „Ahmed  b.  Josef u  in  Excerpten  oder  Citaten,  siehe:  Zur  pseudopigr. 
Lit.  S.  29,  Anm.  4. 
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Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik  (IX.  Jahrg.,  4.  Heft)  wird  darauf 
hingewiesen,  dass  wir  vielleicht  in  jener  Schrift  die  Mittelquelle  finden, 
durch  welche  die  Geometrumena  des  Heron  zur  Kenntniss  Leonardo's  ge- 
langten.70) Die  gewünschte  Herausgabe  derselben  dnrch  Boncompagni 
wird  hoffentlich  erfolgen,  sobald  er  einige  andere  Publicationen,  namentlich 
die  vermehrte  und  verbesserte  Separatausgabe  seiner  grossen  Abhandlung 
über  die  italienische  Arithmetik  vom  Jahre  1478  (welche  der  letzte  Band 
der  AUi  dell  Acad.  Ponlif.  dei  nuovi  Lincei  enthielt)  beendet  hat.  Es  sei  mir 
nur  noch  gestattet,  auf  ein  anderes  Werk  hinzuweisen,  dessen  Vergleichung 
mit  der  Geometrie  des  Fibonacci  durch  einen  Sachkundigen  wünschenswerth 
scheint,  nämlich  Über  Embadorum  des  „Savosorda",  dessen  hebräisches 
Original,  von  Abraham  bar  Chijja  verfasst,  nunmehr  in  mehreren  Ex- 
emplaren, und  zwar  in  zwei  etwas  abweichenden  Recensionen,  unter  Andern 
in  zwei  Münchener  Handschriften  zugänglich  ist,  in  denen  ich  dieses  Werk 
erkannte,  sowie  auch  mehrere  Handschriften  der  lateinischen  Uebersetzung 
des  Flato  aus  Tivoli  vorliegen,  welche  bei  Lebzeiten,  vielleicht  unter 
Mitwirkung  des  Verfassers  selbst  gemacht  sein  dürfte.  Die  wenigen  Stel- 
len, welche  ich  aus  dieser  Uebersetzung  vergleichen  konnte,  schliessen  sich 
dem  Inhalte  nach  dem  hebräischen  Text  genau  an. 

ad  17  u.  18)  Thabit  und  Nasir  ed-Din  Tusi:  de  figura  sectore.  Ueber 
diese  Schriften  darf  ich  im  Allgemeinen  auf  meinen  dritten  Brief  an  Boncom- 
pagni verweisen,  und  die  Resultate  hier  kurz  zusammenstellen.  Sie  behan- 
deln die  Figur,  welche  entsteht,  wenn  zwei  Bogen  sich  schneiden  in  dem 
Winkel,  welcher  gebildet  wird  durch  zwei  Bogen  von  grössten  Kreisen. 
Diese  Grundlehre  der  mittelalterlichen  Trigonometrie  wird  zu  Anfang  des 
III.  Buches  des  Menelaus  behandelt,  und  ist  wahrscheinlich  ihm  entlehnt 
von  Ptolemäus  (Almagest  I,  12),  wie  Halley  zu  Menelaus  p.  62  bemerkt. 
Derselbe  fügt  hinzu,  dass  die  Araber  diese  Kegel,  welche  sie  Regula  int  er- 
seclionis  nennen,  in  vielen  Schriften  behandelten,  auch  die  europäischen 
Mathematiker  mit  der  Sache  den  Namen  entlehnt,  und  über  die  Figur  Calha 
schrieben,  wie  z.  B.  der  Engländer  Simon  de  Bredon  (in  Handschriften 
auch  Simon  Biridanns)  um  1350. 71)  Die  richtige  Form  ist  aber  Kaiia 
(oder  Kaiiha),  und  die  Bedeutung  seclor.  Die  uns  näher  bekannten  Schrif- 
ten über  diesen  Gegenstand  beziehen  sich  in  der  That  ausdrücklich  auf 
Menelaos  oder  Ptolemäus,  und  in  diesem  Umstände  lag  wohl  die  Veranlas- 
sung zum  Anschluss  der  obigen  Schriften  an  die  „  mittleren ". 

Das  arabische  Original  der  Schrift  Thabit's  findet  sich  im  Escurial 


70)  Dass  Heron  von  den  Söhnen  Mosa's  ausdrücklich  angeführt  werde ,  hat  schon 
Chasles  hervorgehoben  (vergl.  auch  mein  Vorwort  zu:  „ Mischnat ha- Middot ,  die 
erste  geometrische  Schrift  in  hebräischer  Sprache  nebst  Epilog  der  Geometrie  von 
Abraham  bar  Chijja41,  Berlin  1864,  S.  V,  Anm.  12).    Vergl.  auch  8.  489,  Anm.  60. 

71)  Halley  spricht  von  mehreren  bodleianischen Handschriften;  im  Catal.  JfSS" 
Angliae  finde  ich  keine. 
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Cod.  967,*  und  in  Paris  Suppl.  952,*;  die  hebrÄische  Uebersetzung  des  Ka- 
louymos  ben  Kalonymos  vom  Jahre  1313  in  der  Bodleiana,  Cod.  Hunt.  96. 
Eine  lateinische  Uebersetzung,  wohl  die  des  Gerard  von  Cremen»,  enthält 
die  Pariser  Handschrift  7377  B.  Ich  bin  in  dem  dritten  Briefe  an  Bon- 
compagni  (p.  29)  auf  die  Vermuthung  gekommen,  dass  das  in  Venedig  1518 
zweimal  gedruckte  anonyme  Schriftchen  de  figura  seclore  vielleicht  das 
des  Thabit  sei,  und  ich  bat  den  Fürsten,  einen  Abdruck  derselben  anzu- 
hängen, was  er  mit  seiner  allzeitigen  Bereitwilligkeit  auch  that;  da  ich  aber 
dies  Schriftchen  niemals  vorher  gesehen ,  so  bin  ich  erst  nach  Abdruck 
meines  Briefes  in  die  Lage  gekommen,  diejenigen  Untersuchungen  zu  ver- 
anlassen, welche  die  sehr  fragliche  Identität  zu  entscheiden  vermögen, 
aber  bis  jetzt  noch  nicht  ausgeführt  werden  konnten.  Es  sei  hier  nur  her- 
vorgehoben, dass  der  Verfasser  zunächst  auf  Ptolemäus  sich  bezieht. 

AbuMuhammed  Dschabir  Ihn  Aflah  aus  Sevilla,  bekannt  unter  dem 
Namen  „Geber"  (um  1100),  welcher  von  der  Anwendung  dieser  Figur  bei 
Ptolemäus  spricht,  in  der  Einleitung  zu  seinen  von  Gerard  von  Cremona 
übersetzten  IX  Büchern  der  Astronomie  (bei  Delambre  p.  179) ,  hat  auch 
eine  kleine  Monographie  über  die  in  Menelaos  vorkommenden  Figuren 
verfasst,  welche  sich  nur  in  der  hebräischen  Uebersetzung  eines  Ungenann- 
ten erhalten  hat;  die  Anfangsworte,  die  ich  aus  der  einzigen  bekannten 
bodleianischen  Handschrift  vor  mehr  als  10  Jahren  notirt  habe,71)  sind  leider 
unverständlich.  Es  scheint,  dass  von  18  Figuren  die  Rede  sei,  welche 
Thabit  in  Bezug  auf  jene  Figur  erläutert  habe,  und  dass  Dschabir  diesel- 
ben in  einer  angemesseneren  oder  leichteren  Anordnung  beweisen  wollte. 

Pass  dieses  Schriftchen  mit  dem  der  3  Brüder  über  die  Mensuration 
der  Flächen  und  körperlichen  Figuren  —  worin  18  Figuren  vorkommen  — 
irgendwie  zusammenhänge,  wie  ich  im  3.  Briefe  (p.  30)  angedeutet,  lasse  ich 
nunmehr  dahingestellt.  Hingegen  habe  ich  oben  (S.  487)  auf  eine  Schrift 
des  Muhammed  b.  Musa  über  eine  Figur  des  „Galen u  hingewiesen,  wo 
vielleicht  Menelaos  zu  lesen,  und  an  den  sector  zu  denken  ist,  wie  auch 
(S.475)  eine  hebräische  Abhandlung  nachgewiesen  worden,  welche  die  Lehr- 
sätze des  Isak  Israeli  daraus  ableitet. 

Nasir  ed-Din  Tusi  hat  nach  dem  ausdrücklichen  Zeugnisse  Hagi 
Khalfa's  (V,  212)  eine  Abhandlung  in  5  Büchern  über  den  sector  zuerst 
persisch  geshrieben,  dann  arabisch  übersetzt.  Es  kann  daher  keinem 
Zweifel  unterliegen,   dass   diese  Abhandlung  den  Schluss  der  beiden  bod- 


72)  Siehe :  Zar  pseudepigraphischen  Literatur  S.  73,  wo  die»Nachrichten  über 
diesen  Astronomen  gesammelt  sind.  Ich  trage  hier  nach,  dass  Averroes  in  seinem 
Compendium  des  Almagest  (hebräische  Uebersetzung,  Handschrift  München  31, 
Fol.  101  verso)  dem  Dschabir  Ibn  Aflah  den  Vorwarf  macht,  dass  er  in  Bezug 
anf  die  Stellung  von  Venus  und  Merkur  falsche  Bemerkungen  gegen  Ptolemäus 
vorbringe. 
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leianischen  Handschriften  bilde,  in  welchen  freilich  anstatt  der  in  der  Vor- 
rede erwähnten  5  Bücher  7  erscheinen,  obwohl  die  arabische  Bearbeitung 
eine  abgekürzte  des  persischen  Originals  ist. 
B  e  r  1  i  n ,  im  Februar  1805. 


Nachtrag  (vom  October  1865). 

Seitdem  obige  Abhandlung  abgefasst  und  abgesendet  worden,  hatte  ich 
Gelegenheit,  manches  Einzelne  weiter  zu  untersuchen  und  durch  neue 
handschriftliche  Mittel  auch  manche  Vermuthung  zur  Gewissheit  zu  erheben. 
Ich  beschränke  mich  jedoch  im  Nachfolgenden  auf  einige  Bemerkungen 
über  die  drei  Brüder  (S.  486— 7),  aus  einer  zu  erwähnenden  Veranlassung. 

Von  den  bisher  im  Text  bekannten  arabischen  Quellen  scheint  fast 
Alles  zurückzuführen  auf  el-Kifti,  dessen  verkürzter  Text  bei  Casiri  I, 
417,  und  so  abgedruckt  bei  S  e  d  i  1 1  o  t  (Proleg.,  lnirod.  p.  XXI,  ohne  Varian- 
ten aus  der  Pariser  Handschrift).  Die  Ergänzung  aus  der  Wiener  Hand- 
schrift bei  Flügel  (Dissert.  p.  30,  cf.  p.  10)  betrifft  fast  nur  den  Vater,  und 
ist  wesentlich  enthalten  in  dem  auszüglichen  Excerpt  bei  Bar-Hebräus  (p. 
183  der  lat.  Uebersetzung  Pocock's).  Aus  Casiri  übersetzt  De  Kossi, 
Bizion,  stör,  degli  autor.  arab.  p.  146.  Mit  Eifti  stimmt  auch  Ibn  Khalli- 
kan  No.  718  (III,  322  der  engl.  Uebersetzung  Slane's);  jedoch  hat  er  den 
Beinamen  Abu  Abd  Allah  (und  wohl  daher  Wüstenfeld,  oben  Anm.  33), 
den  aber  wieder  fallen  lässt  Abulfeda  (Annales  mosL  II,  24],  vgl.  711),  ob- 
wohl er  schliesslich  (p.  243)  ausdrücklich  Ibn  Khallikan  als  Hauptquelle 
bezeichnet;  vgl.  auch  Coiebrooke,  Essays  11,518.  Mit  unserem  identisch 
ist  wohl  Muh.  ben  Musa,  genannt  el-Dschelis  bei  Hammer  III,  263,  No. 
1159,  nach  el-Kifti  (unter  welchem  Artikel?);  das  geht  aus  Bar-Hebräus  p. 
161  hervor,  und  hat  Pocock  mit  richtigem  Takt  im  Index  unter  Abu  Jaa- 
fer  und  Mohammed  ben  Musa  gegenseitig  verwiesen.  —  Die  Mechanik  er- 
wähnt auch  Ibn  Khaldun  bei  Wöpcke:  Recherches  etc.  I,  p.  12.  —  Einen 
Lehrsatz  aus  der  Epistola  tr.  fratr.  erläutert  Kinkelin  in  Grüneres  Ar- 
chiv XXIX,  186.  Näheres  werden  wir  hoffentlich  bald  von  Hrn.  Dr.  Curtze 
erfahren,  welcher  sich  mit  einer  interessanten  Handschrift  der  Gymnasial- 
bibliothek in  Thorn  beschäftigt,  worin  sich  ausser  dem  Hb  carastonis  auch  diese 
Epistel  und  Camp  an  i  tract.  de  figura  sectore  befindet,  letzterer  Tract.  iden- 
tisch mit  dem  oben  (S.  495)  erwähnten,  wodurch  meine  Combination  mit 
Thabit  sich  wohl  erledigen  wird.  —  Eine  Stelle  über  die  Bearbeitung  des 
Apollonius  theilt  aus  dem  Commentar  des  Schirazi  mit  Pusey  p.  600, 
eine  .andere,  aus  Filmst,  Wöpcke  Essay  p.  2.  —  Bei  dieser  Gelegenheit 
ergänze  ich  meine  Vermuthung  über  den  angeblichen  Galenus  (oben  S. 
487,  495)  durch  eine  Hinweisung  auf  Chwolsohn  1.  c.  I,  561,  wo  der  Ver- 
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fasser  der  Abhandlung  de  ratione  sectionis  (Apollonins)  im  Arabischen 
Adschalinus  heisst.  Uebrigens  hat  C  h  w  o  1  s  o  h  n  übersehen,  dass  eine  selbst- 
ständige Schrift  Thabit's:  „Ueber  die  Messung  des  Schnittes  der  Linien  " 
auch  bei  el-Kifti  vorkommt;  Casiri  (1,388)  übersetzt  unrichtig :  de  linearum 
sectione  ei  dimensione,  Hammer  (IV,  350,  No.  67):  Buch  der  Messung  des 
Durchschnittes  der  Linien.  Das  Wort  „  Messung  "  scheint  hier  überflüssig 
und  das  Wort:  „proportionata"  zu  fehlen. 

Nachdem  diese  Abhandlung  mehrere  Monate  in  den  Händen  der  Redaction 
war,  kam  ich  zufällig  darauf,  dass  Abu  Dscha'fer  el - Khazin  (S- 487)  auch 
yonChwolsohn  (Ssabier  I,  615)  besprochen  werde,  und  zwar  deshalb, 
weil  derselbe,  nach  einer  Lesart  im  Fihrist,  identisch  ist  mit  dem  Ssabier 
Ibn  Ru'h  —  in  anderen  Quellen  Abu  Ru'h,  oder  Rau(h  (wie  Flügel  zu 
Hagi  Khalfa  VII,  1198,  No.  7393  liest;  „Ru'h"  in  seiner  Dissert.  p.  28, 
No.  55).  Auch  Chwolsohn  versetzt  ihn  in  den  Anfang  des  X.  Jahrhun- 
derts, ohne  die  Stellen  bei  Hammer  und  Wöpcke  zu  kennen;  obwohl  er 
jedoch  die  Stelle  bei  Casiri  beachtet  (die  übrigens  auch  schon  in  meinem 
Caial.  libr.  hebr.  p.  2169  hervorgehoben  ist),  so  ist  ihm  doch  Abu  Zeid  el- 
Balkhi  (fehlt  im  Index)  „sonst  unbekannt14.  Ich  habe  seitdem  noch  wei- 
tere Quellen  über  Letzteren  gefunden.  Er  erscheint  nämlich  bei  Ham- 
mer IV,  501,  No.  2681  unter  den  Philologen,  mit  dem  Todesjahr  933  (ge- 
nauer November  934);  nicht  mehr  als  26  Schriften  desselben  zählt  Flü- 
gel (die  grammatischen  Schulen  der  Araber,  erste  Abtheilung,  unter  den 
Abhandlungen  der  D.  M.  Gesellschaft,  Leipzig  1862,  S.  204).  Ohne  Zwei- 
fel ist  er  der  „Abu  Zeid  el-Balkhi",  an  welchen  der  berühmte  Arzt  Razi 
(vulgo  Rhazes,  starb  932  oder  923)  ein  medizinisches  Schriftchen  richtete 
(siehe  Wüstenfeld,  1.  c.  S.  48,  No.  174;  bei  Hammer,  Literaturgesch. 
IV,  S.  374,  No.  134).  —  Was  Ibn  Ru'h  betrifft,  so  erwähnt  Hammer  IV, 
1085,  No.  XIII,  9  nach  Fihrist:  Abu  Ru'h,  Secretair  des  Ali  ben  Isa.  Der 
Titel  Zidsch  es-'Safaih  bedeutet  nicht  astronomische  Tabellen,  wie  Chwol- 
sohn  gegen  Casiri's  tabula  latüudinum  urgirt,  sondern  die  Tabellen  und 
Linien  auf  der  Tafel  des  Astrolab's  {Safilha^  siehe  Wöpcke  zu  Omar  p.  3). 
Was  die  Schrift  über  Aristoteles  oder  Alexander  von  Aphrodisia  zur  Phy- 
sik betrifft,  so  hat  Chwolsohn  ein  Missver stand niss  bei  Casiri  berichtigt 
(wie  schon  das  Richtige  bei  Hottinger,  Promptuarium  p.  233  zu  lesen  ist). 
Hingegen  hat  weder  er  noch  sonst  Jemand  bisher  die,  an  Unsinn  grenzende 
Uebersetzung  der  ganzen  Stelle  bei  Casiri  beleuchtet,  die  freilich  mit 
einem  weiteren  Missverständniss  bei  el-Kifti  selbst  zusammenhängt.  Bei 
Letzterem  ist  nämlich  ein  ganzes  Stück ,  welches  zum  Artikel  Aristoteles 
gehört,  in  den  Artikel  Alexander  gerathen,  oder  es  war  wohl  eher  Letz- 
terer ursprünglich  ein  Zwischenartikel  des  Ersteren.  Die  Erörterung 
darüber  kann  natürlich  hier  nicht  beabsichtigt  sein,  da  sie  mit  einer  gros- 
sen Zahl  bibliographischer  Missverständnisse  in  den  besten  Quellen  bis  auf 
Flügel  herunter  (el-Kindi  S.8)  zusammenhängt.— Sollten  etwa  die  „Ant- 

Zcilsebrtft  für  Math«maük  a.  Physik.  X,  6.  33 
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worten  an  den  Perser  "  bei  H  a  m  m  e  r  IV,  283,  No.  31,  zu  No.  32  (oben  8. 487) 
gehören? 

Das  auf  S.  493  unter  6"  erwähnte  Werk  scheint  Erzählungen  zu  enthal- 
ten, in  welchen  daraufhingewiesen  wird,  wie  angefeindete  Männer  wieder 
zu  Ehren  gekommen.  Im  Artikel  Honein  citirt  Ibn  Abi  O'seibia  (Hand- 
schrift der  königl.  Bibliothek  hierselbst  Bl.  736)  etwas  über  die  Verfolgun- 
gen jenes  Gelehrten  aus  der  „  Abhandlung  über  die  Vergeltung u  (Risale 
f%l  Mukafa)  des  Ahmed  ben  Jusuf  ben  Ibrahim;  vgl.  Hammer  IV,  341. 


Kleinere  Mittheilungen. 


XXXVI.    Diophantus  bei  den  Arabern  im  nennten  Jahrhundert 

In  meinem  ersten  Briefe  an  den  Fürsten  Boncompagni  (Intorno  al  Übet 
Karastonis  p.  5)  glaubte  ich  eine  vermeintliche,  für  die  Geschichte  der  Ma- 
thematik wichtige  Entdeckung  wieder  aufgeben  zu  müssen  $  ich  reclamire 
dieselbe  auf  Orund  der  mir  inzwischen  zugänglich  gewordenen  Quelle» 
Wenige  Worte  genügen  zur  Aufklärung  des  Sachverhältnisses. 

In  dem  ersten  Artikel  über  Kosta,  Sohn  desLuca,  nennt  v.  Hammer 
(Literaturgesch.  d.  Arab.  IV,  281)  zuletzt  3  Werke,  weiche  Ihn  Abi  Osei- 
bia  tibergangen  haben  soll,  aus  dem  Werke  des  Kifti  („Kofthi"),  darun- 
ter das  Buch  „  Karschun".  Dies  brachte  mich  auf  den  irrigen  Gedanken, 
dass  der  Name  Diophantus  in  der  erstgenannten  Quelle  eine  Variante 
des  Karaston  sei  (wie  es  heissen  muss).  Dem  ist  nicht  so.  Die  Hand- 
schrift des  Ibn  Abi  O'seibia,  welche  aus  der  Sammlung  des  Consul 
Wetzstein  sich  in  der  hiesigen  königlichen  Bibliothek  befindet,  nennt  un- 
ter Kosta  in  der  That  alle  drei  von  Hammer  nachgetragenen  Schriften; 
—  auf  die  eine  über  den  Brennspiegel  habe  ich  schon  in  jenem  Briefe  p.  3 
hingewiesen.  —  Es  bleiben  hiernach  die  unabhängigen  Angaben  des  Ibn 
Abi  O'seibia  in  ihrer  —  freilich  noch  zu  prüfenden  —  Autorität,  so  weit 
sie  bei  Hammer  S.  281,  No.  38  u.  57  und  S.  328,  No.  36  u.  55  mitgetheilt 
sind.     Ich  übersetze  die  betreffenden  Stellen  aus  dem  arabischen  Original: 

„Buch  betreffend  (fi)  Uebersetzung  des  Diophantus  über  die  Al- 
gebra" (el-Dsckebr  rveU  Mokabela). 

„Commentar  dreier  Tractate  und  eines  Stückes  aus  dem  Buche  des 
Diophantus  über  Zahluntersuchungen  oder  Fragen "  [Mesail eh 
adadijje). 

Dem  letzteren  Titel  geht  voran:  „Abhandlung  zur  Herausbringung 
(Lösung,  Istikradsch)  von  Zahlfragen  aus  dem  HI.  Tractat  des  Euclid". 

Berlin,  im  August  1865.  M.  Steinschneider. 

""  33* 
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XXXVII.    Notiz  über  ein  bestimmtet  Integral. 
Das  zu  entwickelnde  Integral  sei 

2* 


5=    §  f(cosnu)  Isin^udu 


0 
und  darin  f  eine  willkührliche  Function,  n  eine  ganze  Zahl.    Substituirt  man 

znefst  u  =  — ,  so  wird 
n 

n* 

*  r ,  v 

£=  —    I  /*(co$  2v)  /jw  —  dvi 
n  J     x  n 

0 
das  vorstehende  Integral  lässt  sich  nach  dem  Schema 

n»        n  2  s       Zn  m 

0  0*2«  (n-l)f 

zerlegen,  und  wenn  man  in  den  Integralen  rechter  Hand  der  Reihe  nach 
die  Substitutionen 

t/  =  w,     w  +  b,     w  +  2n}     . ..     ro  +  (n  —  l)» 
vornimmt,  so  erhalten  alle  Integrale  die  gleichen  Integrationsgrenzen  0  und 
K,  so  dass  folgende  Zusammenziehung  eintritt 
* 

S=  —    lf(cos%tv) \l8in—  +  lstn — K...  +  /st«  — ^ *-  Irfm 

n ./  L        n  n  n  J 

0 
Die  Yergleichung  des  ersten  nnd  letzten  Wertlies  von  S  giebt 
2*  « 

lf{cosnu)lsin\üdu=  —    I  f(cos2w)[lsinw  —  (n  — 1)12}  dn>. 

o  no 

Zerlegt  man  das  Integral  linker  Hand  in  zwei  andere  von  0  bis  n  und  von 
n  bis  2n  und  substituirt  im  zweiten  u  =  2*  —  t*'f  so  findet  man  leicht,  dass 
beide  Integrale  gleich  sind.  Aehnlich  verhält  sich  die  Sache  rechter  Hand, 
wenn  man  erst  n>=±u  setzt  und  dann  die  nämlichen  Operationen  vornimmt; 
daher  ist 

*  * 

I  f(cos  nu)  l sin  \ u  du  =  —  /  f{cosu)  [l  sin  £ u  —  (n  —  1)  12] du. 

o  ,    nö 

Im  speciellen  Falle  f(x)  =  x  giebt  diese  allgemeine  Formel 
x  * 

/  l sin  \uxos  nu  du  ~  —   j  lsin\u.cosudu  = .  — , 
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wie  man  rechts  durch  theil weise  Integration  leicht  findet.     Dieses  beson- 
dere Resultat  ist  hinreichend  bekannt.  Schlömilch. 


dx 


XXXVm.    lieber  die  näherungsweise  Rectiflcation  der  Ellipse. 

Im  dritten  Jahrgange  S.  124  habe  ich  gezeigt,  wie  man  mittelst  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  die  Coefficienten  p  und  q  so  bestimmen 
kann,  dass  die  Gleichung      f  (x)  =sp  q>  (x)  +  q  ty  (jr), 

worin  f(x),  <p{x),  ty{x)  gegebene  Functionen  von  x  bedeuten,  zwischen  ge- 
gebenen Grenzen  x=x0  und  x=xt  mit  möglichster  Genauigkeit  stattfindet« 
Das  dort  entwickelte  Verfahren  lässt  sich  ohne  Mühe  auf  den  allgemeine- 
ren Fall  f(x)  =pq>(x)  +  qn>(x)  +  rX(x)  +  ... 
anwenden  und  liefert  z.  B.,  wenn 

f{x)  =p  +  qx  +  rx*  und  0  <a;  <  1 
gesetzt  wird ,  folgende  Rechnungsvorschrift :  man  bestimme  zunächst  die 
Werthe  der  drei  Integrale 

l  1  1 

«==  Jf(x)  dx,    33  =  ßf(x)  dx, 

0  0  0~ 

und  nacherp,  q,  r  aus  den  drei  Bedingungsgleichungen 

P  +  il  +  lr  =  % 

iP  +  iSf  +  ^  =  ». 

welche  geben  P=+   921  —  36©+    30(5, 

q  =3—  36«  +  192»  — 1806, 

r  =  +  3091—180®  +  1806. 
Diese  Formeln  wollen  wir  auf  das  Integral 

r*! 

f(x)  =    /  "/cos*  9  +  x*  sin2  <p  .  dq> 

<r 

anwenden ,  welches  die  Länge  des  Quadranten  einer  aus  den  Halbazen  1 
und  x  construirten  Ellipse  darstellt.  Zur  Berechnung  von  31  empfiehlt  sich 
am  besten  die  Simpson'sche  Regel,  indem  man  aus  den  Tafeln  von  Le- 
gendre  oder  Kulik  folgende  Werthe  von  f(x)  entnimmt: 


X 

rw 

X 

rt*) 

0,1 
0,3 
0,5 
0,7 
0,9 

1,0159935 
1,0964775 
1,2110560 
1,3455922 
1,4932901 

0,2 
0,4 
0,6 
0,8 

1,0505022 
1,1506556 
1,2763199 
1,4180834 

/-(!)  =  4«  =  1,5707963} 
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man  erhält  auf  diesem  Wege 

9[  =  1,2337 
Das  zweite  Integral  33  findet  sich  direct: 

1  J* 


JB=  I  xdx    I  j/cos*  q>  +  x*  $in*q>  ,dq> 

\n        1  \n 

I  dq>  j  y/cos*q>  +  rc*  sin*  q> .  x  dx=    I  d<p- 
0  0  0 


—  cos*  q> 


sin*q>    ' 


d.i. 

Für  das  letzte  Integral  ist  wieder  die  Si  mpson'sche  Regel  am  bequemsten; 

sie  giebt  6  =  0,4626. 

Hiernach  sind  die  Werthe  von  /?,  g,  r 

'  p  ==  0,0827 ;     q  =  0,3110 ;     r  =  0,2867, 
und  es  ist  folglich 

r*l 

/  f/cos*  tp  +  #*  sin*<p  .  d<p  =  0,9827  +  0,3110.x  +  0,2867.»*. 

Setzt  man  x=  —  und  multiplicirt  mit  a,  so  erhält  man  folgende  Näherongs- 

forrael  für  die  Länge  E  des  Quadranten  einer  ans  den  Halbaxen  a  und  b 
constrnirten  Ellipse 

b* 
E  =  0,0827.  a  +  0,3110.6  +  0,2867.  -. 

a 

Um  den  erreichten  Genauigkeitsgrad  beurtheilen  zn  können,    nehmen 

wir  a  =  1 ,  b  der  Reihe  nach  =  1,IJ ,  T80-,  . .  .  -^  und  stellen  die  genauen  und 

angenäherten  Werlhe  von  i?  neben  einander: 


b 

wahrer  Werth 

Näh  erungs  werth 

Differenz 

von  E 

von  E 

0,1 

1,0160 

1,0167 

—  0,0007 

0,2 

1,0505 

1,0564 

—  0,0059 

0,3 

1,0965 

1,1018 

—  0,0053 

0,4 

1,1507 

1,1530 

—  0,0023 

0,5 

1,2111 

1,2099 

+  0,0012 

0,6 

1,2763 

1,2725 

+  0,0038 

0,7 

1,3456 

1,3409 

+  0,0047 

0,8 

1,4181 

1,4150 

+  0,0031 

0,9 

1,4933 

1,4948 

—  0,0015 

Der  grösste  Fehler  erreicht  also  noch  nicht  0,006  =  £  Procent  der  grossen 
Halbaxe,  was  für  alle  praktischen  Anwendungen  ausreichen  dürfte. 

gCHLÖMILCH. 
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XXXIX.    Beweis  eines  allgemeinen  Satsei  tber  algebraiiohe  Curven. 

Im  IX.  Bande  dieser  Zeitschrift,  S.  34,  habe  ich  folgenden  Satz,  wel- 
cher für  alle  algebraischen  Curven  Gültigkeit  besitzt,  aufgestellt: 

„Wenn  eine  gerade  Linie   eine  Curve  nlen  Grades 
schneidet,    so    bildet   sie    mit   den  Tangenten    in   den 
nSchnittpunkten  Winkel,   für  welche  die  Summe  der 
Cotangenten   ebenso   gross   ist,   als   für   die  Winkel, 
welche   sie   mit    den   nAsymptoten  jener   Curve    ein- 
schliesst." 
Der  am  angegebenen  Orte  angedeutete  Beweis  dieses  Satzes  ist  zwar 
sehr  einfach,  ich  will  aber  im  Nachstehenden  einen  noch  directeren  Beweis 
mittheilen,  welcher  der  dort  angestellten  Betrachtungen  nicht  bedarf. 
Die  schneidende  gerade  Linie  möge  in  die  JTAxe  fallen,  und 

X —  tf|,       Ofg,       A3    •  •  •  •    ttn 

mögen  die  Coordinaten  der  n  Punkte  sein,  in  welchen  sie  der  Curve  nten  Gra- 
des begegnet.   Alsdann  wird  die  Gleichung  dieser  Curve  die  Form  haben: 

(*— «1)  (*—«.)  («—«3)  ...(*  —  «■)  +y<t>(*,y)  =  0, 

wobei  0(x,y)  eine  ganze,  rationale  Function  (/i-l)ten  Grades  ist  von  x  und  y. 
Die  Hichtungsconstante  der  Tangente  in  dem  Curvenpunkte  (x}y)  wird 

nun  bestimmt  durch  den  Differentialquotienten  — .     Dieser  aber  wird ,  so- 
bald man  das  Froduct  der  n  Differenzen  (x — o)  gleich  P  setzt, 

dP  ,      d<& 

dy  dx         d  x 

dx  ~       d& 

Dieser  Werth  vereinfacht  sich  bedeutend ,  wenn  der  Curvenpunkt  speciell 
einer  der  Funkte  ctm  in  der  Abscissenaxe  wird,  es  wird  einfach 

dy=      P'(am) 

dx  O  (am)' 

Darin  ist  <P(«m)  eine  Function  (n  —  l)lea  Grades  von  «m  und  zwar,    sobald 
man  setzt: 

0(aJ  =  J^i^  +  Jm^<£-*  +  '--  +  ji> 
=  2Ap«P. 

Ferner  wird,  da  allgemein: 

PXa«d  =  («in  —  «1)  («in—  «*)  •••  («m-  «m-l)  (<* m  —  *»+l)  •  •  •  («»_  «"0- 

Somit  wird  die  Hichtungsconstante  der  Tangente  in  dem  Punkte  «m: 

dy  _        (gm  —  ««)...  (am  —  «m-l)(«m—  ««+l)...(c,- «n) 
dx  *(«») 
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and  ihre  zu  bestimende  Summe  der  reciproken  Werthe  aller  nRichtungs- 
con8tanten : 


+  *c«0  [ 

Diese  Summe  zerfällt  aber,  weil 

ist,  in  Einzelsummen  von  folgender  Form: 


+  ... 


P   ((«1— «*)(«!  — «3)--(al"-flfl«)  («I  — «i)(«f  —  ^)  ••(«!— «•) 


+  .... 


Diese  Summen  können  nun  leicht  gefunden  werden.     Es  ist  zunächst  aus 
der  Theorie  der  Zerlegung  in  Partialbrüche  bekannt,  dass : 

xP «f I 

(*— «0  (*  — «2) ..  (*  —  «„)       («i—  «2)(«i  —  «8)..(oi— «n)  "  *— «i 

«f  1 

-| * A       i 

(«2— ai)(«f-«s)--(at— «n)  '  ar  — «t        # 

ist,  wobei  p^n— 1  sein  muss.     Daraus  folgt  sofort: 

(*— «,)  (*— «,)•  •  (*— «»)  _  («7— «2)  («1 — «3)  •  •  («i — «■) '  *—  "1 

+ 5 ?L_  + 

(«t— ai)  («2 — «3)  •  •  («t — «n) **  -  «» 
'und  der  Umstand,  dass  für  a:=oo: 

ist,  führt  darauf,  dass  die  oben  in  Ap  multiplicirte  Summe  nichts  weiter  ist, 
als  der  Werth  von 

tfP+i 

(x- «,)(*— a2)  ...  (a:  -a») 
für  ein  unendlich  grosses  x.     Festzuhalten  ist  dabei  stets,  dass 

x  P^fl  —  1 

sein  muss.   Dieser  Werth  ist  nun,  wie  die  einfachsten  Betrachtungen  lehren, 

gleich  0,  f ür  p  <  n  —  1 ; 
gleich  1,  fürp=w  —  1. 
Die  Summen,  welche  das  Aggregat 

zusammensetzen,  verschwinden  daher,  mit  Ausnahme  der  in  — ^«-1  multi- 
plicirten,  welche  gleich  1  wird.     Daher  ist  auch: 

dx 

dy 
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nm*  ^»^o^^^*»^^^.^ 


Ordnet  man  jetzt  die  Gleichung  der  Curve  nUn  Grades  nach  Potenzen  von 
*  und  y  an,  so  wird  dieselbe : 

xn  +  ^i^-i  a?*-1  y  +  ....==  0. 
Ein  bekannter  Satz  sagt  aber,  dass  in  der  Gleichung  einer  algebraischen 
Curve  der  negative  Coefficient  von  a?n~fy,  d.  i.  hier  ^n-i>  dividirt  durch 
den  Coefficienten  von  #",  d.  i.  hier  die  Einheit,  die  Summe  liefert,  welche 
man  erhält,  wenn  man  die  reciproken  Werthe  der  Richtungsconstanten  der 
n  Asymptoten  addirt.  Hieraus  schliesst  man  endlich  die  Richtigkeit  des  im 
Anfange  ausgesprochenen  Satzes,  indem  man  die  beiden,  dem  Werthe 
— An^\  gleichen  Summen  einander  gleich  setzt. 

Es  möge  noch  eine  andere  Art,  die  oben  vorkommenden  Summen 

: «r  , 5 +.... 

(at  —  <rt) («,  —«,)...  («!  —  «!«)       («2  — 0|)(«i  — a8)---(at  — «n) 
zu  bestimmen,  hier  Platz  finden.     Als  Beispiel  mögen  die  Summen  dienen: 

«*         _■  p  ■  t 

,  * 

^  V-*){S-ß)  (»-/)' 

in  welcher  vier  Werthe  von  a  genommen  und  einfacher  mit  <r,  0,  y,  £  be- 
zeichnet worden«  Die  bei  diesem  Beispiele  auszuführenden  Operationen 
bleiben  ganz  dieselben  im  allgemeinen  Falle. 

Zunächst  bringe  man  die  ganze  Summe  auf  gemeinschaftlichen  Nenner; 
dieser  wird  hier: 

(._0(«_y)(»_a)0_y)0_a)(y-fl, 

d.  i.  nach  einem  bekannten  Satze  aus  der  Lehre  von  den  Determinanten, 
gleich  der  Determinante : 

«•     «"     a     1 

P     P    ß     l 
y»     y«     y     1 

«•     d*     0      1 

Der  Zähler  dagegen  wird  dann : 

«'(^—y)0»—»)(y—*)—(SP(y—*)(y^-«)(«—«)+yp(«— «)(«-»(«— « 

-ff(a-0(a-r)tf-y) 


=  «*> 


d.  i.  nach  einem  andern  Satz  aus  der  Determinantenlehre,  gleich  der  Deter- 
minante : 

aP     o1     a     t 

ß>     P     ß     1 
y*     y*    y    1 


D  = 


rßi 

r*  r> 

a*  J  1 

o*  «  1 

y»  y  1 

-P 

a* «  i 

+}' 

a*  «  1 

_J|» 

£»£! 

?  <5   1 

o»  o  1 

F01 

y*  y  i 
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Diese  Determinante  verschwindet  aber  identisch,  sobald  p  einen  der  Werthe 
0,  1,  2  annimmt,  weil  dann  zwei  Verticalreihen  derselben  gleich  werden,  sie 
wird  dagegen  gleich  D  fürp  =  3.  Es  folgt  daraus,  was  zu  beweisen  war, 
nämlich,  dass  die  zu  bestimmende  Stimme  verschwindet  für  p  =  0,  1  oder  2, 
dagegen  gleich  der  Einheit  wird  für />=3. 

Schliesslich  sei  noch  folgender  interessanter  Satz  erwähnt,  der  ans  dem 
geometrischen  Satze  dieses  Artikels  sofort  sich  ergiebt. 

Die  Summe  aus  den  Cotangenten  der  »Winkel, 
unter  welchen  eine  geradeLinie  eineCurve  nten  Gra- 
des schneidet,  ist  gleich  gross  für  alle  zu  jener  paral- 
lel laufenden  geraden  Linien,  sowie  für  alle  Curven 
nten  Grades,  welche  mit  der  ursprünglichen  dieselben 
unendlich  entfernten  Punkte  besitzen.  - 
Selbstverständlich  ist,  dass  hierbei  die  Schenkel  aller  Winkel  stets  in 
demselben  Sinne  zu  nehmen  sind.  Fr.  Em.  Eckardt. 


XL.  XTeber  das  Deltoid.  Von  Dr.  C.  G.  Reüschle  in  Stuttgart 
Die  Kristallographie  hat  einen  Körper,  dessen  Name  „Trapezo- 
ederu  jedenfalls  ein  unberechtigter  ist.  Denn  nimmt  man  Trapez  im  heu- 
tigen Sinn  (Viereck  mit  2  parallelen  Seiten),  so  enthält  das  „  Trapezoeder " 
der  Kristallographie  gar  kein  Trapez.  Nimmt  man  aber  Trapez  im  eucli- 
dischen  Sinn  (als  Nichtparallelogramm),  so  ist  das  Viereck  des  Trapezoeders 
ein  sehr  specielles  Nichtparallelogramm,  nämlich  das  (convexe)  Deltoid, 
d.  h.  ein  Viereck ,  welches  aus  2  mit  gemeinschaftlicher  Basis  an  einander 
gelegten  gleichschenkligen  Dreiecken  besteht.  Je  nachdem  diese  Dreiecke 
in  einerlei  oder  in  verschiedenen  Ebenen  liegen,  hat  man  das  ebene  oder 
das  windschiefe  Deltoid.  Je  nachdem  sie  in  dem  ebenen  Deltoid  von 
der  Basis  aus  nach  entgegengesetzten  oder  nach  einerlei  Seite  liegen ,  hat 
man  das  convexe  oder  concave  Deltoid4).  Ich  theile  nun  einige,  soweit 
mir  bekannt,  neue  Bemerkungen  und  Sätze  über  das  (ebene)  Deltoid  mit. 

1)  Die  3  Vierecke:  das  Parallelogramm,  das  gleichschenklige  Trapez 
und  das  ebene  Deltoid  bilden  eine  Familie  von  Vierecken,  deren  Gemein- 
schaftliches darin  besteht,  dass  sie  Combinationen  zweier  congruen- 
ten  Dreiecke  sind  in  einer  vollständigen  Trichotomie  von 
Fällen.  Denn  legt  man  zwei  beliebige  congruente  Dreiecke  mit 
einer  der  gleichen  Seiten  unsymmetrisch  an  einander,  so  hat  man 

*)  Als  ich  mich  vor  langer  Zeit  das  erstemal  mit  dieser  Figur  beschäftigt  hatte, 
war  mir  der  Name  Deltoid  (eigentlich  Doppeldelta,  Didelt)  noch  unbekannt  and  hatte 
ich  das  Viereck  von  dem  rechtwinkligen  Kreuz  seiner  Diagonalen  Stanrogramm 
oder  kurzweg  Staur  genannt  und  demgemass  den  Namen  Trapezoeder  inStauroe- 
d  e  r  verwandelt. 
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das  Parallelogramm,  wenn  symmetrisch,  dasDeltoid.  Legt  man  sie  aber 
mit  einem  der  gleichen  Winkel  (nämlich  so,  dass  die  gleichen  Win* 
kel  Scheitelwinkel  werden)  unsymmetrisch  an  einander,  so  entsteht  wie- 
der das  Parallelogramm,  wenn  symmetrisch,  zunächst  ein  verschränktes 
Viereck  mit  parallelen  Diagonalen,  alsdann  aber ,  wenn  man  die  letzteren 
als  Seiten  betrachtet*),  das  gleichschenklige  Trapez. 

2)  Während  das  Parallelogramm  eine  unsymmetrische  oder  azenlose, 
aber  eine  centrische,  d.  h.  mit  einem  eigentlichen  Mittelpunkt  begabte  Figur 
ist,  sind  die  beiden  anderen  Vierecke  axiale  aber  mittelpunktslose  Figuren; 
deshalb  soll  die  Diagonale  der  ungleichen  Winkel  als  Axe  des  Deltoids  die 
Axen diagonale,  die  Andere  die  Querdiagonale  heissen.  Das  gleich* 
schenklige  Trapez  ist  stets  Sehnenviereck,  das  Deltoid  Tangentenviereck, 
das  Parallelogramm  keines  von  beiden ;  sowohl  das  eine  als  das  andere  sind 
nur  specielle  Fälle  der  3  Vierecke,  nämlich  das  gleichseitig -rechtwinklige 
Parallelogramm,  das  rechtwinklige  Deltoid  (d,  h.  wo  die  .zwei  gleichen 
Winkel  rechte  sind)  und  dasjenige  gleichschenklige  Trapez,  in  welchem  die 
Mittelparallele**)  dem  Schenkel  gleich  ist. 

3)  Die  ausgezeichnetste  Eigenschaft  des  Deltoids  besteht  darin,  dass 
es  ausser  dem  einbeschriebenen  Kreis  (No.  2)  einen  zweiten  Berühr- 
kreis  aller  4  Seiten  (in  deren  Verlängerungen***)  besitzt,  was  sonst  bei 
keinem  Tangentenviereck  stattfinden  kann.  Die  beiden  Mittelpunkte  0,  P 
liegen  in  der  Axendiagonale  und  die  Endpunkte  derselben  Ay  B  sind,  wie 
der  blose  Anblick  der  Figur  (Taf.  V,  Fig.  1)  lehrt,  die  Aehnlichkeitspunkte 
der  beiden  Berührpunkte.  Daher  liegen  die  4  Punkte  Ä^  B,  0,  P  har- 
monisch. 

4)  .  Die  Halbmesser  der  beiden  Kreise  verhalten  sich  (der  innere  r 
zum  äusseren  r)  wie  die  Differenz  der  ungleichen  Seiten  a=ACy  b  =  BC 


*)  Nach  dem  Princip  der  3  Paare  conjugirter  Linien  im  vollständigen  Viereck. 
+*)  So  nennt  man  füglich  in  jedem  Trapez  diejenige  Parallele  seiner  Grundli- 
nien, welche  die  Schenkel  und  die  Diagonalen ,  überhaupt  alle  zwischen  den  Grund» 
linien  gesogenen  Transversalen,  halbirt,  während  „Mitteltransversale"  diejenige 
Transversale  heissen  kann,  welche  die  Grundlinien  und  überhaupt  die  zwischen  den 
Schenkeln,  sowie  die  zwischen  den  Diagonalen  enthaltenen  Stücke  aller  Parallelen 
halbirt,  und  sowohl  durch  den  Durchschnittspunkt  der  Diagonalen  als  durch  denjenigen 
der  verlängerten  Schenkel  geht.  Von  diesen  Linien  des  Trapezes  gilt  der  leicht  zu 
beweisende  Satz:  Die  Quadratensumme  der  Schenkel  eines  beliebigen  Trapezes  ist 
gleich  der  doppelten  Quadratensumme  der  Mittel  transversalen  und  des  zwischen  den 
Diagonalen  enthaltenen  Stückes  der  Mittelparallele. 

***)  Sofern  man  zunächst  ein  convexes  Deltoid  ins  Auge  fasst;  bei  dem  coneaven 
Deltoid  sind  auch  beide  Kreise  vorhanden,  aber  jeder  berührt  2  Seiten  desselben 
selbst,  die  beiden  andern  in  ihren  Verlängerungen.  Für  das  convexe  und  das  coneavo 
Deltoid,  welche  zusammen  ein  vollständiges  Yicrseit  (No.  4)  bilden,  sind  es  die  näm- 
lichen beiden  Kreise. 


508  Kleinere  Mittheilungen. 

des  Deltoids  zu  ihrer  Summe.     Denn  ist  ferner  die  Axendiagonale  AB=c9 
die  halbe  Querdiagonale  EC=d,  so  ergiebt  sich  sogleich 

cd  , cd 

folglich  r :  r  =  (a — 6)  :  (a  +  b). 

Auch  ist 

j*  ac         **         ac 

A0=——.    AP  = 


a  +  b'  a— 6 


und  daher 


a  +  ft'  a—b 

labe 


OP  = 


a*—b*' 


5)  Das  vollständige  Vierseit  ACDBClf  des  Deltoids  enthält  ein  con- 
vexes  ACBC  und  ein  coneaves  Deltoid  ADBIf  mit  gemeinschaftlicher  Axen- 
diagonale  AB  und  parallelen  Querdiagonalen  CC,  DD\  deren  Verhältniss 
dem  Flächenverhältnis8  der  beiden  Deltoide  gleich  ist.  Die  Querdiagonalen 
bilden  mit  den  Verlängerungen  des  einen  Paars  gleicher  Seiten  (des  con- 
vexen  Deltoids)  ein  gleichschenkliges  Trapez  CDD'  C ',  dessen  umschriebe- 
ner Kreis  zum  Mittelpunkt  die  Mitte  K  der  Geraden  ÖPhat,  welche  die 
Mittelpunkte  der  beiden  Berührkreise  verbindet.  Dies  folgt  augenblicklich 
aus  dem  Satz  von  den  harmonischen  Strahlen ,  deren  eines  Paar  die  Win- 
kel des  anderen  Paares  halbirt,  wie  CO,  CP,  CA,  CB,  dass  dann  das  erstere 
Paar  einen  rechten  Winkel  einschliesst,  also  OCB  ein  rechter,  OP  Durch- 
messer des  um  CDD'C  beschriebenen  Kreises.    Der  Halbmesser  R  dieses 

Kreises  hat  daher,  weil  (No,  4)  0  P=  -r — -j ,  den  Werth 

<r  —  b 

»— .  abc 

6)  Unter  den  zahlreichen  Relationen,  welche  zwischen  den 
Elementendes  vollständigen  Deltoids  stattfinden,  sollen  nur  wenige 
der  interessantesten  erwähnt  werden.  Es  seien ,  ausser  den  bisherigen  Be- 
zeichnungen, a\  b'  die  ungleichen  Seiten  des  coneaven  Deltoids,  AD  =  a$ 
BD  =  b\  so  findet  man  leicht 


woraus  aa — bb'*=sc?t     aa' :  bb'  =  <f :  &*, 

also  a  :a=zb' :  b, 

oder  ab  =  ab\ 

und  wenn  man  Rc  =  -r — -r  hinzunimmt, 
ar — br 

aa  :  Rd, :  bb'  =  a% :  ab, :  V  =  a » :  db\ :  b\ 
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mithin  Rc  die  mittlere  Proportionalfläche  zwischen  den  Rechtecken 

ad  und  bb\  und  R  =  —  =  — . 
c         c 

Setzt  man  ferner  AE=h,     BE  =  i,     EF=  Ar, 

so  ergeben  sich  als  weitere  Werthe  des  Halbmessers  R 

(d—a)(b'+b)  =  b(a'  —  a)_a(b  +  b')_a(b'  —  b)_b(d  +  a) 

2k  2t  2h  St  2A      » 


woraus : 


sodann : 


b* :  af  =  (&'*—&•)  :  (a*1— «*)  =  &&' : aa=b'* :  a*  u.  s.  w. 

7)  Andere  Eigenschaften  ergeben  sich  durch  Vergleichung  der  Kreise 
der  in  der  Figur  enthaltenen  Dreiecke  mit  den  Kreisen  des  Deltoids.    Ist  q 
der  Halbmesser  des  dem  Dreieck  ABC  (oder  ABC?)  einbeschriebenen  Krei- 
ert 

ses,  also  g  =  — — — - — ,  weil  der  Inhalt  des  Dreiecks  ABC  oder  icd  gleich 
*      a+b+ c  »       © 

ist  dem  Rechteck  aus  q  und  dem  halben  Umfang  des  Dreieckes,  also  in  Ver- 
bindung mit  obigem  Werth  von  r  (No.  3) : 

^:r=(a  +  6):(a  +  6  +  c). 
Ist  ferner  q    der  Halbmesser  des  dem  Dreieck  ABB  (oder  ABB')  in  der 
Seite  BD  (resp.  BD')  anbeschriebenen  Kreises,  also,  indem  die  halbe  Quer- 

diagonale  FB  a  i  gesetzt  wird,  o  =  -, — -,-- — ,  weil  der  Inhalt  des  Drei- 

*       a  — b  +c 

ecks  ABB  oder  \cd  gleich  ist  dem  Rechteck  aus  $   und  dem  Ueberschuss 

seines  halben  Umfanges  über  die  zu  q  gehörige  Seite  b\  so  erhält  man  durch 

Vergleichung  mit  dem  obigen  Werth  von  r  (No.  3) 

<f  :  r'  =  {d  —  V) :  («'—6'  +  c). 

8)  Bekanntlich  schneiden  sich  für  jedes  vollständige  Vierseit  die 
4  Kreise  in  einem  Punkt ,  welche  um  diejenigen  4  Dreiecke  beschrieben 
werden,  deren  Ecken  zugleich  diejenigen  des  vollständigen  Vierseite  sind 
und  deren  Seiten  in  die  Seiten  eben  desselben  Vierecks  fallen,  in  der  Figur 
also  die  Dreiecke  ACB\  ACD,  BCB%  BCflf.  Im  vollständigen  Del- 
toid  ist  dieser  Durch  schnittspunkt  der  4  Kr  eise  identisch  mit 
demPunktZ  (No.  5).  Denn  der  Punkt  K  ergänzt,  wie  mittelst  der  Hilfs- 
linien KCy  KB,  ICC*,  KB'  sogleich  erhellt,  jedes  von  jenen  4  Dreiecken  zu 
einem  Sehnenviereck.  Die  Punkte  Af,  iV,  M\  N'  sind  die  Mittelpunkte  der 
4  Kreise,  von  welchen  je  2,  wie  die  Dreiecke,  um  welche  sie  beschrieben 
sind,  congruent  sind  und  symmetrisch  liegen,  und  für  deren  Halbmesser 
man  findet 

bb  fe~^?  für  die  Dreiecke  BCD,  BC  V 
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und 

a°  ,s  +ff  tax  die  Dreiecke  AC Z>,  ACD\ 
2c(a  +d) 

Denn  der  Halbmesser  des  umschriebenen  Kreises  ist  gleich  dem  Producta 

der  3  Seiten,  dividirt  durch  den  4 fachen  Inhalt  des  Dreiecks,   das  Dreieck 

BCD  ist   gleich   dem  halben  Ueberschuss  des  concaven  (=cV)  über  das 

convexe  Deltoid  (=cd),  das  Dreieck  AC D  aber  gleich  der  Summe  des 

Dreiecks  BCD  und  des  convexen  Deltoids. 

9)  Endlich  kann  man  noch  fragen  9  was  die  allgemeinen  Sätze  vom 
ebenen  Viereck  in  dem  speciellen  Fall  des  Deltoids  geben.  Der  eine  die- 
ser gätze  ist  der  von  der  Quadratensumme  der  Seiten.  Es  sei  Q  die  Mitte 
der  Axendiagonale,  der  Abstand  der  Diagonalen  mitten  EQs=e  und  CQ  =  ff 
so  giebt  der  genannte  Satz  zunächst 

2a*  +  262  =  c*  +  4d*  +  4**oder  az  +  b*—  4c,  =  2d,  +  2etl 
aber  2d*  +  2e,  =  2/'t,  also  a%  +  b%  —  4^  =  2/*, 
man  kommt  also,  da  f=  CQ  die  zur  Seite  c  =  AB  gehörige  Schwerlinie  im 
Dreieck  ABC  ist,    auf  den   bekannten  Satz  vom  Quadrat  der  Schwerlinie 
zurück.   Ist  ebenso  für  das  zugeordnete  concave  Deltoid  FQ  =  e\  DQ=zf, 
so  hat  man 

a't  +  6'«  — 4ct  =  2(T2  +  2*',  =  2/"1, 
folglich,  wenn  man  diese  Formel  mit  der  entsprechenden 

combinirt, 

a't  +  b*  +  ^t  +  b*  =  2(f'*  +  /*)  +  et  „.  s.  w# 

10)  Der  andere  allgemeine  Vierecksatz  ist  der  verallgemeinerte  pto- 
leniäische  (oder  der  Riecke'sclie)  Satz,  welcher  durch  die  Formel  ausge- 
drückt wird 

zz  =  xx  cos  [(yz)  —  (yz)]  +  yy  cos  \(xz')  —  (x *)], 
wo  x,x  das  eine  Paar,  y,y  das  andere  Paar  Gegenseiten,  z,z'die  Diagona- 
len des  Vierecks  bezeichnen,  {yz)  den  Winkel  von  y  mit  z  und  ebenso  die 
übrigen.  Setzt  man  nun  gemäss  den  bisherigen  Bezeichnungen  für  da« 
Deltoid  fc=|=ö,  x=y'==  6,  z  =  c,  z  =  2<f,  ferner,  indem  man  die  Win- 
kel des  Deltoids  bei  A,  B1  C=C  mit  a,  ß}  y  bezeichnet, 

(xz)  =  (yz)  =  J,         (x'z)  =  (/:)  =  10, 
f o  erhält  man 

cd  =  ab  cos  (ö  —  \ ß)  =  ac  sin  y, 
weil  d  —  4/?  =  90  —  |(c+/?)ä90_(i80— y)  =  y  —  90, 

aber  ab  sin  y  drückt  den  Inhalt  des  Deltoids  =  2^ ABC  aus,  mithin  besagt 
die  Formel,  was  bekanntlich  für  alle  Vierecke  gilt,  deren  Diagonalen  sich 
rechtwinklig  schneiden,  dass  der  Inhalt  dem  Rechteck  der  Diagonalen 
gleich  ist 
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XLL    TTeber  die  Grösse  der  Luftmoleeftle.    Von  J.  Loschhidt. 

Die  Wissenschaft  verdankt  der  neueren  Gastheorie  bereits  viele  wich- 
tige Aufschlüsse  in  den  interessantesten  Fragen.  So  u.  A.  die  Kenntniss  der 
mittleren  Geschwindigkeit  derGastheilchen,  so  die  ihrer  mittleren  Weglänge. 
Maxwell  hat  in  seiner  Arbeit  über  den  letzten  Gegenstand  eine  Formel 
gefunden,  welche  eine  merkwürdige  Beziehung  zwischen  molecularem  Weg- 
volnmen  und  molecularem  Raum  volumen  festsetzt.  Unter  molecularem  Raum- 
volumen wird  dasjenige  Volumen  verstanden,  welches  auf  ein  Gasmolecül 
kommt,  wenn  der  Raum,  welchen  das  Gas  einnimmt,  dnrch  die  Anzahl  der 
darin  enthaltenen  Molecüle  dividirt  wird.  Das  moleculare  Wegvolumen  aber 
ist  jener  cylindrische  Raum,  welchen  ein  kugelförmiges  Gasmolecül  auf  sei« 
nem  Wege  von  einem  Zusammenstosse  zum  nächsten  berührt.  Es  hat  der- 
selbe also  zur  Höhe  die  mittlere  Weglänge  und  zum  Querschnitt  den  centra- 
len Durchschnitt  eines  Molecules.  Die  erwähnte  Formel  heisstnnn :  Das  mo- 
leculare Gasvolumen  ist  5%  mal  grösser  als  das  moleculare  Wegvolumen. 
Beide  sind  überdies  für  alle  Luftarten  gleich  gross.  —  Dieses  Fundamentat- 
Theorem  bahnt  den  Weg  zu  einer  annähernden  Grössenbestimmung  der  Luft* 
molecüle.  Zu  diesem  Zwecke  wird  in  dasselbe  der  Ausdruck  des  Conden- 
sationscoefficienten  eingeführt,  jener  Grösse  nämlich,  welche  angiebt,  der 
wievielte  Theil  eines  mit  Gas  gefüllten  Raumes  von  der  Materie  der  Mole- 
cüle wirklich  ausgefüllt  wird.  Nach  dieser  Umformung  lautet  dasselbe:  Der 
Durchmesser  eines  Gasmolecüles  ist  gleich  der  achtfachen 
mittleren  Wegelänge  multiplicirt  mit  dem  Condensations- 
coefficienten.  Der  Condensationscoefficient  ist  aber  für  jene  Substanzen, 
welche  man  sowohl  im  gasförmigen,  als  auch  im  tropfbar-flüssigen  Zustande 
kennt,  annäherungsweise  bekannt.  Denn  es  ist  aller  Grund  vorhanden,  an- 
zunehmen ,  dass  in  den  Flüssigkeiten  die  Molecüle  einander  berühren ,  oder 
genauer,  dass  die  Mittelpunkte  zweier  nächstgelegener  Molecüle  in  der  Flüs- 
sigkeit sich  sehr  nahe  in  demselben  Abstände  von  einander  befinden,  wie 
während  des  Zusammenstosses  in  der  Dampfform.  Leider  ist  aber  die  Luft 
nicht  condensirbar,  und  doch  kennt  man  nur  für  sie  die  mittlere  Wegelänge. 
Glücklieherweise  hat  die  Chemie  in  der  letzten  Zeit  Mittel  gefunden,  die 
Dichte  einer  Flüssigkeit  mit  grosser  Zuverlässigkeit  aus  ihrer  Zusammen- 
setzung zu  berechnen.  Diese  Formeln  liefern  für  die  atmosphärische  Luft 
den  Condensationscoefficienten  T1^j  und  da  die  genauesten  Untersuchungen 
für  die  mittlere  Wegelänge  derselben  den  Werth  170  Millionstel  -  Millimeter 
gegeben  haben ,  so  erhalten  wir  schliesslich  /=  1,17  Millionstel  -  Millimeter, 
d.  h.  der  Durchmesser  eines  Luftmolecüls  beträgt  ungefähr  1  Millionstel  des 
Millimeters. 

Zu  den  kleinsten  gemessenen  Grössen  der  Physik  gehört  die  Länge 
der  Lichtwellen.  Der  berechnete  Molecül  -  Durchmesser  beträgt  nur 
den  700.  Theil  der  Wellenlänge  des  rothen  Lichts,  und  er  verhält  sich 
zur  Länge  einer  Linie  ungefähr  wie  die  Linie  selbst  zur  deutschen  Meile. 
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Faraday  hat  durch  ein  sinnreiches  Verfahren  Goldhäutchen  dargestellt, 
welche  nur  mehr  eine  Dicke  von  jfo  Wellenlänge  des  Lichtes  besassen,  und 
demnach  nur  noch  3  bis  5  Goldmolecüle  übereinander  geschichtet  enthielten. 
Sie  waren  auch  bereits  mit  weissem  Lichte  durchscheinend.  Ein  Cubikmil- 
limeter  Luft  enthält  866  Billionen  Molecüle;  wäre  aber  die  Luft  zur  Flüssig- 
keit condensirt,  so  würde  diese  Anzahl  zur  Trillion  aufsteigen,  und  endlich 
haben  wir  im  Trillionstel  Milligramm  die  schickliche  Gewichtseinheit  für  die 
Atome  der  Chemiker. 

Aber  bei  aller  Grossartigkeit  dieser  Zahlen  bleibt  es  noch  immer  frag- 
lich, ob  sie  ausreichen  für  den  Bedarf  der  unendlich  kleinen  Welten  unserer 
Mikroskopiker.  Ihre  besten  Instrumente  tragen  bis  zur  Sichtbarmachung 
eines  Raumgebildes,  dass  nur  mehr  2  Millionen  Molecüle  thierischer  Mate- 
rien, wie  Albumin  u.  dgl.  zu  fassen  vermöchte.  Es  liegt  auf  der  Hand,  dass 
diese  Zahl  schon  nicht  mehr  ausreicht,  einen  etwas  complicirteren  Organis- 
mus aufzubauen,  ebenso  wie  es  nicht  möglich  ist,  mit  1000  farbigen  Glasstif- 
ten ein  Gemälde  in  Mosaik  zu  reproduciren.  Und  wenn  berühmte  Forscher 
hinter  dem  heutzutage  ihren  Instrumenten  Erreichbaren  noch  ganze  Reihen 
von  Wesen  in  absteigender  Kleinheit  vermathen,  so  ist  dieses  mit  den  obi- 
gen Berechnungen  schlechterdings  nicht  in  Einklang  zu  bringen.  Der  sich 
zunächst  darbietende  Ausweg,  das  Gasmolecül  selbst  aus  einer  grossen 
Zahl  chemischer  Molecüle  zusammenzusetzen,  ist  unzulässig  wegen  der  not- 
wendigen und  doch  höchst  unwahrscheinlichen  Gleichheit  dieser  Zahl  für 
alle  Gase  und  Dämpfe.  Ein  zweiter  Ausweg  würde  wenigstens  keine  neuen 
Annahmen  in  die  Atomenlehre  hineinbringen,  wir  meinen  die  Beziehung  der 
die  Atome  umgebenden  Aether hüllen.  In  der  Lehre  vom  Licht  und  von  der 
Elektricität  ohnehin  unentbehrlich,  dürften  sie  vielleicht  auch  geeignet  sein, 
hier  als  Träger  der  zarteren  Lebenserscheinungen  mitzuwirken,  und  auf  dem 
sonst  allzuengen  Schauplatz  eine  unerschöpfliche  Mannigfaltigkeit  derselben 
zu  ermöglichen.  Das  chemische  Element  selbst  würde  dann  zum  eigentlichen 
Elementarorganismus,  von  dem  in  der  tastbaren  Materie  nur  das  grobe  Ge- 
rüste im  mikroskopischen  Gesichtsfeld  zur  Anschauung  gebracht  wird.  Doch 
sind  dies  Speculationen,  über  deren  Zulässigkeit  wohl  erst  eine  ferne  Zu- 
kunft entscheiden  wird  und  welche  hier  nur  als  Möglichkeiten  angedeutet 
werden  sollen.  (Sitzungsbericht  der  Wien.  Akad.) 


Berichtigung. 
(Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik  X,  25.) 
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Recensionen. 

Heronis  Alexandrini  geomelricorum  et  stereometricorum  religuiae:  accedunt 
Didymi  Alexandrini  mensurae  marmorum  et  Anonymi  variae  collectiones 
ex  Herone,  Euclide,  Gemino,  Proclo,  Anatolio  aliisgue.  £  libris  manu 
scriptis  edidil  F.  Hultsch.  Berlin,  Weidmann  1864. 
In  dem  IX.  Bande  dieser  Zeitschrift  hatHerr  Dr.  Hultsch  beiGelegen- 
heit einer  vortrefflichen  Abhandlung  „über  den  Heronischen  Lehrsatz  über 
die  Fläche  des  Dreiecks  als  Function  der  drei  Seiten"  (S.  225—249)  eine 
Herausgabe  der  sämmtlichen  geometrischen  und  stereometrischen  Schriften 
des  Heron  angekündigt.  Die  Vollendung  des  Druckes  dieses  Werkes  ist  es, 
welche  wir  heute  das  Vergnügen  haben,  unsern  Lesern  zu  melden.  Aller- 
dings würde  die  Bedeutsamkeit  der  genannten  Schriften ,  deren  Entstehung 
auf  das  Geheiss  des  ptolemäischen  Begenten  hin  Hultsch  so  schön  nach- 
gewiesen hat,  eine  eingehende  Besprechung  verdienen.  Es  wäre  eine  schöne, 
dankbare  Aufgabe,  welche  gleichfalls  Hultsch  in  der  Vorrede  seiner  Aus- 
gabe schon  andeutet,  die  Werke  Heron  8  in  der  Weise  zu  prüfen,  dass  man 
zu  ermitteln  suchte,  was  bei  diesen  Erzeugnissen  des  zweiten  vorchristlichen 
Jahrhunderts  als  altegyptisches  Eigenthum,  was  als  griechischen  Ursprunges 
zu  betrachten  sei,  was  dem  geistvollen  Heron  selbst  angehöre,  was  endlich 
erst  durch  spätere  Ueberarbeitung  hinzugekommen.  Wir  würden  uns  dieser 
Aufgabe,  zu  deren  Lösung  Martin  wie  Hultsch  einen  grossen  Theil  der 
Vorarbeiten  geliefert  haben,  nicht  entzogen  haben,  wenn  uns  nicht  ganz 
bestimmte  Gründe  daran  verhindert  hätten ,  unter  welchen  nur  der  Wunsch 
genannt  sein  mag,  eine  rasche  Anzeige  des  Buches  zu  liefern,  während  die 
Zeit  zu  einem  ausführlicheren,  mit  eigenen  Untersuchungen  verknüpften 
Referate  uns  jetzt,  wie  für  die  nächsten  Monate  durchaus  fehlt.  So  mögen 
denn  unsere  Leser  ebenso  wie  der  gelehrte  Herausgeber  die  Kürze  dieser 
Notiz  entschuldigen ,  und  aus  derselben  weder  auf  ein  geringeres  Interesse 
schliessen,  welches  wir  an  dem  Werke  nehmen,  noch  auch,  und  das  noch 
viel  weniger,  auf  ein  geringeres  objectives  Interesse,  welches  der  neuen  und 
ersten  zuverlässigen  Ausgabe  der  heronischen  Geometrie  innewohnt. 

Cantor. 

Lileialurzlg.d.  Zrilschr.  f.  Math. a.Phys.  X,  1.  1 


Litoraturzeitnng 


Leibnizens  mathematische  Schriften  herausgegeben  von  C.  I.  Gerhardt. 
7  Bände.  Berlin  und  Halle,  1849—1863.  8.  Ladenpreis:  28  Thlr. 
5Ngr. 

Leibniz  hat  durch  die  Vielseitigkeit  seiner  Bildung,  den  Umfang  seines 
Wissens,  die  Tiefe  seiner  wissenschaftlichen  Forschungen,  die  anregende 
Macht  seiner  Persönlichkeit,  die  innigen  Beziehungen,  in  welche  er  sich 
zu  seinen  hervorragendsten  Zeitgenossen  zu  setzen  wusste,  einen  so  bedeu- 
tenden Einfluss  auf  die  Fortentwickelung  der  Philosophie ,  der  Geschichte 
u.  s.  f.,  besonders  auch  der  Mathematik  ausgeübt,  er  hat  ferner  dadurch  in 
einer  Zeit,  in  welcher  der  Deutsche  zumal  ausserhalb  des  Reiches  gering 
geachtet  ward,  dem  Auslande  solche  Achtung  und  so  hohe  Anerkennung 
deutscher  wissenschaftlicher  Tüchtigkeit  abgerungen,  dass  es  schon  deshalb 
Pflicht  der  Dankbarkeit  ist,  Leibnizens  Andenken  hoch  und  in  Ehren  za 
halten.  Und  als  Zeichen  solcher  Dankbarkeit  ist  auch  eine  jener  grossen  Ver 
dienste  würdige  Gesammtausgabe  seiner  Werke  allseitig  begrüsst  worden. 

Leider  muss  jedoch  Referent  bekennen,  dass  der  von  Gerhardt  redi- 
girte  mathematische  Theil  der  Ausgabe  jene  Anforderung,  der  hohen  wissen- 
schaftlichen Bedeutung  Leibnizens  zu  entsprechen,  nicht  erfüllt.  Der 
Herausgeber  hätte,  bevor  er  eine  solche  Arbeit  übernahm,  sich  prüfen  sollen, 
ob  er  ihrer  Ausführung  auch  gewachsen  sei.  So  trägt  die  Ausgabe  nach 
verschiedenen  Seiten  hin  so  sehr  das  Gepräge  des  Ungenügenden ,  dass  es 
wirklich  zu  wünschen  gewesen  wäre,  Gerhardt  hätte  die  viele  Mühe,  die 
ihm  gleichwohl  seine  Arbeit  gekostet  haben  mag,  einem  andern  seinen  Kräften 
adaequateren  Gegenstande  zugewendet. 

In  seiner  „Entdeckung  der  höheren  Analysis"  p.  75  giebt  Gerhardt 
an,  Edleston:  „ Correspondence  of  Sir  Isaac  Newton  and  Professor  Cotes"  als 
Quelle  benutzt  zu  haben  —  was  jedoch  Referent  in  hohem  Grade  be- 
zweifelt — ,  hätte  er  doch  diese  Ausgabe  bei  einem  Theile  seiner  Arbeit 
sich  wenigstens  zum  Muster  genommen. 

Um  zur  specielleren  Beurtheilung  der  Gerhardt'schen  Sammlung 
überzugehen,  so  ist  zuerst  zu  bemerken,  dass  Gerhardt  allerdings  für  die- 
selbe sich  einen  Plan  gemacht  hat.  Die  ersten  Bände  (I  bis  IV)  sollen 
Leibnizens  Briefwechsel  in  möglichst  chronologisch  geordneter 
Reihenfolge  (Bd.  I,  p,  VII),  die  übrigen  Leibnizens  mathematische  Ab- 
handlungen nach  ihrer  innern  Zusammengehörigkeit  und  sodann  ebenfalls 
nach  der  Zeit  ihrer  Abfassung  (Bd.  V,  p.  I)  zusammengestellt  enthalten. 

Band  I  umfasst  die  Correspondenzen  Leibnizens  mit  Oldenburg, 
Collins,  Newton  (1670—93),  mit  Galloys  (1675—78)  und  Vitale 
Giordano  (1689),  Band  II  die  mit  Hugens  (1673—95),  de  l'Hospital 
(1692 — 1701),  Band  III  mit  Jacob,  Johann  und  Nicolaus  Bernoulli 
(1687—1716),  BandIV  mit  Wallis  (1696— 1700),  Varignon  (1701-16), 
Grandi  (1703— 14),  Zendrini  (1715— 16),  Hermann  (1704— 16)  und 
Tschirnhaus  (1677—1705). 


Literaturzeitung. 


Wenn  nun  hierbei  Gerhardt  vorzüglich  im  Betreff  der  Correspondenz 
mit  Tschirnhans  von  seinem  Plane  der  Befolgung  einer  chronologischen 
Reihenfolge  abgewichen  ist,  so  möchte  dies  darin  seine  Erklärung  finden,  dass 
dieser  Briefwechsel  erst  1851  aufgefunden  ward;  Band  III  ist  jedoch  1855 
erschienen. 

Nicht  aber  ist  es  mit  einer  planvollen  Redaction  übereinstimmend,  dass 
Leibnizens  Briefe  an  Schulenburg  sich  mitten  unter  den  mathemati- 
schen Abhandlungen  und  seine  Correspondenz  mit  Bodenhausen  am 
Ende  des  7.  Bandes  befindet;  und  wozu  ferner  ein  besonderer  Supplement- 
band —  den  ja  Gerhardt  zu  einem  ganz  anderen  Zweck  (Bd.  V,  p.  216) 
bestimmt  hatte  —  fürten  Briefwechsel  mit  Chr.  Wolf?  Etwa  weil  er  nur 
zum  Theil  in  die  mathematische  Sammlung  gehört? 

Ebenso  hat  auch  Gerhardt  im  Betreff  der  mathematischen  Abhand- 
lungen seinen  oben  angeführten  Plan  nicht  überall  consequent  durchgeführt. 
Dieselben  sind ,  nachdem  die  „  dissertatio  de  arte  combinatoria"  den  Beigen 
eröffnet  hat,  in  folgender  Weise  gruppirt:  1.  De  quadralura  arithmelica  circuli, 
ellipseos  ei  hyperbolae ;  2.  Characleristica  geometrica  Analysis  situs ;  3.  Analysis 
Infiniter  um;    4.  Dynamica;    5.  Initia   malhematica,    Arithmelica,    Algebraica: 

6.  Geometrica. 

Hätte  Gerhardt  die  Gruppen  2  und  6,  ferner  1  und  5  und  im  An- 
schluss  daran  3  mit  einander  verschmolzen,  so  würde  er  verschiedenen  Abhand- 
lungen, wie  der  Nr.X  (Bd.V,  p.278)  —  die  nicht  in  den  5.,  sondern  in  den 

7.  Band  gehört  — ,  der  Nr.  XII  (Bd.V,  p.  285)  —  die  nicht  in  die  3.,  sondern 
in  die  1.  Gruppe  zu  setzen  ist  —  u.  s.  f.  die  richtigen  Stellen  angewiesen 
haben. 

Ist  es  ferner  überflüssig,  Nr  XXIII  (Bd.V  p.  350)  im  4.  Bande  (p.  95) 
wiederzufinden,  so  zeigt  es  von  einer  unverzeihlichen  Flüchtigkeit,  die 
Abhandlung  XI  (Bd.  V,  p.  279  ff.)  in  ihrer  vollen  Ausdehnung  im  7.  Bande 
p.  331  ff.  wiederum  abgedruckt  zu  sehen. 

Wenn  dem  Herausgeber  dafür  Dank  zu  zollen  ist,  dass  er  wie  die 
Correspcndenzen  an  Tschirnhaus,  Varignon,  Jacob  Bernoulli  u. 
s.  f.,  so  auch  viele  Abhandlungen  Leibnizens  aus* dessen  Manuscripten 
hervorgesucht  und  zum  ersten. Male  veröffentlicht  hat,  so  würde  er  sich 
sicherlich  ein  grösseres  Verdienst  erworben  haben,  wenn  er  in  der  Auswahl 
derselben  vorsichtiger  verfahren  wäre.  Wozu  die  Veröffentlichung  der 
sämmtlichen  ersten  7  Nummern  des  7.  Bandes,  die  theilweise  Fragmente  mit 
ganz  elementarem  Inhalt  sind?  Dass  Leibniz  auch  Elementarbegriffe 
klar  zu  fassen  und  in  richtige  Zusammengehörigkeit  zu  bringen  verstand, 
brauchte  doch  nicht  durch  so  viele  ausführliche  Documente  erhärtet  zu  werden. 
Oder  wollte  Gerhardt  seine  Leser  überzeugen,  dass  er  wirklich  treu 
Bd.  V,  p.  136  einige  Stellen  aus  Bd.  VII,  Nr.  I,  p.  249  f.  wiedergegeben 
habe,  oder  damit  sie  erfahren,  wie  Leibniz  Bd.  VII,  p.  84  mittheilt, 
dass  wie  6  +  ö  =  +a  +  6,  so  auch  b  —  a  z=z  a  —  b  sei,  etc.? 

1* 
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Je  Wünschenswerther  demnach  eine  umsichtige  Beschränkung  bei  der 
Heransgabe  der  Mannscripte  gewesen  und  nicht  alles  abgedruckt  worden 
wäre,  was  irgend  druckbar  erschien,  um  so  befremdender  erscheint  es,  dass 
Gerhardt  mehrere  von  Leibniz  selbst  veröffentlichte  Abhandlungen 
nicht  wieder  veröffentlicht  hat.  Geschieht  dies  absichtlich,  oder  ist  es  nur 
durch  Mangel  an  Umsicht  erfolgt?  So  hat  Referent  ausser  anderen  die  Ab- 
handlung: „Unum  opiicae....  principium"  (Acta  Erud.  1682,  p.  185)  ver- 
geblich gesucht,  die,  weil  Leibniz  zuerst  in  ihr  öffentlich  seine  neue 
Methode  de  maximis  ei  tninimis  erwähnt  und  angewendet  hat,  weit  eher  eine 
Aufnahme  in  die  Sammlung  verdiente,  als  60  manche  andere. 

Es  möge  jedoch  ein  zweiter  Punkt  in  das  Auge  gefasst  werden.  Wie 
ein  allgemeines  Specialinhaltsverzeichniss,  so  vermisst  Referent  auch  eine 
Gesammteinleitung,  in  weicheren  gedrängter  Darstellung  die  wichtigsten 
Momente  aus  dem  Leben  Leibnizens,  seine  vorzüglichsten  mathema- 
tischen Entdeckungen  und  Arbeiten ,  ihrem  Gange  und  Wesen  nach,  so  wie 
Leibnizens  Beziehungen  zu  den  Mathematikern  seiner  Zeit  u.  s.  w.  mit- 
getheilt  würden.  Anstatt  dessen  hat  es  Gerhardt  vorgezogen,  mehr  als 
20  besondere  Vorreden  zu  den  einzelnen  Abtheilungen  zu  geben,  wovon 
zunächst  die  natürliche  Folge  die  ist ,  dass  sich  Wiederholungen  verschie- 
dener Einzelheiten  in  unerquicklicher  Weise  anhäufen. 

So  wird  —  um  nur  Einzelnes  anzuführen  —  der  Beziehungen  Leib- 
nizens zu  Boineburg  Bd.  I,  p.  V,  p.  3;  Bd.  VI,  p.  1,  zu  Rügens 
Bd.  I,  p.  V;  Bd.  II,  p.  4f.  5  Bd.  V,  p.  216;  Bd.  VI,  p.  7  gedacht;  ferner  zu 
Job.  Bernoulli  allein  wegen  der  Erfindung  der  Integralrechnung  Bd.  III, 
p.  115;  Bd.  IV,  p.  427;  Bd.V,  p.  218;  Suppl.  Bd.  V,  p.  4  und  dabei  Aus- 
drücke wie :  „Auf  schamlose  Weise  verfuhr  namentlich  Joh.  Bernoulli"; 
„die  Folge  davon  war,  dass  Joh.  Bernoulli  der  Erfinder  der  Integral- 
rechnung zu  sein  sich  anmasste,  und  bis  auf  die  neueste  Zeit  auch  dafür 
gehalten  worden  ist".  Warum  sagt  Gerhardt  nicht  von  wem?  Warum 
verweist  nicht  Gerhardt  auf  Leibnizens  Abhandlung  „de  geomelria 
recondita"  (A.  E.  1686,  p.  292)'? 

Abgesehen  von  Her  oft  überaus  unangenehmen  Breite  der  Darstellung, 
der  wiederholten  Anwendung  der  Superlative,  der  mehrfach  vorkommenden 
„vielleicht",  „wahrscheinlich",  „wie  es  scheint"  ....  können  einzelne 
Vorreden,  wie  die  zu  den  Correspondenzen  mit  Oldenburg,  Hugens, 
den  Bernoulli s,  im  Ganzen  genügend  genannt  werden,  obgleich  auch  sie 
noch  vielerlei  zu  wünschen  übrig  lassen.  Während  z.  B.  die  Notizen  über 
das  Leben,  die  Werke  von  Hugens,  der  Bernoulli  in  den  bezüglichen 
Vorreden  höchst  unvollständig  sind,  und  nur  die  allgemeinen  Inhaltsangaben 
der  Correspondenzen  mit  den  Bernoullis,  mit  Hugens(  —  obgleich  auch 
hier  Verschiedenes,  wie  z.  B.  im  Betreff  des  Calculus  escponcniialis  fehlt  — )  be- 
friedigend sind,  so  ist  dagegen  in  der  Vorrede  zu  Tschirnhaus,  dessen 
Lebensverhältnisse  ausführlich  mitgctheilt  werden ,  von  einer  Inhaltsangabe 
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nichts  wahrzunehmen,  während  die  zu  Wa  1 1  i  s  in  jeder  Beziehung  ungenügend 
ist.  Nennt  das  Gerhardt  nach  einem  Plane  arbeiten?  Aehnliches  gilt 
auch  von  den  Vorreden,  die  den  einzelnen  Abtheilungen  der  mathematischen 
Abhandlungen  vorausgeschickt  sind.  Während  z.  B.  die  Einleitung  zur 
I.  Abtheilung  des  5.  Bandes  (p.  83  ff.)  —  von  Gerhardt  zugleich  als  Pro- 
grammabhandlung benutzt  —  befriedigt,  kann  dies  von  den  übrigen  Ein- 
leitungen desselben  Bandes  weniger,  am  wenigsten  aber  von  denen  des 
7.  Bandes  gesagt  werden,  denen  nach  Styl  und  Ausarbeitung  das  Zeichen 
voller  Flüchtigkeit  aufgeprägt  ist.  Zuweilen  ist  est  schwer  zu  errathen,  für 
welche  Leser  Gerhardt  seine  Ausgabe  veranstaltet  hat.  Für  wen  hat 
Gerhardt  es  z.B.nothwendig  erachtet  Bd.  II,  p.  6  das  Problem  der  Isochrone 
in  deutscher,  französischer  und  lateinischer  Sprache  aufzuzeichnen?  Für 
wen  Bd.II,  p.  5  die  Erklärung:  „Das  umgekehrte  Tangentenproblem  (d.  h. 
aus  der  gegebenen  Gleichung  für  die  Tangente  dieCurve  zu  finden)"  u.  s.  f.? 
Für  wen  hat  Gerhardt  (Bd.V,  p.  137)  aus  Leibnizens  Manuscriptcn  die 
belehrende  Bemerkung  ziehen  zu  müssen  geglaubt:  „  Aehnlichkeit,  die  aus  der 
Form  der  Figur  entspringt,  und  die  Congruenz,  die  durch  Verbindung  der 
Gleichheit  und  Aehnlichkeit  hervorgeht"?  Für  wen  die  noch  wichtigere 
Belehrung  (Bd.  II,  p.214),  dass  „die  Integration  der  Differentialgleichungen 
eine  allgemeine  Integrationsmethode  seiu  (!)  ? 

Weshalb  sind  ferner  einzelne  Vorreden  durch  unnöthige  Excerpte  un- 
nöthig  erweitert?  Was  soll  z.  B.  Bd.V,  p.  219  das  lange  Excerpt,  während 
die  ganze  Stelle  drei  Seiten  später  wiederkehrt?  Was  sollen  die  Excerpte 
Bd.  II,  die  den  grössten  Theil  der  Seiten  7  und  8  einnehmen,  da  sie  in  dem 
folgenden  Briefwechsel  wiederkehren  u.  s.  w.  ?  Einfache  Citate  hätten  voll- 
ständig ausgereicht  und  der  hierdurch  wie  in  anderer  Weise  unnütz  ver- 
geudete Raum  hätte  zweckdienlicher  verwendet  werden  können. 

Um  aber  nicht  ungerecht  zu  erscheinen,  zumal  da  oben  auch  von  der  Un- 
fähigkeit des  Herausgebers  gesprochen  ward,  so  möge  noch  zum  Schluss  auf 
den  Inhalt  einer  grösseren  Einleitung  z.  B.  der  zu  den  Abhandlungen  des 
VI.  Bandes  ( —  Dynamica  — )  specieller  eingegangen  werden. 

Die  erste  Seite  (3)  enthält  ausser  unzureichenden  Notizen  über  Leib- 
nizens Stellung  und  Thätigkeit  in  den  Jahren  1668 — 1672,  und  sodann 
der  unnöthigen,  weil  Raum  wegnehmenden,  Aufzeichnung  der  —  später 
p.  17,  18,  61  und  62  einnehmenden  —  ausführlichen  Titel  von  Leibnizens 
Abhandlung  Hypothesis  physica,  zum  Schluss  noch  in  einer  Anmerkung 
die  Mittheilung,  dass  die  erste  Abtheilung  der  Hypothesis  physica  in  einem 
besonderen  Abdruck  erschienen,  ein  solcher  im  Besitz  des  Herrn  Prof. 
Drobischin  Leipzig  und  ihm  (Gerhardt)  von  diesem  höchst  zuvorkommend 
zur  Einsicht  mitgetheilt  sei.  Soll  man  sich  hierbei  mehr  über  Gerhardts 
dankbares  Gemüth  freuen,  oder  es  mehr  beklagen,  dass  ihm  bei  der  Heraus- 
gabe aller  übrigen  Schriften  Leibnizens  solche  Zuvorkommenheit  nirgend 
weiter  zu  Theil  geworden  ist? 
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Auf  Seite  4  hält  Gerhardt  es  für  nothwendig,  von  der  genannten 
Jugendschrift  Leibnizens  —  die  Leibniz  selbst  später  nicht  als 
so  sehr  bedeutend  erachtete  —  eine  „genaue"  Analyse  zugeben,  „weil 
Leibniz  in  Betreff  seiner  Ideen  nicht  immer  genau  verstanden  worden 
und  daher  vielfachen  Angriffen  ausgesetzt  gewesen  seiu  (von  wem?).  Zu 
diesem  Zwecke  reiht  nun  Gerhardt  einige  Sätze  aus  einem,  6  Jahre  später 
geschriebenen  Briefe  Leibnizens  an  Fabri  (p.S5)  und  aus  p.  21,  22  und 
58  der  die  p.  17  bis  80  umfassenden  Abhandlung  an  einander,  und  nennt 
das  eine  „genaue  An  a  1  y  s  e  " !  Als  Hauptsentenz  wird  hierbei  (p.  5)  her- 
vorgehoben, dass  Leibniz  in  dem  einen  Princip  —  „der  durch  die 
Einwirkung  des  Sonnenlichtes  auf  den  alle  Körper  durchdringenden  Aether 
hervorgebrachten  kreisförmigen  Bewegung  desselben"  —  die  Grundlage 
für  die  Mechanik  der  Himmelskörper  aufzustellen  versucht,  hierbei  sich  an 
die  Alten  angeschlossen  und  nichts  von  den  Neueren  (?  cf.  p.  149)  entlehnt 
habe,  wie  er  denn  auch  in  dem  —  als  Nr.  II,  p.  81 — 98  aus  Leibnizens 
Manuscripten  veröffentlichten  —  Briefe  an  Fabri  (wo?)  ausdrücklich  be- 
merke ,  dass  er  seine  Hypothesis  physica  verfasst  habe ,  bevor  er  das  Carte- 
sianische  System  vollständig  gekannt  ( —  Andere  würden  p.  84  über- 
setzen „hinreichend  verstanden"  — )  habe. 

Zu  der  eben  erwähnten  Nr.  II,  die  mit  den  Worten  beginnt:  „Nuper  ex 
Gattia  reversus  ineidi  in  Epistolas"  ....  macht  Gerhardt  die  nothwendige 
und  wichtige  Bemerkung:  „Es  läset  sich  nicht  bestimmt  angeben,  wenn 
dieses  Schreiben  verfasst  ist,  indess  geht  aus  seinem  Inhalte  hervor,  dass  es 
sehr  bald  nach  Leibnizens  Bückkehr  aus  Frankreich  (wann?)  niederge- 
schrieben sein  muss".  Wenn  sodann  Gerhardt  den  ganzen  Inhalt  dieses 
Schreibens  als  eine  in  einer  Reihe  von  Lehrsätzen  zusammengefasste 
Wiederholung  des  Inhaltes  der  Hypothesis  physica  bezeichnet ,  wozu  die  un- 
nöthige  Aufnahme  desselben  in  die  vorliegende  Sammlung? 

Nachdem  Gerhardtp.6  noch  einmal  auf  die  Hypothesis  physica  zurück- 
gekommen, um  in  ihr  eine  Fülle  bemerken swerther Ideen  zu  finden*),  Leib- 
niz die  Entdeckung  der  Undulatjonstheorie  zu  sichern,  und  seines  Um- 
ganges mit  Hugens  1672 — 1676  etc.  gedacht  ist,  wird  p.  8  und  9  ganz 
unnöthig  ein  Excerpt  aus  einer  Leibniz1  sehen  Aufzeichnung  abge 
druckt  und  in  noch  überflüssigerer  Weise  nimmt  Gexhardt  hiervon  Veran- 
lassung, Fauch  er  de  Careil  den  Vorwurf  zu  machen,  dass  er  bei  der 
Herausgabe  seiner  „  Nouvclles'  lellrcs  et  opuscules  inedits  de  Leibniz11  (p.  13) 
nicht  einmal  gewusst  habe,  dass  Leibniz  im  October  1676  nach  Han- 
nover zurückgekehrt  sei.  Hätte  doch  Gerhardt  sich  um  sich  gekümmert 
und  dergleichen  unnütze  Abschweifungen  vermieden!  Wenn  auch  Fan  eher 


*)  Etwa  auch:  p.  39:  „Attracth  electrica  meo  judicio  fädle  explicari  potest,  ex- 
plicata  attr actione  qua  fumas  attrahit  ignem"  oder  p.  35:  „Sonus  non  eotisistit  in  motu 
aerit"  oder  p.  21 : ,,  ...  admittere  non  posston :  sequetur  enim,  ut  lapis  ad  Iwratn,  ita  terram 
ceterosque  planetas  ad  sotem  t  ender e. 
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de  Careil  irrt,  so  irrt  Gerhardt  nicht  minder;  im  October  war  Leibniz 
nicht  aus  Frankreich  über  England  nach  Hannover  zurückgekehrt, 
vielmehr  verweilte  er  auch  noch  während  des  Monats  November  1676  in 
Amsterdam  (Cf.  Bd.  I,  p.  147). 

Indess  Gerhardt  schweift  noch  weiter  ab  und  hält  diese  Vorrede  zu 
den  Abhandlungen  Leibnizens  aus  dem  Gebiete  der  Mechanik  für  den 
geeigneten  Ort,  um  Fragen,  die  in  das  Bereich  der  Philosophie  gehören,  vor 
das  Forum  seiner  geistigen  Superiorität  zu  ziehen ,  sich  selbst  aber  für  voll- 
kommen competent,  „eine  von  Anderen  (wem?)  aufgestellte  Ansicht, 
als  habe  Leibniz  seine  Philosophie  absichtlich  bald  esoterisch,  bald 
exoterisch  vorgetragen,  als  einen  nicht  sehr  glücklich  gemachten  Unterschied 
zu  bezeichnen "  und  dazu  eine  scharfsinnige  Bemerkung  zu  machen,  die 
(p.  10)  mit  den  Worten  schliesst:  „Die  französisch  abgefassten  (Abhand- 
lungen) bewegen  sich  durchaus  in  leichterer  Form,  so  wie  es  die  Natur  dieser 
Sprache  verlangt,  dagegen  herrscht  in  den  lateinisch  (über  denselben  Gegen- 
stand) geschriebenen  die  gehaltene  Ausdrucks  weise u.  Gelegenheit,  die 
Wahrheit  dieser  wichtigen  Bemerkung  zu  erproben ,  bietet  dem  Leser  eine 
Vergleichung  der  Abhandlungen  V  und  VI  mit  Abhandlung  XII. 

Von  den  in  den  Actis  Eruditorum  (1684 — 86)  veröffentlichten  Abhand- 
lungen Leibnizens  über  den  Widerstand  der  festen  Körper  und 
das  Princip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  (Nr,  III  und  IV) 
wird  (p.  10)  wenig  mehr  als  die  überflüssig  wiederholten  Titel  mitgetheilt, 
während  die  mit  Nr.  IV  und  XII  denselben  Gegenstand  behandelnde  Ab- 
handlung V  ebenso  wie  VI  unerwähnt  bleiben,  möglich  dass  Gerhardt  ihre 
Veröffentlichung  aus  Leibnizens.  Unterlassenen  Papieren  selbst  für  über- 
flüssig  hielt,  aber  es  ist  ja  genug  Kaum  da,  wozu  da  mit  ihm  kargen  V 

Hierauf  gedenkt  Gerhardt  der  beiden  1689  in  den  Actis  Eruditorum 
erschienenen  Abhandlungen  Leibnizens  „de  resistentia  medii"  und 
&es  „Tentamen  de  motuum  coelestium  causis".  UeberdieerstereNr.VII 
wird  gar  nichts  gesagt,  desto  Bedeutenderes  liefert  Gerhardt  zur  zweiten 
Nr.  VIII.  Zunächst  erklärt  er:  „Bein  (Leibnizens)  Scharfblick  Hess  ihn 
sogleich  erkennen,  dass  durch  die  Gravitationshypothese  Newtons  —  die 
früher  von  Gerhardt  (Bd.  II  p.  8)  als  die  glücklichste  aller  Hypothesen 
gepriesen  ward  —  im  Grunde  nichts  beigebracht  wird  zur  Erklärung  der 
Mechanik  -des  Himmels."  ...  Leibniz  hielt  sich  demnach  berufen,  im 
Betreff  dieser  hochwichtigen  Frage  (p.  11)  seine  Ansichten  zusammenzu- 
stellen. Und  nun  behauptet  Gerhardt  mit  einer  unnachahmlichen  Naivität : 
Leibniz  habe  in  jenem  Tentamen  als  Hypothese  zur  Erklärung  der 
Mechanik  des  Himmels  den  Satz  aufgestellt,  „dass  das  von  der  Sonne  aus- 
gehende Licht  eben  jene  nach  dem  Quadrate  der  Entfernung  abnehmende 
Kraft  sei,  welche  den  im  Kosmos  vorhandenen  Aether  in  Bewegung  setze, 
wodurch  denn  weiter  .  .  .  ."  Wenn  Gerhardt  allerdings  solche  Sachen 
aus  jenem  Tentamen   herauszulesen  sich  erkühnt,  so  weiss  man  wirklich 
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nicht,  ob  man  dies  mehr  einer  natürlichen  Keckheit  oder  wirklicher  Un- 
fähigkeit zumessen  soll.  Es  steht  von  jener  Behauptung  auch  nicht  das 
Geringste  in  der  gedachten  Abhandlung,  und  Gerhardt  erröthet  nicht, 
wenn  er  vorher  in's  Blaue  hinein  Vorwürfe  vom  Nichtverstehen  Leib- 
niz'scher  Ideen  macht.  Nachdem  Gerhardt  noch  Weiteres  hinzu- 
gefügt, schliesst  er  seine  Zusammenstellung  mit  den  Worten:  „Und  dennoch 
beharrte  Leibniz  bei  der  Behauptung,  dass  die  Gravitationshypothese 
Newtons  unzulänglich  sei,  ebenso  wie  sein  Lehrer  und  Freund  Kugens. 
Er  unterwarf  (p.  12),  nachdem  er  Newtons  Werke  (sie!)  genau  studirt 
hatte ,  den  oben  genannten  unter  sehr  ungünstigen  Verhältnissen  ausge- 
arbeiteten Entwurf  einer  sehr  sorgfältigen  Revision  —  es  ist  dies  die 
hier  (Nr.  IX)  zum  ersten  Male  gedruckte  zweite  Bearbeitung  des  Tenta- 
men."  —  Wie  aber  Referent  den  Herausgeber  wiederholt  in  seinen  Be- 
hauptungen unzuverlässig  gefunden  hat,  so  ist  er  auch  hier  —  und  nicht 
allein  zur  Ehre  Leibnizens  —  der  Ansicht,  dass  Nr.  IX  die  ursprünglich 
von  Leibniz  verfasste  Abhandlung  ist,  und  dass  sie  entweder  von 
Leibniz  selbst  oder  von  Pfautz  in  Leipzig  so  weit  abgekürzt  ward, 
um  nachher  in  der  Gestalt  von  Nr.  VIII  zu  erscheinen. 

Aber  auch,  wenn  dies  nicht  der  Fall  wäre ,  so  ist  der  Abdruck  der 
ganzen  %Nr.  IX  wieder  überflüssig;  dasjenige,  was  IX  —  es  sind  mit  Aus- 
nahme kleiner  in  Artik.  7  und  8  anzubringender  Aenderungen  nur  Zusätze 
—  mehr  enthält,  brauchte  nur  bei  Nr.  VIII  p.  149  als  Anhang  zur  Einleitung, 
desgleichen  bei  Artik.  2,  11,  18,  19,  20  und  27  in  Klammern  beigefügt  zu 
werden;  die  übrigen  24  Artikel  sind  in  beiden  Abhandlungen  vollständig 
gleichlautend,  ihr  Wiederabdruck  also  unnütze  Raumverschwendung.  Wollte 
etwa  Gerhardt  erklären,  dass  in  dem  zur  Einleitung  von  Nr.  VIII  fehlen- 
den Zusatz  jene  Behauptung  von  Leibnizens  Sonnenlichthypothese  ent- 
halten sei,  so  möge  er  erst  etwas  genauer  den  betreffenden  Abschnitt  durch- 
lesen (p.  164  analogosfy. 

Wie  jedoch  anderwärts  Gerhardt,  sobald  der  Gegenstand  ein  tieferes 
Eindringen  in  das  Gebiet  der  höheren  Mathematik  verlangt,  sich  in  Schwei- 
gen hüllt,  so  ist  auch  in  der  Einleitung  von  dem  eigentlichen  Inhalte  des 
Tentamen  nichts  gesagt,  auch  nichts  darüber,  ob  Leibniz  etwas  aus 
Newtons  Principiis  philosophiae  naturalis  entlehnt  habe,  und  ebensowenig 
wird  später  (p.  12)  von  Gerhardt  angegeben,  worin. die  Verteidigung 
Leibnizens  (Nr.  XVII  und  XVIII)  gegen  den  deshalb  von  D.  Gregory 
(Astr.  phys.  p.  99)  erhobenen  Angriff  bestand.  War  es  unangenehm,  dem 
Varignon,  den  Gerhardt  gemäss  seiner  Klassifaction  der  Mathematiker 
dem  2.  Range  zugesellt  (Bd.  IV,  p.  87),  wegen  der  von  ihm  dem  Leibniz 
gemachten  Mittheilung  (Bd.  IV,  p.  139)  ein  höheres  Verdienst  beizu- 
legen ,  oder  wünschte  G er h a r d t  der  Rechtfertigung  der  Leibniz' sehen 
Theorie  hinsichtlich  der  Erklärung  der  Cometenbewegungen  durch  die 
Vortices  enthoben  zu  sein? 
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Die  ferneren  Erörterungen  p.  12  ff.  beziehen  sich  u.  A.  auf  die 
Leibniz'sche  Eintheilung  der  Kräfte  in  active  und  passive  etc.,  die 
Gerhardt  einer  der  Nr.  II  beigefügten  Beilage  entnimmt,  welche  Beilage 
richtiger  nach  Nr.  XVI  zu  setzen  war.  Nachdem  sodann  noch  einmal  auf 
Nr.  IV,  Jessen  ausfuhrlicher  Titel  wiederum  angeführt  wird,  zurückgegangen 
und  des  Streites  mit  Papi  n,  Conti  etc.  über  das  Princip  der  Erhaltung  der 
lebendigen  Kraft  gedacht  war,  schliesst  die  Vorrede  mit  der  Nennung  des, 
wie  Gerhardt  sagt,  grossen  und  selbständigen  Werkes  Leibnizens: 
„Dynamica  de  potentia  et  legibus  naturae  corporeae",  über  dessen 
Inhalt  Gerhardt  nichts  weiter  angiebt,  das  aber,  wie  es  selbst  Leibnizens 
Zeitgenossen  nicht  viel  Neues  geboten  .haben  würde,  so  auch  für  die  Gegen- 
wart nicht  von  so  grossem  Interesse  ist,  dass  seinAbdruckausLeibnizens 
Manuscripten  so  überaus  nothwendig  war. 

Drittens  hat  Gerhardt  erkannt,  dass  eine  Ausgabe  der  Werke 
Leibnizens  füglich  mit  Noten  bedacht  sein  müsse,  wie  denn  natürlich  in 
den  Correspondenzen  und  Abhandlungen  so  verschiedene  Persönlichkeiten, 
Probleme  und  Beziehungen  erwähnt  werden ,  im  Betreff  deren  auch  einem 
in  der  Mathematik  und  ihrer  Geschichte  sehr  bewanderten  Leser  eine  kurze 
Aufklärung  oder  Verweisung  auf  diese  oder  jene  Quelle  wünschenswerth 
wäre.  Das  erfordert  freilich  eine  umsichtige  und  mühevolle  Redaction. 
Von  einer  solchen  ist  jedoch  in  der  vorliegenden  Sammlung  wenig  zu  spüren. 
Gerhardt  hat  meist  nur  benutzt,  was  sich  ihm  zufällig  und  bequem  darbot. 
Dieses  Urtheil  in  derselben  Ausführlichkeit  wie  vorhin  zu  begründen ,  steht 
Referent  Herrn  Gerhardt  gern  zu  Diensten;  hier  möge  z.  B.  der  Kürze 
halber  nur  Einzelnes  aus  Bd.  I  und  V  folgen. 

Die  Anmerkungen  zu  Bd.I  enthalten  theils  selbständige  Zusätze  Leib- 
nizens, theils  Angaben  von  Sammlungen,  denen  Gerhardt  einzelne 
Briefe  entnommen  hat,  theils  die  unnützen  Bemerkungen:  „Bereits  ge- 
druckt "  wobei  nicht  gesagt  wird,  wann  und  wo?  (z.  B.  p.  51,  53 ff.),  die 
um  so  überflüssiger  sind,  als  dasselbe  dann  auch  p.  154,  162  ff.  hätte  bemerkt 
werden  müssen,  da  die  betreffenden  Briefe  ebenfalls  früher  wiederholt  im 
Druck  erschienen  sind;  ferner  umfassen  sie  noch  einige  Emendationen  wie 
p.  24  Küfleriano,  p.  81  Bombelli,  p.  73  Darium;  was  sollen  aber 
diese  Notizen,  wenn  nicht  bemerkt  wird,  wer  Küfler,  Bombelli,  Darius 
waren?  Wenn  die  nach  anderen  Quellen  p.  52,  53  ...  .  gegebenen  8  Cor- 
recturen  am  Ort  sind,  warum  fügt  dazu  Gerhardt  nicht  auch  p.  121,  „hujus 
naturae"  für  „ludus  naturae"?  Die  weiter  von  Gerhardt  beigebrachten  acht 
Notizen  sind  brauchbar,  lassen  es  aber  um  so  mehr  wünschen ,  dass  über 
Pell,  Hook,  Jae.  Gregory,  Kaufmann  etc.,  deren  wiederholt  im 
ersten  Bande  Erwähnung  geschieht,  auch  kurz  referirt  wäre. 

Im  V.  Bande  finden  sich  p.  123,  126,  128  die  unnöthigen  Bemerkungen  : 
„Zuerst  gedruckt  in  den  Act.  Erud."  .  .  .  ( —  wie  fast  immer  trotz  der 
vorangehenden  Ausführlichkeit  ohne  Angabe  der  betreffenden  Seite  — ), 
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ferner  p.  220,  226,  234  ....  stets  die  Bemerkung:  „Act.  Erud.  .  .  .  .",  die 
eben  so  überflüssig  sind,  da  dieselbe  Notiz  bereits  p.  IV ff.  steht. 

Wie  Gerhardt  sich  bei  der  Abfassung  seiner  Noten  von  reiner  Will- 
kür leiten  lässt,  bekundet  z.  B.  p.  135,  auf  welcher  des  Vi  et  a,  Descartes, 
Pascal,  Desargues  und  Carcavi  gedacht  wird,  und  nur  im  Betreff  der 
Persönlichkeit  Carcavi' s  eine  kurze  Notitz  gegeben  wird?  Ist  etwa  De- 
sargues um  so  viel  bekannter?  Wie  hätte  der  zu  andern  Zwecken  un- 
nöthig  in  Anspruch  genommene  Raum  im  Bezug  hierauf  zu  einer  Leibni- 
zens  würdigen  Ausgabe  vorwendet  werden  können?  Am  besten  wäre  es 
gewesen,  Gerhardt  hätte  sich  aller  Noten  enthalten,  denn  was  er  sich  hier- 
bei erlaubt,  ist  zuweilen  unbegreiflich.  So  steht  Bd.  VII,  p.  5  die  Note: 
„Siehe  die  Correspondenz  mit  Tschirnhaus  Bd.  IV",  ohne  jede  Angabe 
der  betreffenden  Seite  501.  Es  liegt  in  solchem  flüchtigen  Verfahren  eine 
Nichtachtung  und  eine  Arroganz,  die  sich  nur  aus  ihrer  Vereinigung  mit  ihrer 
ähnlich  lautenden  Genossin  erklären  lassen  möchte,  die  aber  eines  Mannes 
unwürdig  ist,  der  Grund  genug  hat  Leibniz  dankbar  zu  sein,  der  zur 
Erhöhung  von  Leibnizens  Ruhm  bei  weitem  nicht  so  viel  beigetragen,  als 
er  demselben  entzogen  hat.  Mit  bioser  ungemessener  Lobhudelei  dient 
man  keinem  grossen  Manne. 

Wünschenswerth  wäre  viertens  zuweilen  eine  genauere  Angabe  ge- 
wesen, aus  welcher  bestimmt  ersichtlich  wäre,  in  welchem  Umfange  Ger- 
hardt ausser  den  Manuscripten  die  vorhandenen  Quellen  benutzt  hat. 

In  der  Vorrede  zu  dem  Briefwechsel  mit  Hugens  (Bd.  II,  p.  9)  sagt 
Gerhardt,  dass  er  bei  seiner Redaction  die  Uylenbroek' sehe  Sammlung 
benutzt  habe,  und  dass  der  aufmerksame  Leser  bei  Vergleichung  beider 
Ausgaben  sich  überzeugen  werde,  das  die  Gerhardt' sehe  mehrere  Briefe 
enthalte,  die  bei  Uylenbroek  fehlen,  und  dass  andere  Briefe,  die  in  der 
Uylenbroek'  sehen  Sammlung  nur  nach  dem  Hugens'schen  Entwürfe 
mitgetheilt  sind,  bei  ihm  vollständig  erscheinen.  Hätte  Gerhardt  selbst 
nicht  so  aufmerksam  seinen  Lesern  gegenüber  sein  und  kurz  angeben 
können,  welche  Briefe  er  der  Uylenbroek" sehen  Sammlung  entlehnt 
hat?  Fürchtete  eT  vielleicht  den  Vorwurf  zu  grosser  Penibilität?  Die  von 
Uylenbroek  gegebenen  Entzifferungen  Hugens" sc  her  Anagramme 
(Uylenbroek  Bd.  II,  p.  38  und  83)  fehlen  bei  Gerhardt  (Bd.  II,  p.  48 
und  87).  Eben  so  wenig  giebt  Gerhardt  im  I.  Bande  überall  bestimmt  an, 
welche  Briefe  von  ihm  nach  vorhandenen  Originalen  herausgegeben, 
welche  er  aus  Wallis,  Dutens  u.  s.  f.  entlehnt  hat,  was  in  einzelnen 
Fällen  sehr  erwünscht  wäre,  nicht  blos  wogen  des  p.  154  fehlenden.  Datums 
(21.  Juni  1677). 

Im  Betreff  des  Briefwechsels  mit  Johann  Bernoulli  stand  Ger- 
hardt die  1745  in  Genf  erschienene  Ausgabe  desselben  zu  Gebote.  Ger- 
hardt sagt  von  derselben  (Bd. III,  p.  132),  „dass  sie  lückenhaft  und  un- 
vollständig sei,  nur  die  wenigsten  Briefe  ohne  Auslassung  abgedruckt 
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sind  .  .  .  .,und  dass  der  unbekannte  Herausgeber  die  harten  und  nicht  eben 
auf  feine  Weise  ausgedrückten  Urtheile  Bernoullis  unterdrücken  zu 
müssen  geglaubt  habe.  In  seiner  Ausgabe  seien  die  Lücken  dagegen  sämmt- 
lich  ausgefüllt,  und  lieferten  ein  treffliches  Material,  um  ein  deutliches  Bild 
von  dem  Charakter  Joh.  Bernoullis  zu  gewinnen.  Die  Briefe  Leibni- 
zens  hätten  jedoch  in  Ermangelung  der  Originale  grösstentheils  so  wieder- 
gegeben werden  müssen ,  wie  sie  in  der  Genfer  Ausgabe  sich  vorfanden". 
Dazu  ist  zu  bemerken,  dass  Gerhardt  eine  Sammlung  der  Werke  Leib- 
nizens  zu  geben  hat;  daher  war  es  minder  nothwendig,  dasjenige  mit  auf- 
zunehmen, was  in  den  Bernoulli'schen  nicht  von  weiter  bedeutendem 
Interesse  ist  —  mag  es  auch  noch  so  sehr  zur  Charakteristik  Bernoullis 
beitragen,  von  dem  Gerhardt  in  nicht  harter  und  nicht  eben  unfeiner 
Weise  sagt:  „Er  strotzt  durch  und  durch  von  ungemessenem  Stolze  und 
höchster  An massung  etc."  (Bd.  III,  p.  113)  —  und  zwar  um  so  weniger,  als 
es  ja  Gerhardt  nicht  möglich  war,  die  in  den  Leibniz' sahen  Briefen 
vorhandenen  Lücken  sämmtlich  auszufüllen,  und  als  drittens  Gerhardt 
in  den  Briefwechseln  mit  Varignon  und  Hermann  es  (Bd.  IV,  p.  88 
nnd  258)  für  nothwendig  erachtet  hat,  alles  auszuscheiden,  was  nicht  von 
wissenschaftlichem  Interesse  ist.  Oder  soll  man  das  etwa  auch  Consequenz 
nennen?  Und  weiter,  weshalb  glaubt  Gerhardt  sich  berechtigt,  jenen  un- 
bekannten Herausgeber  nur  zu  taddn,  zumal  da  1.  Gerhardts  Bemerkung 
„dass  nur  die  wenigsten  Briefe  ohne  Auslassungen  abgedruckt  sind", 
übertrieben  ist,  da  2.  Gerhardt  wissen  musste,  dass  ohne  Bernoulli's 
—  der  erst  1748  starb  —  Zustimmung  jene  Ausgabe  gar  nicht  veranstaltet 
werden  konnte,  und  Bernoulli,  wie  gering  auch  Gerhardt  von  seinem 
Charakter  denken  mag,  doch  noch  so  viel  Tact  besass,  Bemerkungen,  die  in 
Rücksicht  auf  gegenseitige  Discretion  gemacht  waren,  nicht  der  0  eff entlich - 
keit  preisgegeben  zu  sehen,  3.  aber  Gerhardt  es  unerwähnt  gelassen  hat, 
dass  er  die  meisten  seiner  Notizen  zu  dem  gedachten  Briefwechsel  jener 
Ausgabe  entnommen  hat?  Warum  zeigt  sich  denn  Gerhardt  nicht  hier 
auch  dankbar?  Weit  ehrenvoller  wäre  es  für  Gerhardt  gewesen,  wenn 
er  der  Genfer  Ausgabe  die  ihr  gebührende  Anerkennung  hätte  gönnen 
wollen.  Sie  hat  vor  der  seinen  mancherlei  Vorzüge :  1 .  ausser  der  kurzen  Inhalts- 
übersicht der  einzelnen  Briefe  am  Anfang  den  sehr  brauchbaren  Index 
am  Ende  des  Werkes,  2.  die  grössere  Anzahl  der  Citate  und  3.  grössere 
Sorgfalt  der  Correctur. 

Hierbei  kann  es  Referent  überhaupt  nicht  verschweigen ,  wie  störend 
ihm  wiederholt  die  vielen  bei  der  Leetüre  der  Gerhardt1 sehen  Ge- 
sammtausgabe  entgegentretenden  Druck-  und  Redactions fehler  ge- 
wesen sind ;  Referent  hat  deren  allein  weit  über  hundert  bemerkt ;  und  geradezu 
lächerlich  ist  es,  bei  solcher  Fülle  am  Ende  des  II.  Bandes  3,  und  des 
IV.  Bandes  1  Druckfehler,  im  Ganzen  demnach  4  verzeichnet  zu  sehen. 

Zum  Schluss  noch  einige  Bemerkungen.     Gerhardt  ist  wie  bereits 
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erwähnt,  ein  eifriger  Lobredner  Leibnizens,  sich  oft  zu  überschweng- 
lichen Ausdrücken  versteigend  und  auch  damit  den  Raum  ausfüllend 
(z.  B.  Band  V,  p.  4:  „Kranz  der  Unsterblichkeit",  „riesiges 
Unternehmen14,  „kolossales  Unternehmen",  „Grossartigkeit 
des  Unternehmens",  Energie  eines  grossen  Geistes",  „gross- 
artiger'Gedanke"  ...  .  alles  auf  einer  Seite).  Dass  Leibniz  als 
Mensch  menschlicher  Schwäche  unterworfen,  also  auch  dem  Irrthum 
ausgesetzt  war,  davon  will  Gerhardt  nur  wenig  wissen.  Es  ist  schon  viel, 
wenn  Gerhardt  durch  Leibnizens  eigne  Geständnisse  gezwungen 
wird,  zuzugestehen,  dass  Leibniz  irrt;  dann  weiss  er  aber  auch  triftige 
Entschuldigungsgründe  beizubringen.  So  sind  die  von  Leibniz  in 
der  Abhandlung  (A.  E.  1706  p.  10)  „de  lineae  super  linea  incessu  .  . .  ."  be- 
gangenen Versehen  nach  Gerhardt  (Bd.  III,  p.  129)  nur  Folge  der  Auf- 
regung Leibnizens  über  das  taktlose  Benehmen  Bernoullis,  weshalb  er 
nicht  mit  gewohnter  Ruhe  und  Ueberlegung  habe  arbeiten  können".  Rührt 
es  nun  von  einem  gewissen  innern  "Widerstreben  her,  oder  liegt  es  darin, 
dass  Gerhardt,  wie  Sloman  („Anspruch  Leibnizens  auf  die  Erfindung 
der  Differentialrechnung  p.57")  behauptet,  bisweilen  unbewnsst  etwas  giebt, 
wovon  er  nichts  versteht,  und  ist  es  so  eine  eigene  Ironie  des  Schicksals, 
genug  Gerhardt  giebt  durch  seine  Ausgabe,  wie  oben  angedeutet  ward, 
Veranlassung;  Leibnizens  Charakter  Iceines wegs  immer  in  ungetrübtem 
Lichte  glänzen  zu  lassen.  Darüber  noch  Einiges  nach  der  Reihenfolge  der 
Bände. 

I.  Wenn  Gerhardt  die  Briefe,  welche  Leibniz  mit  de  la  Lou- 
bero,  mit  Conti,  Remond,  Chamberlayne,  mit  Fatio  de  Duillier 
(durch  Vermittelung  des  hannoverschen  Gesandten  de  Beyrie)  u.  A. 
gewechselt  hat,  in  seine  vollständige  Gesammtausgabe  nicht  aufgenommen 
hat,  so  hätte  er  dasselbe  auch  hinsichtlich,  der  drei,  eigentlich  nur  zwei  Briefe 
umfassenden  Correspondenz  mit  Gallo ys  (Bd.  I)  thun  können,  denn 
ihr  Inhalt  ist  theil weise  auch  anderswoher  bekannt.  Indess  die  Briefe 
sind  aufgenommen  und  gewähren  den  wenig  erfreulichen  Anblick,  den  Leib- 
niz um  vergeblichen  Strebens  nach  äusserer  Ehre  willen,  einem  Manne, 
wie  Galloys,  von  welchem  er  selbst  verächtlich  dachte  (Bd.  III,  p.  816), 
schmeichelnd  huldigen  und  einem  andern  Manne,  dem  er  so  vielen  Dank 
schuldete,  nicht  einmal  einen  kleinen  Freundschaftsdienst  erweisen  zu  sehen. 
Oldenburg  nämlich  hatte  Leibniz,  als  er  Ende  October  1676  von 
London  nach  Holland  «eiste,  gebeten,  Briefe  von  ihm  an  Spinoza  mitzu- 
nehmen. Obgleich  nun  Leibniz  den  Spinoza  im  Laufe  des  Novem- 
bers 1676  mehrmals  sprach  (Cf.  Briefwechsel  mit  Galloys,  Bd.  I  p.  179), 
so  hatte  er  dennoch  jene  Briefe  nicht  abgegeben  (Bd.  I,  p.  150). 

IL  In  den  Actis  Er.  1699  p.  87  war  eine  anonyme,  aber  von  Leib- 
niz herrührende  (Bd.  III.  p.  541 —  581)  Recension  einer  aus  den  Phil. 
Trans,  in  die  Acta  aufgenommenen  Abhandlung  von  Dav.  Gregory  „de 
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Caten a r ia "  (A.  E.  1698,  p.  305)  erschienen.  Weshalb  hat  Gerhardt  diese 
in  seine  Sammlung  (Bd.  V,  p.  336)  aufgenommen  und  abweichend  von  der 
Veröffentlichung  in  den  Actis  als  Leibniz  angehörig  in  der  Ueber- 
schrift  bezeichnet,  da  doch  andere  Recensionen  Leibnizensin  seiner  Ge- 
sammtausgabe  fehlen?  Wollte  etwa  Gerhardt  dem  Leser  Veranlassung 
geben,  zu  beobachten,  wie  Leibniz  in  nicht  eben  offener  und  ehrlicher 
Weise  diese  seine  Autorschaft  dem  Wallis  gegenüber  (Cf.  Bd.  IV,  p.  71  f.) 
verhehlt  und  dessen  bittere  Bemerkung:  „Est  utique  quoddam  hominum  genus, 
qui  ....  tnagis  satagunt,  aüorttm  famam  laederc,  quam  ut  bene  mereantur  ipsi" 
ruhig  auf  sich  nimmt? 

III.  Hermann  —  wie  in  andern  Fällen,  so  mag  auch  hier  die  Er- 
örterung anderer  Einzelheiten,  zu  denen  z.  B.  p.  256,  ferner  p.  258  und  321 
des  Briefwechsels  zwischen  Hermann  und  Leibniz  Veranlassung 
geben,  unterlassen  bleiben  —  hatte  auf  Leibnizens  Wunsch  (Bd.  IV, 
p.  284)  einen  Nekrolog  seines  Lehrers  Jacob  Bernoullj  geschrieben,  und 
denselben  Leibniz  (p.  288)  zugesendet,  damit  ihn  dieser  behufs  seiner 
Veröffentlichung  in  den  Actis  Er.  (1706  p.  41)  an  deren  Herausgeber, 
Mencken  in  Leipzig,  übermittele.  Ausser  dem  innern  Drange,' auch  seiner- 
seits den  genannten  von  der  Berliner  Akademie  der  Wissenschaften  1757 
zuerst  veröffentlichten  Briefwechsel  zu  emendiren,  hatte  Gerhardt  durch- 
aus keine  Verpflichtung,  jenen  Nekrolog  mitzutheilen ;  aber  der  Le6er  soll 
doch  sehen,  wie  Leibniz  den  Schluss  dieses  Nekrologs,  in  welchem  die 
verschiedenen  Arbeiten  Jacob  Bernoullis  aufgezählt  werden  und  auch 
Leibniz  als  Erfinder  der  Differentialrechnung  genannt  wird,  in  eine 
Verherrlichung  seiner  eigenen  Persönlichkeit  umzuwandeln  versteht  und 
sich  nicht  scheut,  ohne  Hermann1 s  Erlaubniss  zuvor  erbeten  zuhaben, 
das  Manuscript  in  der  so  veränderten  Weise  auch  wirklich  zu  veröffentlichen. 
Liegt  es  nicht  nahe  den  Leibniz  der  Undankbarkeit  gegen  Jacob 
Bernoullizu  zeihen?  Und  wie  dankbar  ist  diese  Mittheilung  Gerhardts 
von  den  Gegnern  Leibnizens  hinsichtlich  des  Prioritätsstreites  zwischen 
Leibniz  und  Newton  wegen  Erfindung  der  Infinitesimalrechnung  zu 
benutzen. 

IV.  Bd.  V,  p.  215  spricht  Gerhardt  von  „einer  Leibniz  sehr 
missgünstigen  Kritik,  die  Leibniz  der  Ignoranz  zeihe  und  die  alte 
Anklage  des  Plagiats  gegon  ihn  erneuere".  Wie  wiederholt  anderwärts,  so 
bewegt  sich  auch  hier  Gerhardt  in  allgemeinen  Behauptungen.  Warum 
nennt  er  denn  den  betreffenden  Kritiker  (wohl  Sloman?)  nicht,  und 
warum  widerlegt  er  nicht  dessen  Irrthümer?  Entweder  vermag  er  es  nicht, 
oder  ist  zu  bequem,  oder  scheint  gefühlt  zu  haben,  dass  Slomann  Hecht 
hat,  wenn  er  in  Gerhardt  selbst  die  Veranlassung  zu  seinen  Ausschrei- 
tungen erkennt,  denn  Gerhardt  hat,  wie  solches  Referent  früher  a.  e.  a. 
O.  bereits  bemerkt  hat,  durch,  weil  ungegründete,  darum  auch  unzweck- 
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massige  Uebertrcibungcn   dem  Leibniz   nicht  immer  grossen  Dienst  er- 
wiesen (Cf.  Bd.  III,  p.  132,  Abhandlung  1855,  p.  62). 

Aber  noch  eigentümlicher  ist  es,  dass  Gerhardt  selbst  den  Leib- 
niz der  Unwahrheit  bezüchtigt  und  ihn  indirect  als  Plagiarius  hinstellt. 
Wie  oben  (S.  8)  bereits  erwähnt  ward,  behauptet  Gerhardt  Bd.VI,  p.  12, 
dass  Leibniz  die  Abhandlung  Nr.  IX,  des  VI.  Bandes  das  „Tentamen 
de  motuum  coelestium  causis"  (2.  Bearbeitung  nach  der  Gerhardt'schen 
Annahme),  geschrieben  habe,  nachdem  Leibniz  Newtons  Werke 
genau  studirt  habe.  Nun  erklärt  Leibniz  Bd.VI,  p.  255:  „Constat 
mc  tunc  cum  Tenlamen  ad  Actorum  Lipsiensium  Collectnres  misi  in  iiincre  dissüis- 
que  locis  fuisse^  neque  Netvtoniatiorum  Principiorum  Librum  adhuc  inspexise*  sed 
tantum  Recensionem  ejus  vidisse  in  Actis  factum  "  und  dasselbe  nur  in  anderer 
Weisein  eben  jener  Nr.  IX  Bd.VI  p.  181:  „Video  hanc  propositionemjam  tum  in- 
notuisse  etiam  viro  celeb'errimo  Isaaco  Newtono,  ut  ex  relatione  Actorum 
apparet,  licet  inde  non  possim  judicare,  quomodo  ad  cam  pervenerit", 
wie  er  die  gleiche  Versicherung  öffentlich  in  Nr.  VIII  gegebenhatte.  Ger- 
hardt wird  nun  zwar  behaupten:  „Ja,  Leibniz  hat  hier  öffentlich  eine 
Unwahrheit  gesagt ,  denn  in  dem  von  mir  zuerst  veröffentlichten  Briefe  an 
Hugens  (Bd.VI,  p.  189),  sagt  Leibniz  ausdrücklich:  „Apres  avoir 
bien  considere  le  livre  de  M.  Newton,  quefai  vu  ä  Rome  pour  la  premiSre  fois, 
fai  admire",  und  im  Jahre  1688  war  Leibniz  in  Rom;  ferner  liegt 
zwischen  dem  Erscheinen  der  Pf  au  tz1  sehen  Relation  in  den  Actis  (1688 
p.  303)  und  der  Veröffentlichung  des  „Tenlamen"  (1689  p.92)  und  der  beiden 
andern  gleichzeitig  publicirten  Leibniz' sehen  Abhandlungen  (de  lineis 
opticis  ....  und  de  resistentia  medii  et  motu  projeetorum  gravium  in  medio  resi- 
stente), in  Berücksichtigung,  dass  damals  Leibniz  in  Italien  war, 
allzukurze  Zeit,  als  dass  jene  Relation  die  erste  unmittelbare  Veranlassung 
zur  Schöpfung  der  genannten  Abhandlungen  war. 

Ist  aber  Gerhardts  Behauptung  wahr,  so  liegt  es  nahe,  dass  Leibniz 
bei  der  Anfertigung  des  Tenlamen  und  des  Schediasma  de  resistentia 
medii,  in  welchem  Leibniz  zum  Schluss  so  stolz  von  sich  sagt:  „Sed 
nobis  nunc  fundamenta  Geometrica  jeeisse  suffecerit .  .  .  .".  Newtons  Prin- 
cipia  benutzt  habe,  und  zeiht  dann  Gerhardt  den  Leibniz  nicht  in- 
direct des  Plagiats? 

Zuletzt  nur  noch  die  Versicherung,  dass  die  zur  Begründung  der  vom 
Referent  aufgestellten  Behauptungen  gemachten  Anführungen  in  vielen 
Fällen  nicht  unbedeutend  hätten  vermehrt  werden  können,  und  dass  wieder- 
holt sich  aufdrängen  wollende  schärfere  Bemerkungen  mit  Absicht  unter- 
drückt worden  sind. 

Delitzsch.  GlESEL. 
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Lehrbuch  der  Geometrie  für  die  oberen  Klassen  der  Mittelschulen.     Von. 

Dr.  K.  Sonndorfer.    I.  Tlieil,  Geometrie  der  Ebene.    Wien 

W.  Braumüller  1865. 
Nach  dem  Vorworte  dieses  Werkes  sollte  man  glauben,  der  Verfasser 
habe  eine  in  mancher  Beziehung  originelle  Arbeit  geliefert;  wie  sich  aber 
in  Wirklichkeit  die  Sache  verhält,  mag  die  folgende  Nebeneinanderstellung 
zeigen,  bei  welcher  links  einige  Partieen  au«  dem  Lehrbucho  des  Referenten 
(Grundzüge  der  Geometrie  des  M nasses,  3.  Aufl.,  Eisen ach!859),  rechts  die 
entsprechenden  Partieen  aus  der  Sonndorfer9 sehen  Geometrie  excer- 
pirt  sind. 


SdilömUch. 

S.  2:  Durch  stetige  Bewegung  ei- 
nes Punktes  kann  eine  Linie  beschrie- 
ben oder  construirt  werden  (indem 
man  die  Linie  gewiss ermaassen  als  die 
Spur  ansieht,  welche  der  Punkt  hinter  sich 
zurücklässt).  Die  genannte  Entstehungs* 
weise  der  geometrischen  Gestalten  führt 
von  selbst  auf  ei»  ige  der  wichtigsten  Grund- 
begriffe der  Geometrie.  Soll  nämlich  ein 
Punkt  sich  stetig  fortbewegen,  um  eine 
Gerade  zu  beschreiben,  so  muss  er  die 
Stelle  des  Raumes ,  an  welcher  er  sich  be- 
findet, verlassen  und  sich  nach  einer  an- 
deren Gegend  des  Raumes  begeben,  d.  h. 
er  rauss  iu  irgend  einer  Richtung  weiter 
gehen.  Hierbei  können  nun  zwei  Fälle 
eintreten;  entweder  nämlich  behält  der 
Punkt  bei  seiner  Bewegung  die  einmal 
eingeschlagene  Richtung  fortwährend  bei 
oder  nicht,  wodurch  natürlich  verschie- 
dene Linien  entstehen.  Im  ersten  Falle 
nennt  man  die  beschriebene  Linie  eine  ge- 
rade Linie  oder  kurzweg  Gerade  und 
kann  daher  sagen:  die  gerade  Linie 
ist  diejenige»  welche  durchaus 
nach  einer  und  derselben  Rich- 
tung verläuft  u.  s.  w. 

8.  7:  Die  Eigenschaften  der  geraden 
Linie  sind  fast  sämmtlich  so  ursprüngliche 
und  einfache,  dass  sich  von  denselben  kein 
Beweis,  sondern  nur  ein  Nachweis  geben 
lässt. 

u)  Das  einzige  Merkmal,  welches  wir  an 
einer  unbegrenzten  Geraden  wahrnehmen, 
ist  ihre  Richtung ;  gleichwohl  aber  reicht 
die  Kenntniss  dieser  Richtung  nicht  hin, 
um  die  Gerade  selbst  so  unzweifelhaft  zu 
bestimmen,  dass  man  sie  von  jeder  an- 
deren Geraden  sogleich  unterscheiden 
würde ;  denn  es  kann  offenbar  mehrere  Ge- 
rade geben ,  welche  dieselbe  Richtung  be- 
sitzen, ohne  deshalb  mit  jener  völlig  einer- 
lei zu  sein ,  und  m»tn  erhält  in  der  Tliat 
solche  Gerade,  wenn  man  von  verschie- 
denen Punkten  des  Raumes  aus  jedesmal 
nach  einer  und  derselben  Richtung  fort- 


Sunndor/er. 

S.  8:  Wir  können  uns  eine  Linie  ent- 
standen denken  durch  die  stetige  Fortbe- 
wegung eines  Punktes ,  indem  wir  voraus- 
setzen, dass  der  Punkt  gleichsam  eine 
Spur  zurücklässt.  Diese Entstcbungswcise 
führt  uns  auf  einige  der  wichtigsten  Grund- 
begriffe der  Geometrie.  Der  sich  bewes 
gende  Punkt  muss  offenbar  von  jener  Stelle 
des  Raumes,  wo  er  sich  befindet,  sich  zu 
einem  anderen  Orte  des  Raumes  begeben, 
d.  h.  er  inuss  in  irgend  einer  Richtung 
weiter  gehen.  Entweder  behält  nun  der 
Punkt  die  einmal  eingeschlagene  Richtung 
fortwährend  bei  oder  er  ändert  sie  stetig. 
Die  entstehenden  Linien  müssen  also  not- 
wendigerweise zweierlei  Art  sein ,  und  wir 
nennen  daher  die  im  ersten  Falle  entste- 
henden Linien  gerade  Linien,  die  im 
zweiten  Falle  krumme  Linien.  Wir 
sagen  daher:  Die  gerade  Linie  ist 
diejenige,  welche  durchaus  nach 
einer  und  derselben  Richtung 
läuft  u.  s.  w. 


S.  Ö:  Die  Eigenschaften  der  geraden 
Linie  sind  so  einfach ,  dass  sich  eigentlich 
gar  kein  Beweis  für  sie  geben  lässt.  Das 
erste,  was  wir  an  einer  unbegrenzten  ge- 
raden Linie  unterscheiden,  ist  ihre  Rich- 
tung. Diese  reicht  jedoch  zu  deren  Be- 
stimmung noch  nicht,  hin;  denn  wir  können 
von  jfedem  Punkte  des  Raumes  nach  ein 
und  derselben  Richtung  fortgehen.  Soll 
somit  eine  Gerade  bestimmt  sein ,  so  muss 
ausser  ihrer  Richtung  auch  noch  ein  in  ihr 
liegender  Punkt  gegeben  seiu. 
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geht.  Ist  dagegen  ausser  der  Richtung  der 
Geraden  noch  der  Punkt  bekannt,  von 
welchem  sie  aus  oder  durch  welchen  sie 
hindurch  geht,  so  kann  kein  Zweifel  mehr 
über  die  Lage  der  Geraden  sein,  d.  h. : 
Eine  Gerade  ist  ihrer  Lage  nach 
bestimmt,  sobald  ein  Punkt  in 
ihr  und  ihre  Richtung  gegeben 
sind. 

b)  Nehmen  wir,  statt  eines  Punktes, 
zwei  Punkte  (A  und  B)  in  einer  geraden 
Linie  an,  so  sondert  sich  aus  der  unbe- 
grenzten Geraden  ein  begrenztes  Stück 
aus.  Ueber  diese  begrenzte  Gerade  gelten 
folgende  Grundsätze,  erstens :  zwischen 
zwei  gegebenen  Punkten  ist  nur 
eine  einzige  Gerade  möglich  (wohl 
aber  beliebig  viele  krumme  Linien),  und 
zweitens:  von  allen  Linijen  zwi- 
schen zwei  Punkten  ist  die  ge- 
rade Linie  die  kürzeste. 

8. 8 :  c)  Von  den  beiden  Merkmalen  einer 
begrenzten  geraden  Linie  (Richtung  und 
Länge)  ist  nun  jedes  einer  Veränderung' 
fähig.  Geht  die  Gerade ,  welche  von  einem 
gegebenen  Punkte  ausläuft,  in  eine  andere 
Richtung  über,  ohne  jedoch  ihren  An- 
fangspunkt zu  verlassen ,  so  sagt  man,  sie 
habe  sich  um  ihren  Anfangspunkt  gedreht. 
Behält  die  gerade  Linie  bei  dieser  Bewe- 
gung auch  noch  ihre  Länge  bei,  so  be- 
schreibt ihr  Endpunkt  eine  Linie ,  welche 
die  Eigenschaft  besitzt,  dass  jeder  ihrer 
Punkte  von  dem  festen  Anfangspunkte 
der  Geraden  gleich  weit  entfernt  liegt  etc. 

d)  Aendert  zweitens  die  Gerade  ihre 
Grösse,  so  tritt  eine  Verlängerung  oder 
Verkürzung  derselben  ein.  Geschieht  die 
Zunahme  so,  dass  die  Gerade  um  ihre 
eigene  Grösse  mehrmals  nach  einander 
verlängert  wird ,  so  vervielfacht  man 
die  Gerade.  Umgekehrt  muss  es  auch 
möglich  sein,  eine  gegebene  Gerade  in  eine 
vorgeschriebene  Anzahl  gleicher  Theile  zu 
theilen.  Fassen  wir  nun  das  Bisherige 
zusammen,  so  dürfen  wir  sagen:  Es  ist 
jederzeit  möglich,  Gerade  von  ge- 
gebenen Längen  zu  addiren,  zu 
subtrahiren,  zu  vervielfachen  und 
zu  theilen. 

§.  2.  Zwei  Gerade. 
Man  kann  zwei  Gerade  auf  doppelte 
Weise  mit  einander  vergleichen,  indem 
man  entweder  ihre  Richtungen,  oder,  im 
Fall  beide  begrenzt  sind,  ihre  Längen  in's 
Auge  fasst.  Hier  soll  nur  die  erste  dieser 
Vergleichnngen  vorgenommen  werden,  die 
zweite  dagegen  überlassen  wir  dem  spä- 
teren Capitel  von  der  Ausmessung  gerad- 
liniger Gebilde.  Hinsichtlich  der  Richtun- 
gen zweier  Geraden  sind  nun  zwei  Fälle 
möglich;  entweder   nämlich  haben  beide 


Betrachten  wir  statt  eines  Punktes  zwei 
Punkte  einer  geraden  Ljnie,  so  ist  der 
zwischen  diesen  beiden  Punkten  liegende 
Theil  dieser  unbegrenzten  Geraden  eine 
begrenzte  Gerade,  und  wir  haben  für 
diese  folgende  Grundsätze :  1.  Zwischen 
zwei  gegebenen  Punkten  ist  nur 
eine  Gerade  möglich.  Krumme  Linien 
können  beliebig  viele  durch  zwei  Punkte 
gelegt  werden.  2.  Die  gerade  Linie 
ist  der  kürzeste  Weg  zwischen 
zwei  Punkten. 

8.  10:  Eine  gerade  Linie  hat  also  vor- 
züglich zwei  Merkmale:  Richtung  und  Län- 
ge. Beide  können  sich  ändern.  Schlägt 
die  Gerade  eine  andere  Richtung  ein,  ohne 
dass  sie  hierbei  ihren  Anfangs-  oder  Aus- 
gangspunkt verläset,  so  sagen  wir,  die 
Gerade  hat  sich  um  ihren  Anfangspunkt 
gedreht. 

Wird  bei  dieser  Drehung  die  Länge  der 
Geraden  nicht  geändert ,  so  beschreibt  der 
Endpunkt  derselben  eine  Linie,  welche 
die  Eigenschaft  besitzt»  dass  jeder  ihrer 
Punkte  von  dem  Anfangspunkte  dieser 
sich  drehenden  Geraden  gleich  weit  ent- 
fernt ist  u.  s.  w. 

Aendern  wir  aber  nicht  die  Richtung, 
sondern  die  Länge  einer  begrenzten  Ge- 
raden, so  kann  entweder  eine  Verlänge- 
rung oder  Verkürzung  eintreten. 

Nimmt  die  Gerade  mehrmals  tun  ihre 
eigene  Länge  zu,  so  sagen  wir,  die  Gerade 
vervielfach  ts  ich.  Umgekehrt  muss  es 
auch  immer  möglich  sein,  eine  Gerade 
in  eine  vorgeschriebene  Anzahl  gleicher 
Theile  zu  theilen. 

Aus  dem  Bisherigen  folgt  also:  Ge- 
rade von  gegebener  Länge  kön- 
nen addirt,  subtrahirt,  multipli- 
cirtund  dividirt  werden. 

4.  Zwei  Gerade  Linien. 

Zwei  begrenzte  gerade  Linien  können 
auf  zweifache  Weise  mit  einander  ver- 
glichen werden :  entweder  betrachten  wir 
ihre  Richtung  oder  ihre  Länge.  Hier  wollen 
wir  uns  mit  dem  ersteren  befassen;  das 
letztere  für  das  Capitel  über  die  Ausmes- 
sung geradliniger  Gebilde  aufsparend. 

Vergleichen  wir  zwei  gerado  Linien  be- 
züglich ihrer  Richtung,  so  können  zwei 
Fälle  eintreten    Die  beiden  Geraden  haben 
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Gerade  eine  und  dieselbe  Richtung,  oder   entweder  dieselbe  oder  eine  verschiedene 
sie  laufen  nach  verschiedenen  Richten-   Richtung  n.  s.  w. 
gen  u.  s.  w. 

S.  11:  Sind  nun  die  Geraden  wirk«  S.  12:  Verlängern  wir  zwei  gerade  Linien 
lieh  soweit  verlängert,  dass  sie  in  einem  verschiedener  Richtung  so  lange,  bis  sie 
Punkte  zusammentreffen,  so  entsteht  an  sich  schneiden,  so  entsteht  durch  ihren 
diesem  Punkte  ein  neues  geometrisches  Durchschnitt  ein  neues  geometrisches  Ge- 
Gebild:  der  Winkel.  Bezeichnet  wird  bilde,  der  Winkel.  Um  einen  Winkel 
ein  Winkel  entweder,  wenn  keine  Ver-  zu  bezeichnen,  schreibt  man  entweder  nur 
wechselang  möglich  ist ,  durch  einen  ein-  zu  dem  Scheitel  einen  Buchstaben  (-4),  vor- 
zigen  an  seinen  Scheitel  gesetzten  Buch-  ausgesetzt,  dass  keine  Verwechslung  mög- 
staben  (0)  etc.  Statt  des  Wortes  „Winkel"  lieh  ist  etc.  Statt  des  Wortes  „Winkel"1 
pflegt  man  gewöhnlich  das  einfache  Zei-  pflegt  man  gewöhnlich  das  Zeichen  L  zu 
eben  £,  zu  setzen.  setzen. 

S.  13:  Einteilung  der  Winkel.  S.  13.  0.  Eintheilung  der  Winkel. 
Denkt  man  sich  die  Drehung  der  Geraden  Drehen  wir  die  Gerade  AB  um  ihren  An- 
0 A  soweit  fortgesetzt,  bis  sie  in  die  der  fangapnnkt  A  so  lange,  bis  sie  in  die  der 
ursprünglichen  Lage  gerade  entgegenge-  ursprünglichen  Lage  geraae  entgegenge- 
setzte Lage  OB  kommt,  so  entsteht  der-  setzten  Lage  AC  kommt,  so  nennen  wir 
jenige  Winkel,  welchen  man  den  ge«  den  von  diesen  zwei  Geraden  gebilde- 
streckten Winkel  nennt,  und  man  kann  ten  Winkel  einen  gestreckten  oder 
daher  die  Erklärung  aufstellen:   der  ge-   flachen  Winkel. 

streckte  Winkel  ist  derjenige,  dessen  Der  gestreckte  Winkel  ist  also 
Schenkel  in  einer  geraden  Linie  einander  derjenige,  dessen  Schenkel  in 
entgegengesetzt  liegen«  Da  der  gestreckte  einer  Geraden  einander  ent  ge- 
Winkel zu  seiner  Entstehung  nicht  eine  gengesetzt  liegen, 
beliebige ,  sondern  eine  ganz  bestimmte  Der  gestreckte  Winkel  ist  der  einzige 
Drehung  erfordert,  welche  sich  stets  gleich  seiner  Art ,  denn  er  erfordert  zu  seiner 
bleibt,  so  folgt  auf  der  Stelle,  dass  der  Entstehung  eine  ganz  bestimmte  Drehung, 
gestreckte  Wiukel  der  einzige  seiner  Art  Daraus  folgt  also:  Alle  gestreckten 
Ut  und  mithin  alle  gestreckten  Winkel  Winkel  sind  einander  gleich  etc. 
einander  gleich  sind  etc. 

Wie  man  sieht,  ist  die  Uebereinstimnmng  eine  fast  wörtliche;  die  et- 
waigen kleinen  stilistischen  Abweichungen,  die  überdies  nicht  selten  Ver- 
stösse gegen  Grammatik  nnd  Logik  enthalten,  sind  von  derselben  wohlbe- 
kannten Art,  wie  sie  ein  fanler  Tertianer  macht,  der  eines  Anderen  Arbeit 
abschreibt  nnd  den  Lehrer  durch  einige  schlau  angebrachte  Aendernngen 
an  täuschen  meint.  In  dieser  Weise  geht  es  nun  so  weit  fort,  als  es  des 
Referenten  Buch  erlaubte,  und  wer  sich  die  Mühe  des  Vergleichens  nehmen 
will,  wird  diese  Behauptung  namentlich  in  folgenden  Abschnitten  bestätigt 
finden : 

Cap.  II,  §§  5,  7,  8,  9  =  vierter  Abschnitt,  No.  16,  17, 

§§  14, 15  =  fünfter  Abschnitt,  No.  23, 

pag.  48,  49,  50  =  pag.  60,  70, 

pag.  52,  53  =  pag.  71,  72, 

§§  22,  23,  24,  25,  26  =  achter  Abschnitt,  No.  36,  37,  38,  39. 
An  vielen  anderen  Stellen  ist  die  Uebereinstimung  «war  keine  wörtliche, 
aber  der  Sachverständige  wird  doch  augenblicklich  bemerken,  dass  der 
Verfasser  keine  eigenen  Gedanken  giebt,  sondern  nur  das  paraphrasirt, 
was  er  aus  des  Referenten  Buche  entnommen  hat.  Ein  Beispiel  hierzu  lie- 
fert die  Definition  der  trigonometrischen  Functionen  stumpfer  und  über- 
stumpfer Winkel.  Um  nämlich  die  Notwendigkeit  der  entgegengesetzten 
Vorzeichen  fühlbar  zu  machen,  ging  Referent  von  dem  Begriffe  der  Pro- 
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jection  aus,  und  indem  er  gleichzeitig  den  veränderlichen  Bogen  und  dessen 
Endradius  auf  den  Anfangsradius  projicirte,  benutzte  er  den  im  ersten 
Quadranten  selbstverständlichen  Satz :  „  die  Projection  des  Radius  ist  der 
Unterschied  zwischen  dem  Radius  und  der  Projection  des  Bogens  ",  als  all- 
gemeine Erklärung  der  Projection  des  Radius,  wodurch  sich  das  Vorzei- 
chen der  Projection  des  Radius  von  selbst  bestimmt.  Der  Cosinus  wurde 
dann  allgemein  als  das  Verhältniss  der  Radiusprojection  zum  Radius  defi- 
nirt  und  damit  gleich  das  nöthige  Vorzeichen  festgestellt.  Für  den  Sinus 
diente  ganz  analog  die  Ncbenprojection  etc.  Dies  Alles  findet  man  ebenso 
bei  Herrn  Dr.  Sonndorfer,  die  Hauptsätze  auch  mit  denselben  Worten 
ausgedrückt.  Trotzdem  fällt  es  dem  Verfasser  nirgends  ein,  die  von  ihm 
auf  eine  so  ungebührliche  Weise  ausgebeutete  Quelle  zu  nennen,  und  es 
bleibt  daher  dem  Referenten  nichts  übrig,  als  Herrn  Dr.  Sonndorf erS 
Gebahren  der  öffentlichen  Meinung  Preis  zu  geben,  welche  ohne  Mühe 
entscheiden  wird ,  ob  hier  ein  Plagiat  vorliegt  oder  nicht. 

SCHLÖHILCH. 


Leitfadenftlr  den TJnterrichtim technischen  Zeichnen.  Von  Dr.  C.  F.Dietzel, 
Oberlehrer  am    Gymnasium  und   der  damit   verbundenen  Real- 
schule, sowie  Lehrer  an  der  königl.  Baugewerkenschule  in  Zittau. 
Mit  Holzschnitten.  • —  I.  Heft.  Die  Elemente  der  Projectionslehre 
(73  S.);  H.  Heft.  Die  Schattenconstructiön  (59  S.);  1H.  Heft.  Die 
Elemente  der  Perspective  (78  S.) ;  IV.  Heft.  Die  angewandte  Pro- 
jectionslehre (96  S.).  —  Leipzig,  E.  A.  Seemann,  1864. 
Die  vorliegenden  vier  Hefte  sind  ihrer  didactischen  Bedeutung  wegen 
in  dieser  Zeitschrift  wohl  einer  kurzen  Besprechung  werth.     Sie  enthalten 
die  Projectionslehre  oder  die  Lösung  der  Aufgabe,  einen  Körper  (oder  ein 
begrenztes  geometrisches  Gebilde  überhaupt)  von  bekannter  Gestalt,  Grösse 
und   Stellung  in  einer  Zeichnung  darzustellen ,  und  deren  Anwendungen. 
Das  erste  Heft  zeigt  die  Darstellung  durch  rechtwinklige  Parallelprojec- 
tionen ,  das  dritte  die  durch  die  Centralprojection  oder  Perspective;  beide 
umfassen  im  Wesentlichen   das  Pensum  der  beiden   oberen  Klassen   der 
sächsischen  Healschulen.     Das  zweite  Heft  giebt  die  Schattenconstructiön 
und  das  vierte  die  angewandte  Projectionslehre  (Durchschnitte  von  Mauern 
und  Gewölben,  Durchdringungen  und  Netze  der  Körper,  Ausmittelung  der 
Dachflächen,  Schrauben,  Darstellung  von  Treppen ,  Grundzüge  der  axo- 
nometrischen  und  schiefwinkligen  Parallelprojection);  alle  vier  Hefte  zu- 
sammengenommen enthalten  das  Pensum  der  Baugewerken-,  Werkmeister- 
"  und  mittleren  Gewerbschulen.     Eine  Bemerkung  muss  der  Referent  gleich 
hier  machen,  dass  nämlich  die  im  vierten  Hefte  enthaltenen  Abschnitte  von 
der  Durchdringung  der  Körper  und  von  den  Netzon  —  vielleicht  auch  die 
über  die  axonometrische  und  schief  winkliche  Parallelprojection  —  zweck- 
entsprechender ihre  Stelle  in  dem  ersten  Hefte  gefunden  hätten.     Da  das 
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vorliegende  Buch  für  einen  ganz  bestimmten  Schülerkreis  geschrieben  wor- 
den ist,  so  muss  dieser  Umstand  bei  der  Beurtheilung  maassgebend  sein. 
Wer,  wie  der  Verfasser,  eine  lange  Reihe  von  Jahren  den  Unterricht  in 
der  Projectionslehre  an  Schulen  der  oben  genannten  Art  ertheilt  hat,  hat 
Gelegenheit  gehabt,  die  Bedürfnisse  solcher  Anstalten  kennen  zu  lernen. 
Die  geringe  Anzahl  von  Lehrstunden  gestatten  dem  Lehrer  nicht  viel  Zeit 
auf  Vortrag  und  Repetition  zu  verwenden ,  vielmehr  müssen  die  Stunden 
hauptsächlich  den  Uebungen  gewidmet  werden.  Hierin  liegt  eine  Auffor- 
derung ,  dem  Schüler  ein  Buch  in  die  Hand  zu  geben ,  aus  dem  er  sich  auf 
die  Stunden  vorbereiten,  oder  wonach  er  das  Vorgetragene  zu  Hause  wie- 
derholen kann.  Der  vorliegende  Leitfaden  gewährt  nun  dem  Schüler  die 
Hilfe,  die  er  in  vielen  Fällen  nöthig  hat.  Da  das  Buch  die  Unterweisung 
durch  einen  Lehrer  nicht  ersetzen  soll,  so  wird  man  es  auch  ausreichend 
finden ,  dass  die  Figuren  im  kleinen  Maassstabe  in  Holzschnitt  ausgeführt 
sind,  namentlich  wenn  man  noch  berücksichtigt,  dass  es  bei  einem  Schul- 
buche darauf  ankommt,  den  Preis  desselben  möglichst  niedrig  zu  stellen. 
Der  Preis  der  einzelnen  Hefte  ist  auch  in  der  That  sehr  gering.  Was 
nun  die  Arbeit  des  Verfassers  selbst  betrifft,  so  müssen  wir  dieselbe  als  klar 
und  verständlich  rühmen;  sie  hält,  und  das  verlangte  der  Zweck  des  Bu- 
ches, die  rechte  Mitte  zwischen  einer  streng  wissenschaftlichen  und  einer 
mehr  populären  Darstellung.  Nach  genauer  Durchsicht  kann  daher  der 
Referent  die  anspruchlosen  Hefte  als  praktisches  Schulbuch.nur  empfehlen. 
Für  seine  Brauchbarkeit  spricht  gewiss  auch  der  Umstand ,  dass  dasselbe 
gleich  nach  seinem  Erscheinen  in  mehrere  Schulen  eingeführt  oder  wenig- 
stens den  Schülern  zur  Anschaffung  empfohlen  worden  ist.  Die  äussere 
Ausstattung  des  Buches  ist  sehr  sauber ,  nur  sind,  was  wir  nicht  verschwei- 
gen wollen,  hier  und  da  Druckfehler  stehen  geblieben. 

Plauen.  .  Dr.  Rudolf  Hopfmann. 


Lehrbuch  der  Trigonometrie  für  höhere  Lehranstalten»    Von  Herrn. 

Grassmann,  Professor  am  Gymnasium  zu  Stettin.   Berlin,  Verlag 

von  Enslin. 
Das  vorliegende  kleine  Werk  von  115  Seiten  gehört  unter  die  nicht 
gerade  sehr  häufigen  Lehrbücher;  denen  man  mit  Vergnügen  ansieht,  dass 
sie  aus  einer  längeren  pädagogischen  Praxis  entsprungen  sind,  und  die  sich 
eben  deswegen  durch  ein  gewisses  didaktisches  Geschick  auszeichnen. 
Es  ist  daher  laicht  überraschend,  dass  der  Verfasser  zunächst  nur  eine  trigo- 
nometrische Function  betrachtet  und  zwar  den  cosinus,  weil  bei  diesem  nur 
Stücke  der  beiden  Schenkel  des  betreffenden  Winkels  vorkommen.  Erst 
nach  einer  ausführlicheren  Untersuchung  des  Cosinus  geht  der  Verfasser 
zu  den  übrigen  Functionen  über,  beschränkt  sich  aber  im  §  1  immer  auf  die 
Voraussetzung  spitzer  Winkel.  In  §  2  folgt  die  Verallgemeinerung  der 
früheren  Sätze  und  zwar  mittelst  des  Begriffes  der  Projection,  welcher 
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äusserst  sorgfältig  erläutert  wird  und  wobei  die  Vorzeichen  der  Projectionen 
genaue  Bestimmung  finden.  Der  Verfasser  definirt  dann  (übereinstimmend 
mit  dem  Referenten)  den  cosinus  als  das  Verbältniss  der  Projection  einer 
Strecke  zur  Strecke  selber,  und  zufolge  der  genannten  Vorarbeiten,  die 
überhaupt  eine  Zierde  des  Buches  bilden,  ist  es  ihm  nun  leicht,  die  Formel 
für  cos  (x  +  y)  sogleich  allgemein  zu  beweisen.  Die  übrigen  trigonome- 
trischen Functionen  definirt  der  Verfasser  durch  die  Gleichungen 

/AA.         N  sinx 

stn  x  =  cos  (90°  —  x\  tan  x  = u.  s.  w.. 

'  cosx 

was  zwar  kurz,  aber  insofern  nicht  consequent  ist,  als  dabei  der  auch  hier 
brauchbare  Begriff  der  Projection  aufgegeben  oder  wenigstens  in  blosseFormeln 
versteckt  wird.  §  3  enthält  die  sogenannte  Auflösung  des  schiefwinkligen 
Dreiecks,  wobei  die  nöthigen  Formeln  auf  geometrischen  Wege  abgeleitet  wer- 
den, und  ausserdem  eine  ziemlich  reichaltige  Sammlung  complicirterer  Auf- 
gaben, wie  z.B.  die  Berechnung  des  Dreiecks  aus  seinen  drei  Höhen.  In  §4  ist 
das  Viereck  behandelt  und  eine  kurze  Notiz  über  die  Auflösung  der  Polygone 
hinzugefügt;  Referent  vermisst  hierbei  die  allgemeinen  Formeln  der  Poly- 
gonometrie 

0  =  acosa  —  b  cos  (a  + ß)+  ccos  (a  + ß  +  y)  —  .  .  ., 
0  =  ö$t/ia  —  bsin  (a  +  ß)  +  csin  (<*  +  £  +  y)  —  .  .  ., 
die  sich  durch  Projectionen  unmittelbar  ergeben  und  eine  weitere  Aus- 
führung jener  Notiz  gestattet  haben  würden.  Eine  Reihe  von  Vermessungs- 
auf gaben  (Pothenot'sches  Problem  und  dergleichen)  bildet  den  Inhalt 
von  §  5;  ferner  findet  man  in  §  7  die  trigonometrische  Auflösung  der  qua- 
dratischen und  cubißchen  Gleichungen;  den  Beschluss  macht  §  8,  die  sphä- 
rische Trigonometrie,  leider  ohne  Anwendungen  und  ohne  den  Legendre- 
schen Satz,  der  wohl  einen  Platz  verdient  hätte. 

Den  einen ,  bei  der  vorigen  Inhaltsangabe  unerwähnt  gelassenen  Para-  . 
graphen  (6)  möchte  Referent  gestrichen  sehen,  denn  die  vom  Verfasser  dort 
gegebenen  Entwicklungen  der  Reihen  für  cosx,  sinx,  aresin x,  arclanx 
etc.  genügen  nach  keiner  Richtung.  Schon  der  Anfang  ist  wunderlich 
genug;  er  lautet  nämlich:  „es  sei  die  Aufgabe  gestellt,  den  sinus  und  cosinus 
eines  Winkels  x  in  unendlichen  Potenzenreihen  von  x  zu  entwickeln". 
Da  nun  bis  zu  dieser  Stelle  Winkel  nie  anders  als  in  Graden,  Minuten  etc. 
ausgedrückt  worden  sind,  so  kann  der  Schüler  auch  unter  x  sich  nichts. 
Anderes  als  eine  Anzahl  von  Graden ,  Minuten  etc.  denken  und  dann  wird 
es  ihm  mit  Recht  als  eine  absurde  Forderung  erscheinen,  solche  benannte 
Zahlen  zu  potenziren.  Um  diesen  Uebejständen  zu  entgehen,  musste  der 
Verfasser  gleich  im  Voraus  dafür  sorgen,  dass  x  eine  unbenannte  Zahl  war, 
und  dann  wäre  die  nachträgliche  Untersuchung  ,  mit  welchem  Maasse  man 
eigentlich  gerechnet  hat  (S.  87  und  88),  überflüssig  gewesen.  Was  nun 
die  Reihenentwickelungen  selber  betrifft,  so  sind  dieselben  mittelst  der  Me- 
thode der  unbestimmten  Coefficienten  ungefähr  so  ausgeführt ,  wie  dies  zu 


Litcraturzoittmg.  2 1 

Abraham  Gotthelf  Kästner's  Zeiten  üblich  war.  In  wieweit  die 
erhaltenen  Resultate  richtig  sind,  wird  gar  nicht  untersacht,  vielmehr 
scheint  der  Verfasser  an  dem  alten  Aberglauben  festzuhalten,  dass  die  Con- 
vergenz  der  gefundenen  Reihe  nicht  nur  eine  nothwendige,  sondern  auch 
die  hinreichende  Bedingung  für  das  Bestehen  der  fraglichen  Gleichung  sei. 
Welche  sonderbaren  Consequenzen  daraus  gezogen  werden  können,  möge 
folgendes  Beispiel  darthun.  Wie  gewöhnlich  bezeichne  arctan  x  den  klein- 
sten Bogen,  welcher  x  zur  Tangente  hat,  und  es  sei 

arctan  x  =  et  r^+r.(rq^)$  +c6  (^f  +  .... 

Differenzirt  man  beiderseits,  was  auch  elementar  gemacht  werden  kann,  so 
erhält  man  nach  Multiplication  mit  1  +  x2 

'=^HWT^)'Wrf?)'+--l- 

Das  Quadrat  dieser  Gleichung  lässt  sich  wegen 

und  bei  Gebrauch  der  Abkürzung 

x      

auf  folgende  Weise  darstellen : 

1  =  (1— 42t)(lc1  +  3c82t+5c6t4+...)2, 

und  hieraus  erhält  man  nach  vollständiger  Entwickelung  die  Werthe 

2        _  6         _20 

ct  —  1,  c8  —  —- ,  c6  —  — • ,  r7  —  — - , . . . . 

oder  allgemein 

r  —  (2n)» 

worin  (2n)n  den  mittelsten  Binomialcoefncienten  für  den  Exponenten  2* 
bedeutet.     In  der  hiermit  abgeleiteten  Gleichung 

ist  die  Reihe  convergent  für  jedes  reelle  xy  wollte  man  aber  hieraus 
schliessen,  dass  auch  die  Gleichung  für  jedes  reelle  x  gelte,  so  würde  man 
sich  die  Folgerung 

arctan  x  =  arctan  — 
x 

•  \ 

gefallen  lassen  müssen,  denn  die  Reihe  bleibt  dieselbe,  wenn  —  an  die  Stelle 

x 

von  x  gesetzt  wird. 
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Recensionen. 

Passage*  relativs  k  des  sommations  de  slries  de  cubes  extraits  de  deux 
manuscripls  arabes  inedits,  par  M.  F.  Woepcke.  Rome  1864. 
In  der  Literaturzeitung  des  vorigen  Jahrgangs  Seite  49  habe  ich  eine 
Brochare  gleichen  Titels  angezeigt,  einen  Separatabzug  eines  in  den  Tor* 
tolini'schen  Annalen  veröffentlichten  Aufsatzes.  Die  gegenwärtig  mir  vor- 
liegende Brochure  bildet  eine  ergänzende  Fortsetzung  der  früheren  Ab- 
handlung, leider  die  letzte,  welche  von  Seiten  des  gelehrten  Verfassers  zu 
gewärtigen  ist ,  der  bekanntlich  im  vorigen  Frühjahre  in  der  Blüthe  seines 
Mannesalters,  im  37.  Jahre  seines  arbeitvollen  Lebens  der  Wissenschaft 
entrissen  worden  ist.  Ich  halte  es  daher  doppelt  für  meine  Pflicht,  die 
Fortsetzung  in  gleicher  Weise  zu  besprechen,  wie  es  mit  der  ersten  Ab- 
handlung geschah.  Damals  zeigte  Woepcke  mit  Eücksicht  auf  einige  Pa- 
riser Codices,  dass  die  Summationsformel  der  Cubfczahlen  mindestens  auf 
Ibn  Albannä,  den  Zeitgenossen  Leonardo's  von  Pisa,  zurückzuführen  ist, 
vielleicht  sogar  bis  atif  einen  Mathematiker  des  Jahres  1000.  In  der  neuen 
Abhandlung  hat  Wöpcke  zwei  noch  unedirte  Codices  des  British  Museum 
in  London  benutzt.  Das  Hauptinteresse,  welches  an  dieselben  sich  knüpft, 
besteht  theils  darin,  dass  jene  Formel  wieder  in  Zusammenhang  mit  einer 
Schrift  des  Ibn  Albannft  erscheint,  theils  dass  es  wieder  zwei  Mathematiker 
des  S.  XV  sind,  welche  die  Formel  mittheilen.  Der  erste  Codex  (bezeich- 
net CCCCXVII  der  orientalischen  Manuscripte)  ist  nämlich  ein  Commentar 
zu  dem  Talkhls  (Rechenbuch)  des  Ibn  Albannä  von  Ibn  Almadjdl  aus  dem 
Jahre  1431.  Die  Handschrift  selbst  trägt  das  Datum  1430.  Hier  finden  sich 
Hegeln  für  die  Summation  der  Cuben  aller  auf  einander  folgenden  Zahlen, 
der  graden  Zahlen  und  der  ungraden  Zahlen.  Der  zweite  Codex  (bezeich- 
net CCCCXIX  der  orientalischen  Manuscripte)  enthält  in  einer  Abschrift 
vom  Jahre  1589  ein  Originalwerk  von  Ghiy&th  Alq&ch&ni,  betitelt  „Schlüs- 
sel der  Rechenkunst".  Das  Zeitalter  dieses  als  Arzt  und  Mathematiker 
berühmten  Schriftstellers  erhellt  daraus ,  dass  er  Mitarbeiter  an  den  be- 
kannten Tafeln  von  Ouloug  Beg  war,  welche  1437  vollendet  wurden.  Hier 
findet  sich  nicht  blos  die  Formel  für  die  Summe  der  auf  einander  folgenden 
Cubiczahleu,  sondern  auch  für  die  Summe  der  vierten  Potenzen  der  Zahlen 
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von  1  bis  w;  freilich  beide  ohne  Beweis,  während  in  dem  zuerst  genannten 
Commentafe  eine  eben  so  strenge  als  elegante  Beweisführung  vorhanden 
ist ,  wie  es  mit  dem  Wesen  einer  zur  Erläuterung  dienenden  Schrift  über- 
einstimmt. 

Camtor. 


Le  Talkhys  dTbn  Albannä  pubi.  et  trad.  par  Aristide  Marre,  professeur, 
o/ficier  de  finslruction  publique.  Rome  1865.  XII.  31.  (ExtraH  des 
Atti  delV  Accademia  pontificia  de'  nuovi  Line  ei.  T.  XV IL  T*—  seance 
du  5.  Juin  1864.) 

Der  im  vorigen  Jahre  durch  einen  frühen  Tod  der  Wissenschalt  leider 
entrissene,  durch  Kenntniss  der  Mathematik  wie  der  orientalischen  Spra- 
chen ausgezeichnete  Gelehrte,  Franz  Woepcke,  hatte  den  Abriss  der  Re- 
chenkunst des  Ibn  Albannä  im  Original  aus  der  Handschrift  Marsh  878 
No.  CCXVII  der  Bodleyanischen  Bibliothek  in  Oxford  copirt,  um  durch 
Uebersetzung  desselben  die  Kenntniss  der  Leistungen  der  Araber  zu  erwei- 
tern, wofür  er  so  werthvolle  Beiträge  bereits  geleistet  hatte.  Mit  seinem 
Verlust  drohte  auch  der  Verlust  der  vorbereiteten  Arbeit.  Dass  dieser  ver- 
hütet  wurde,  verdankt  man  der  Bemühung  des  um  die  Oescbichte  der  Ma- 
thematik hoch  verdienten  Fürsten  Balthasar  Boncompagni,  der  Herrn 
Marre  bestimmte ,  die  Uebersetzung  jenes  Werkes  auszuführen.  Diese  er- 
schien zunächst  in  den  Acten  der  päpstlichen  Akademie  de'  nuovi  Lincei 
mit  dem  arabischen  Text  nach  der  Abschrift  Woepcke's.  Ohne  letzteren 
ist  sie  nun  auch  als  selbstständiges  Werk  bekannt  gegeben. 

Ibn  AlbannÄ  (c.  1222  n.  Chr.)  giebt  in  seinen  Talkhys ,  von  Marre  mit 
iraiie  (JCanalyse  des  Operations  du  calcul  übersetzt,  einen  gedrängten  Abriss  der 
damaligen  Arithmetik  und  Algebra  in  2  Theilen.  Der  1.  Theil  handelt  von 
der  bekannten  Zahl;  der  Numeration,  Addition,  wozu  auch  die  Summirung 
geometrischer  und  arithmetischer  Reihen ,  und  Reihen  von  Quadraten  und 
Cuben  beigegeben  wird ;  von  der  Subtraction,  an  welche  die  Auffindung  der 
Reste  bei  Division  einer  Zahl  mit  9,8,7  sich  anschliesst;  von  derMultiplica- 
tion  und  Bildung  des  Quadrates  eines  inehrgliedrigen  Ausdrucks;  von  der 
Division  und  der  Vertheilung  nach  Verhältnissen,  der  Zerlegung  in  Facto- 
ren  und  AusfindigmachuDg  der  Primzahlen;  von  der  Bestimmung  der  Zahl, 
mit  der  eine  Zahl  multiplicirt  zu  einer  grösseren  oder  zu  einer  kleineren 
wird,  wie  z.  B.  8  durch  3  zu  24,  36  durch  }  zu  12  wird.  Diese  Erhöhung 
und  Verminderung  (reintegration  und  abaissement  nach  Marre)  findet  ihre 
Anwendung  bei  den  Gleichungeu ,  wenn  der  Coefficient  des  Quadrates  der 
Unbekannten  ein  echter  Bruch  oder  eine  ganze  Zahl  ist,  und  deshalb  auf 
1  zu  erhöhen  oder  zu  erniedrigen  ist.  Ferner  handelt  der  1.  Theil  von  den 
Brüchen,  ihren  Arten  und  der  Bildung  der  Zähler,  ihrer  Addition,  Subtrac- 
tion,  Multiplication ,    Division,    Erhöhung,   Erniedrigung,   Umwandlung 
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in  einen  Bruch  mit  gegebenem  Nenner.  Endlich  handelt  der  1.  Theil  von  ' 
den  Quadratwurzeln  ans  ganzen  Zahlen ,  Brüchen  und  Binomen  mit  Wur~ 
zelgrössen ,  und  von  der  Addition,  Subtraction,  Multiplication  und  Division 
von  Quadratwurzeln;  letztere  wird  auch  auf  den  Fall  ausgedehnt,  dass  der 
Divisor  ein  Binom  mit  Wurzelgrössen  ist.  Der  2.  Theil  handelt  in  grosser 
Kürze  von  der  Auffindung  einer  unbekannten  Grösse,  1 ,  durch  die  Propor- 
tion, 2,  durch  die  Regel  über  die  Resultate  zweier  beliebigen  Annahmen  für 
die  Unbekannte,  3,  durch  die  Gleichungen  von  folgender  Art:  ax*—bx, 
ax*=*y  6a?=n,  ax*+bx=:ny  «a^+n=&a:,  bx+n=ax*.  Daran  reihen 
sich  Anweisungen,  zwei-  und  mehrgliedrige  Ausdrücke  zu  addiren  und  subtra- 
hiren,  von  denen  die  Umwandlung  eines  Ausdrucks  wie  (&c* — 5)  —  {fix1 — da) 
in  (&x*  +  Zx)  —  (oV-fö)  durch  Addition  von  3*  und  5  bei  den  beiden  ein- 
geklammerten Ausdrücken,  hervorzuheben  sein  dürfte;  ferner  die  Multipli- 
cation zweier  Potenzen  mit  gleicher  Grundzahl,  die  Reduction  einer  Glei- 
chung wie  8Ä4=16af,+64ar8  auf  ar'cslto+M,  das  Gesetz  der  Vorzeichen 
bei  der  Multiplication ,  die  Division  einer  Potenz  durch  eine  andere  von 
gleicher  Grundzahl,  die  Division  einer  Differenz  mit  einer  Zahl,  während 
der  umgekehrte  Fall  als  nicht  statthabend  angeführt  wird. 

Die  Uebersetzung  des  Herrn  Marre  scheint  mit  Mühe  gemacht  zu  sein ; 
derselbe  nimmt  auch  die  Nachsicht  der  Orientalisten  und  Mathematiker  in 
Anspruch.  Sie  ist  aber  an  keiner  Stelle  zu  dunkel  und  wo  man  über  die 
Sache  zweifelhaft  sein  könnte,  ist  durch  erklärende  Anmerkungen  nachge- 
holfen. Bezüglich  der  Darstellungen  des  Inhaltes  in  der  heutigen  Form 
sollte  an  einigen  Stellen  der  Wortlaut  noch  genauer  eingehalten  sein,  z.  B. 

Seite  5,  Note  1,  St=(fn+£.1).S,  statt  5,=-^-  .St.      Seite   7,    Note  2 

3 

St=Sl.2St  statt  S8= 25t*.     Aus  gleichem  Grunde  sollten  Seite  .17  in  der 

Einmaleinstabelle  10  und  die  Producte  aus  10  noch  beigefügt  sein. 

Herr  Marre  hat  übrigens  mit  grösster  Sorgfalt  der  ihm  gewordenen  Ar- 
beit sich  unterzogen  und  es  darf  nicht  unbemerkt  bleiben,  dass  er  an  2  Stellen, 
Seite  22  und  26 ,  den  Text  aus  dem  Commentar  des  AlkalcAdl  ergänzt  hat. 
Kurz  vor  der  1.  Stelle  soll  nach  dem  Druckfehlerverzeichniss  par  le  nume- 
raieur  nach  dem  Worte  le  numerateur  ergänzt  werden;  vielleicht  soll  aber 
die  Stelle  vollständig  heissen  le  numerateur  du  dividende  par  le  numerateur  du 
dwiseur. 

Möge  der  Bemühung  des  Herrn  Marre  die  verdiente  Beachtung  zu 
Theil  werden! 

Ansbach.  Friedlein. 


Lehrbuch  der  Geometrie  mit  Einschluss  der  Coordinatentheorie  und  der 
Kegelschnitte.  Zum  Gebrauche  bei  den  Vorträgen  an  der  ver- 
einigten Artillerie-  und  Ingenieurschule  und  zum  Selbstunterr 
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bearbeitet  von  Dr.  K.  H.  M.  Aschenborn,  Professor  am  Berliner 
Cadettenhause ,  Lebrer  und  Mitglied  der  Studiencommission  der 
vereinigten  Artillerie-  und  Ingenieurschule.  —  Erster  Abschnitt. 
Die  ebene  Geometrie.     Berlin  1862.     Verlag  der  Königl.   Geh. 
Oberbofdruckerei.  —  Zweiter,  dritter  und  vierter  Abschnitt.   Die 
Stereometrie,    die    Coordinatentbeorie    und    die   Kegelschnitte. 
Daselbst  1864. 
Das  hier  in  zwei  Bänden  vorliegende ,  ziemlich  ausführliche  Lehrbuch 
der  Geometrie  schliesst  sich  nach  Zweck  und  Methode  an  das  früher  von 
demselben  Verfasser  veröffentlichte  Lehrbuch  der  Arithmetik,  welche«  im 
sechsten  Jahrgange  dieser  Zeitschrift  (S.  71  der  Literaturzeitung)  kurs  an- 
gezeigt worden  ist  und  bildet  mit  demselben  einen  vollständigen  Lehrgang 
der  elementaren  Mathematik. 

Was  zunächst  die  ebene  Geometrie  betrifft,  so  wird  diese  in  acht 
Kapiteln  behandelt.  Das  erste  Kapitel  bespricht  die  Lage  gerader 
Linien  in  der  Ebene ,  den  Winkel  und  seine  verschiedenen  Arten ,  die  Ab- 
hängigkeit der  Winkel  von  der  Lage  der  Geraden  (Parallelentheorie ,  die 
Eigenschaften  der  Winkel  in  Vielecken).  Das  zweite  Kapitel  enthält 
zunächst  einige  besondere  Sätze,  welche  sich  auf  die  Abhängigkeit  der 
Winkel  von  der  Länge  der  Seiten  in  geradlinigen  Figuren  beziehen  (die 
Winkel  gleichschenkliger  Dreiecke  und  Verwandtes),  sodann  folgt  die  Lehre 
von  der  Congruenz  der  Dreiecke ,  woran  sich  verschiedene  Folgerungen, 
namentlich  die  Besprechung  der  verschiedenen  Arten  der  Parallelogramme 
und  ihrer  Eigenschaften,  sowie  die  Auseinandersetzung  der  einfachsten 
geometrischen  Constructionen  schliessen.  Das  dritte  Kapitel  hat  die 
Vergleichung  der  von  geraden  Linien  begrenzten  Figuren  in  Rücksicht  auf 
ihren  Inhalt  und  die  Bestimmung  des  letzteren  zum  Gegenstande.  Beson- 
ders hervorzuheben  haben  wir  die  Sorgfalt,  mit  welcher  der  Verfasser  seine 
Entwickelungen  auf  den  Fall  incommensurabler  Linien  ausgedehnt  hat 
Der  Inhalt  dieses  Kapitels  bietet  vielen  Stoff  zu  Uebungen,  indem  theils 
eine  grössere  Anzahl  Uebungsaufgaben  sich  vorfinden,  theils  auch  viele 
Lehrsätze  (§.  64 — 74)  behandelt  sind,  welche  nützliche  Anwendungen  der 
früher  behandelten  Sätze  enthalten.  Im  vierten  Kapitel  wird  die  Ver- 
gleichung der  Figuren  in  Rücksicht  auf  ihre  Form ,  ihre  Aehnlichkeit  und 
die  Proportionalität  der  Seiten  vorgetragen.  An  die  Spitze  des  Kapitels 
hat  der  Verfasser  die  folgende  Definition  gestellt:  „Zwei  Vielecke  von 
gleicher  Seitenzahl  heissen  ähnlich,  wenn  die  Seiten  des  einen  sich  au 
einander  verhalten ,  wie  in  derselben  Ordnung  die  Seiten  des  andern  ,  und 
wenn  die  von  homologen  Seiten  eingeschlossenen  Winkel  beider  Vielecke 
einander  gleich  sind  "  (S.  82).  Nach  dieser  Definition  gehören  zur  Aehn- 
lichkeit zweier  Vielecke  von  n  Seiten  2» —  2  Bedingungen,  nämlich  n — 1 
von  einander  unabhängige  Proportionen  und  eben  so  viele  Gleichungen 
zwischen  je  zwei  Winkeln.     Da  aber  die  Aehnlichkeit  zweier  solcher  Viel- 
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ecke  schon  durch  2n  —  4  Bedingungen  (z.  B.  die  Proportionalität  der  Sei- 
ten und  der  von  zwei  entsprechenden  Ecken  ausgehenden  Diagonalen)  er- 
wiesen ist,  so  enthält  die  Definition  des  Verfassers  zwei  Bedingungen  zu 
viel,  schliesst  also  einen  Lehrsatz  in  sich  und  ist  daher  formell  nicht  zu- 
lässig. Uebrigens  bietet  auch  dieses  Kapitel  eine  grosse  Reichhaltigkeit 
des  Inhaltes,  indem  sich  an  die  Sätze  über  die  Aehnlichkeit  der  Vielecke 
noch  eine  Menge  anderer,  auf  die  Lehre  von  den  Transversalen  und  die 
harmonische  Theilung  bezüglicher  anschliessen.  Das  fünfte  Kapitel 
ißt  der  Kreislehre  gewidmet.  Als  beachtenswerth  und  von  dem  gewöhn- 
lichen Verfahren  abweichend  heben  wir  die  Methode  hervor,  deren  sich 
der  Verfasser  zur  Berechnung  der  Umfangszahl  n  bedient.  Ist  nämlich  u 
der  Umfang  eines  regulären  Vieleckes  von  n  Seiten ,  R  der  Radius  des  um- 
schriebenen, r  der  des  eingeschriebenen  Kreises,  so  lassen  sich  leicht  d\e 
beiden  analogen  Radien  K  und  r  eines  regulären  Vieleckes  von  2»  Seiten 
finden,  das  denselben  Umfang  hat.  Durch  eine  ganz  einfache  geometrische 
Betrachtung  ergiebt  sich  nämlich 

2  w 

Ausgehend  nun  von  einem  Vielecke  mit  dem  Umfange  6,  für  welches  Ä=l, 
r  =  £  V  3  ist,  findet  man  für  ein  Vieleck  von  3072  Seiten 

R  =  0,95492982,    r  =  0,95492933; 
zwischen  diesen  Werthen  liegt  demnach  der  Halbmesser  des  Kreises,  des- 
sen Umfang  =  6  ist,  woraus  für  »  sich  die  Grenzen 

3,1415937  und  3,1415921 
ergeben.     Dieses  zuerst  vom  Cardinal  Nicolaus  von  Cusa  angewandte 
Verfahren  verdient  vielleicht  wegen   der  leichten  Entwickelung  der   zur 
Ausführung  desselben  nöthigen  Formeln  mehr  Beachtung  als  ihm  bisher 
geschenkt  worden  ist. 

Auch  diesem  Kapitel  sind  zahlreiche  Beispiele  und  Uebungsmateria- 
lien  beigegeben. 

In  ziemlicher  Ausführlichkeit  behandelt  das  sechste  Kapitel  die 
geometrische  Analysis.  Nachdem  der  Begriff  der  geometrischen  Analysis 
erörtert,  die  Aufgaben  in  örtliche  und  nicht  örtliche,  bestimmte  und  unbe- 
stimmte eingetheilt ,  und  die  Determination  der  Aufgaben  besprochen  wor- 
den, wendet  sich  der  Verfasser  zur  Auseinandersetzung  der  verschiedenen 
Methoden.  In  dieser  Beziehung  unterscheidet  er  Analysis  durch  Gesetze, 
A.  durch  Data,  A.  durch  geometrische  Oerter,  A.  durch  Reductionen.  Es 
folgen  dann  Dreiecksaufgaben  (§.  175),  die  Pothenot'sche  Aufgabe  (§.  170), 
Kreisaufgaben  (§.177),  vermischte  (§.  178),  Verwandlungs-  (§.179)  und 
Theilungsaufgaben  (§.  180).  Noch  umfangreicher  ist  das  siebente  Ka- 
pitel, welches  die  algebraische  Geometrie  enthält.  Der  Inhalt  dieses 
Kapitels   ist  indessen  zu  mannigfaltig,   als  dass  wir  in  der  Kürze   einen 
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Ueberblick  geben  kö unten.  Bemerken  wollen  wir  nur,  dass  der  letzte  Pa- 
ragraph desselben  die  Entwickelang  der  Lagn  y*schen  Reihe  für  *  giebt* 
Das  angewandte  Verfahren  ist  Nichts  weiter  als  die  Methode  der  unbe- 
stimmten Coefficienten ;  der  Verfasser  setzt  nämlich  zunächst 

Ardan  x  sss  at  x  +  ct  s8  +  at  x*  +  . .  ., 
zeigt  dann,  um  ans  in  der  Sprache  der  Differentialrechnung  kürzer  auszu- 
drücken, das*  d  1 

—  Arctan  x  = 


dx  1  +  x* 

ist  durch  eine  einfache  geometrische  Betrachtung  und  gelangt  dadurch 

zur  Bestimmung  der  Coefficienten  a,,  o,,  at,  .  .  .;  für  x  =  1/  ■—  ergiebt  sich 

dann  die  gesuchte  Reihe.  Gegen  dieses  Verfahren  lassen  sich  natürlich 
alle  die  Bedenken  erheben,  die  man  gegen  die  Methode  der  unbestimmten 
Coefficienten  aufgestellt  hat,  indessen  ist  die  Ausführung  desselben  so  ein- 
fach und  anschaulich,  dass  dasselbe  beim  Unterrichte  wohl  von  Nutzen  sein 
kann.  Uebrigens  hat  der  Verfasser  ganz  dasselbe  Verfahren  in  §.  229  zur 
Entwickelung  der  Sinus-  und  Cosinusreihen  angewandt;  doch  sind  diese 
zwei  Reihen  schon  im  Lehrbuche  der  Arithmetik  auf  ihre  Convergenz  un- 
tersucht worden.  —  Das  letzte,  achte  Kapitel  endlich  beschäftigt  sich 
mit  der  ebenen  Trigonometrie.  Aufgefallen  ist  ans  hier  ,  dass  der  Verfas- 
ser die  Auflösung  der  Dreiecke  ziemlich  weit  zurückstellt ,  denn  er  ent- 
wickelt erst  die  ganze  Goniometrie  und  lehrt  die  Auflösung  von  Gleichun- 
gen zwischen  den  Functionen  eines  unbekannten  Winkels ,  ehe  er  zur  Be- 
rechnung der  rechtwinkligen  Dreiecke  übergeht.  Indessen  beeinträchtigt 
diese  Anordnung  nicht  die  Anwendung  des  Buches  beim  Unterrichte,  da 
hier  leicht  die  späteren  Paragraphen  sich  früher  besprechen  lassen.  Die 
verschiedenen  trigonometrischen  Formeln  leitet  der  Verfasser  alle  aus  dem 
Sinussatze  ab ,  giebt  aber  ausserdem  noch  von  jeder  einen  geometrischen 
Beweis. 

Die  Stereometrie  zerfallt  in  fünf  Kapitel.  Das  erste  behandelt 
die  Lage  der  Linien  und  Ebenen  im  Räume,  das  zweite  ganz  kurz  die 
körperliche  Ecke.  Im  dritten  Kapitel  kommen  die  verschiedenen  Kör- 
per, namentlich  die  Berechnung  des  Inhaltes  derselben,  ausführlich  zur 
Sprache.  Der  Gang,  den  unser  Verfasser  einschlägt,  weicht  hier  etwas 
von  dem  sonst  üblichen  ab.  Zunächst  nämlich  handelt  er  vom  Inhalte  der 
Prismen  und  Cylinder  und  geht  dann  über  zu  den  Körpern  mit  veränder- 
lichen parallelen  Durchschnittsflächen ;  für  diese  entwickelt  er  dann  die 
Regel,  dass  wenn  der  Querschnitt  die  Form  hat 

y  =  a  +  bx  +  cx*  +  .  .  ., 
der  Inhalt  K  durch  die  Gleichung 

JC=*x  +  ±bx*  +  lcx*  +  .  .  . 
gegeben  ist.    Als  ein  specieller  Fall  dieses  Theoremes  erscheint  die  Simp  - 
son'sche  Regel,  welche  den  Inhalt  eines  Körpers  von  dem  Querschnitte 
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genau  durch  die  Formel 

angiebt,  wo  h  die  Höhe,  G,  und  Gs  die  parallelen  Endflächen  und  G,  den 
Querschnitt  in  der  halben  Höhe  bedeuten.  Zu  den  Körpern  dieser  Art, 
den  von  Simpson' sehen  Körpern  gehören  nun  Pyramide,  Obelisk,  Kegel 
und  Kugel,  deren  Inhalt  sich  demnach  leicht  finden  lasst.  —  Im  vierten 
Kapitel  trägt  der  Verfasser  die  sphärische  und  körperliche  Trigonometrie 
vor.     Den  Ausgangspunkt  bildet  hier  die  Formel 

cos  a  sas  cos  b  cos  c  -f.  sin  b  sin  c  cos  <x, 
wo  a,  b,  c  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  bedeuten,  a  der  Gegenwin- 
kel von  a  ist.     Mittels   des  Polar eckdreieck es  ergiebt  sich  daraus  die  ent- 
sprechende Formel 

cos  et  =  —  cos  ß  cos  y  -J-  sin  ß  sin  y  cos  a, 
und  aus  diesen  zweien  werden  nun  die  übrigen  abgeleitet.  Nach  Aufstel- 
lung der  verschiedenen  Formeln  wird  dann  die  Berechnung  der  rechtwink- 
ligen und  schiefwinkligen  Dreiecke  gelehrt,  woran  sich  noch  die  Entwicke- 
lung  der  Formel  von  L'Huilier  für  den  sphärischen  Excess  (nach  Lo- 
batto  abgeleitet),  der  Legend re'sche  Satz,  betreffend  sphärische  Dreiecke 
von  geringer  Krümmung,  und  die  Betrachtung  der  regulären  Körper 
schliesst.  Anhangsweise  wird  an  dieser  Stelle  noch  der  Satz  Euler's  über 
die  Anzahl  der  Ecken,  Flächen  und  Kanten  eines  Polyeders  abgeleitet.  — 
Das  fünfte  Kapitel  hat  zum  Gegenstande  die  beschreibende  Geometrie. 
Der. Verfasser  löst  hier  die  Fundamentalaufgaben,  die  Darstellung  von 
Punkten,  geraden  Linien  und  Ebenen  betreffend,  mit  Hilfe  senkrechter 
Parallelprojection  und  entwickelt  dann  noch  die  wichtigsten  Sätze  der  axo- 
nometriseben  Projection. 

Der  dritte  Abschnitt  enthält  in  drei  Kapiteln  die  Coordinaten- 
Theorie.  Sowie  das  vorige  Kapitel  nur  den  Zweck  hat,  dem  besonderen 
Unterricht  im  geometrischen  Zeichnen  als  mathematische  Grundlage  zu 
dienen,  so  soll  der  dritte  Abschnitt  nur  für  die  darauf  folgende  Theorie  der 
Kegelschnitte,  sowie  für  das  Studium  der  mechanischen  Wissenschaften 
die  Vorbereitung  bilden,  aber  keineswegs  eine  ausführliche  Darstellung  der 
analytischen  Geometrie  enthalten.  Der  Inhalt  der  drei  Kapitel  ist  folgen- 
der: 1)  Allgemeine  Gesetze,  welche  aus  der  Beziehung  der  Raumgrössen 
auf  ein  Coordinaten  -  System  entspringen.  2)  Coordinatengleichungen  in 
der  Ebene.  Die  gerade  Linie.  Die  Kreislinie.  3)  Coordinatengleichun- 
gen im  Räume.  Die  Ebene.  Die  gerade  Linie  im  Räume.  Die  Kugel- 
oberfläche. 

Der  vierte  Abschnitt  endlich  giebt  eine  kurze  Theorie  der  Kegel- 
schnitte. Nachdem  zuerst  die  verschiedenen  Arten  der  Schnitte  des  nor- 
malen Kreiskegels  im  Allgemeinen  characterisirt  worden,  werden  die  Eigen- 
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Schäften  der  Brennpunkte  anf  die  übliche  Art  mittels  einer  in  den  Kegel 
eingeschriebenen  Kugel  entwickelt.  Die  weitere  Untersuchung  zerfällt 
nun  in  vier  Kapitel  und  wird  mittels  der  Methoden  der  analytischen  Geo- 
metrie geführt.  Im  ersten  Kapitel  werden  die  Gleichungen  der  Kegel- 
schnitte abgeleitet  und  mittels  dieser  Gleichungen  verschiedene  Eigen- 
schaften untersucht;  die  drei  nächsten  Kapitel  beschäftigen  sich  spe- 
zieller mit  der  Parabel,  Ellipse  und  Hyperbel. 

Aus  dieser  Uebersicht  wird  man  erkennen,  dass  der  Inhalt  dieses 
Lehrbuches  ein  sehr  reichhaltiger  ist.  Die  Darstellung  ist  fast  durchgän- 
gig der  Sache  angemessen,  deutlich  und  streng;  die  grosse  Anzahl  der 
Uebungsaufgaben,  welche  allen  Kapiteln  beigegeben  sind  und  zur  Einübung 
und  Erläuterung  der  vorgetragenen  Sätze  dienen  können,  erhöhen  noch  die 
Brauchbarkeit  desselben.  Obwohl  ursprünglich  bestimmt,  den  Vorträgen 
des  Verfassers  an  der  vereinigten  Artillerie-  und  Ingenieur  -  Schule  als 
Grundlage  zu  dienen,  wird  das  Werk  doch  auch  beim  mathematischen  Un- 
terrichte an  jeder  anderen  höheren  Lehranstalt,  Realschule  oder  Gymna- 
sium, mit  Nutzen  zu  gebrauchen  sein. 

Gretschel. 


L.  A.  Sohnoke's  Aufgaben  aus  der  Differential-  und  Integralrechnung. 
Dritte  vermehrte  Auflage,  herausgegeben  von  Prof.  Dr.  E.  Hbis. 
Halle,  Druck  und  Verlag  von  H.  W.  Schmidt.  1865. 

Die  zweite  Auflage  des  vorliegenden  bekannten  Werkes  ist  bereits  im 
4.  Jahrgange  der  Literaturzeitung  besprochen  worden,  und  es  braucht  da- 
her nur  angegeben  zu  werden,  in  wie  fern  sich  die  dritte  Auflage  von  ihrer 
Vorgängerin  unterscheidet. 

Zuerst  muss  Referent  lobend  hervorheben,  dass  der  Herr  Herausgeber 
das  Buch  von  den  sehr  vielen  Druckfehlern  gesäubert  hat,  welche  die 
Brauchbarkeit  der  vorigen  Auflagen  wesentlich  beeinträchtigten.  Ferner 
ist  die  Zugabe  eines  neuen  Kapitels  (IV) ,  „die  Taylor 's  che  und  if  aclau- 
rin'sche  Formel ;  Entwickelung  der  Functionen  in  Reihen",  ohne  Zweifel 
ein  guter  Gedanke,  dessen  Ausführung  nur  leider  den  modernen  Ansprü- 
chen in  keiner  Weise  genügt.  So  findet  man  z.  B.  den  Rest  der  Taylor 'sehen 
Reihe  zwar  angegeben  (jedoch  nur  in  der  älteren  unbequemen  Form),  der- 
selbe erscheint  aber  als  ein  blosser  Luxusartikel ,  denn  bei  allen  folgenden 
Anwendungen  der  Sätze  von  Taylor  und  Maclaurin  ist  von  Restuntersuchun- 
gen keine  Rede.  Es  wird  höchstens  die  Convergenzbedingung  für  die  er- 
haltene Reihe  aufgesucht  und  dann  der  Rest  ohne  Umstände  über  Bord  ge- 
worfen, wodurch  der  Anfänger  zu  dem  Glauben  verleitet  wird,  die  Conver- 
genz  der  Reihe  habe  selbstverständlich  das  Verschwinden  des  Restes  zur 
Folge.  Dies  braucht  aber  gar  nicht  der  Fall  zu  sein;  wird  nämlich  die  in 
der  Gleichung 

f(x)  —  Rn  =  a0+  a,  x  +  «,  x%  +  .  . .  +  a*  a* 
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vorkommende  Eeibe  für  n=oo  zu  einer  convergirenden  Reibe,  so  folgt 
schlechterdings  weiter  nichts,  als  dass  f(x)—R<x)  sine  endliche  Grösse,  mit- 
hin auch  jRqq  eine  endliche  Grösse  ist;  ob  dieselbe  den  Werth  Null  hat, 
oder  eine  gewisse  Function  von  x  bildet,  würde  dann  immer  noch  einer  be- 
sonderen Untersuchung  bedürfen.  Der  genannte  Irrthum  ist  um  so  gefähr- 
licher, als  es  bei  Reihen  von  anderen  Formen  in  der  That  Fälle  giebt,  wo 
der  Rest  nicht  verschwindet ,  auch  wenn  die  Reihe  convergirt.  Setzt  man 
z.B. 

±x=aisinx+atsin2x-\-...-{-ansinnX'\-Rny 
so  findet  man  durch  Differentiation  leicht 

^ £  JL 


=    rs*n(*n+l)t 
n     J         sint 


dt; 

v  BJTi  k 

0 

bei  unendlich  wachsendem  »  convergirt  zwar  die  Reihe,  der  Rest  aber  ver- 
schwindet nicht,  namentlich  im  Falle  0<#<^  wird  Äqo  =  i** 

Einen  groben  Fehler  enthält  das  Beispiel  12  auf  S.  79.    Für  g>  (x)  =tanx 
findet  nämlich  der  Herr  Herausgeber 

qp(0)=0,  $p"(0)=0,  9IV(0)=0, .... 
9>'(<0=1>  »"(0)«»,  9>V(0)=2»,  9>V1I(0)=2'5 
hier  ist  der  letzte  Werth  unrichtig,  vielmehr  muss  es  heissen  gpvil(0)=16.17 
=272.     Dieses  kleine  Versehen  hätte  an  sich  wenig   zu   bedeuten,  wenn 
nicht  im  Buche  hieraus  die  voreilige  Consequenz  9<2tt+1)(0)=22n""1  gezogen 
wäre,  welche  dann  auf  S.  80  zu  der  seltsamen  Gleichung 
x      21  x9       &x*         25a?7 

Veranlassung  giebt.    Hiernach  wäre  also 

x  ,  e2*— e-2* 
2  r  8 
Man  kann  sich  nur  verwundern ,  dass  der  Herr  Herausgeber  diese  auf 
der  Hand  liegende  Folgerung  übersehen  hat  und  dass  er  durch  das  Fehlen 
der  Bernoulli'schen  Zahlen,  deren  Vorkommen  in  der  Tangentenreihe  doch 
wohl  bekannt  genug  sein  dürfte,  nicht  auf  das  vorige  Versehen  aufmerksam 
geworden  ist.  Uebrigens  fehlt  bei  dieser  Entwickelung  und  allen  folgenden 
jede  Angabe  über  die  Grenzen  ihrer  Gültigkeit;  dieser  Vorwurf  wiegt  um 
so  schwerer,  als  es  bei  Gleichungen  wie 

x       x*        3a?" 

«■~,sa,+7+ni+nn+— 

nur  der  Substitution  x=n  bedarf,  um  sich  zu  überzeugen,   dass  dieselben 
nicht  für  alle  x  richtig  sein  können. 

Neu  hinzugekommen  ist  noch  Kapitel  V,  welches  die  Definitionen  und 
Differentialquotienten  der  hyperbolischen  Functionen  enthält.      Referent 
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bedauert  hierbei  nur,  dass  der  Herr  Heransgeber  die  unpraktische  nnd  für 
schwedische,  englische,  französische  und  überhaupt  nichtdeutsche  Mathe- 
matiker ganz  unbrauchbare  Bezeichnung  tf**.f  Sin.  etc.  beibehalten  hat, 
während  ein  Blick  in  Liouville's  Journal  zeigt,  dass  die  nicht  wesentlich 
längere  und  sprechendere  Bezeichnung  snhp.,  eshp.  etc.,  welche  Referent 
schon  vor  längerer  Zeit  vorschlug,  sich  einzubürgern  beginnt. 
Der  übrige  Inhalt  des  Buches  ist  bekannt. 

Schlömilch. 


Die  Lehre  von  den  elliptischen  Integralen  und  den  Theta- Functionen. 
Von  K.  II.  Schellbach,  Professor  etc.  Berlin,  Druck  und  Ver- 
lag von  Georg  Reimer.     1804. 

Der  Verfasser  erklärt  in  der  Vorrede,  er  beabsichtige  mit  seinem 
Buche,  mehr  das  Können  als  das  Wissen  seiner  Leser  zu  fördern,  und  ver- 
folge in  so  fern  recht  eigentlich  praktische  Zwecke;  überhaupt  betrachte 
er  die  Theta-Functionen  als  ein  neues,  noch  zu  wenig  bekanntes  Instrument 
der  Mathematik,  mit  dessen  Handhabung  er  die  jüngere  Generation  ver- 
traut machen  wolle.  Diesem  Zwecke  entsprechend,  lässt  der  Verfasser  die 
systematische  Darstellung  in  den  Hintergrund  treten  und  benutzt  bald  diese 
bald  jene  Hülfsmittel,  wenn  sie  nur  rasch  zu  einem  Resultate  führen.  Es 
hat  dies  freilich  den  Nachtheil,  dass  die  einzelnen  Theile  der  Lehre  von 
den  elliptischen  Integralen  und  Functionen  etwas  bunt  durcheinander  vor- 
kommen und  dass  hierdurch  der  Ueberblick  über  das  Ganze  und  dessen 
inneren  Zusammenhang  erschwert  wird;  da  jedoch  kaum  anzunehmen  ist, 
dass  Jemand  seine  Kenntniss  der  genannten  Theorie  aus  dem  vorliegenden 
Buche  allein  wird  schöpfen  wollen,  so  verliert  jener  Nachtheil  an  Gewicht. 
Was  den  Inhalt  des  Werkes  betrifft,  so  ist  derselbe  folgender. 

In  den  10  ersten  Paragraphen  wird  der  Begriff  eines  elliptischen  Inte- 
grals festgestellt  und  gezeigt,  wie  alle  Integrale  dieser  Gattung  mittelst  be- 
kannter Substitutionen  auf  auf  die  schon  von  Legendre  angegebenen  drei 
Normalformen  zurückgeführt  werden  können.  Von  hier  springt  die  Dar- 
stellung plötzlich  über  zur  Untersuchung  des  unendlichen  Productes 

(1—  x)(l  —  xr)(l  —xt*){l  —  xr*)  . .  ., 
um  in  den  §§.  11 — 18  zu  den  vier  Jacobi'schen  Functionen  ©(x),  St (x)% 
ßf(x),  &9(x)  zti  gelangen,  welche  hier  durch  die  bekannten,  nach  den  Co- 
sinus und  Sinus  der  Vielfachen  von  x  fortschreitenden  Reihen  definirt  wer- 
den.    Zur .  Transformation  der  letzteren  dient  der  bekannte  Satz 

F(u)  cos  2n  (x  —  ü)d  m, 

n=— 00, ...  —  2,  —1,0,  +1,  +2, +  00, 

von   welchem  der  Verfasser  in  §.  19  eine  Ableitung  giebt,  die  Referent 
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durchaus  nicht  für  streng  gelten  lassen  kann.  Nachdem  mittelst  jener 
Transformation  die  Theta-  Functionen  gewisser  complexer  Argumente  auf 
Functionen  reeller  Argumente  reducirt  sind ,  wird  in  §.  23  gezeigt,  dass  die 
Quotienten 

0i(*)      St(x)      9t_W 

S(xy      00)'      6(x) 
doppelt  periodische  Functionen  von  x  sind;  der  Verfasser  bezeichnet  sie, 
nicht  eben  glücklich,  mit /■(*),  g(x),  h(x),  entwickelt  in  den  §§.  24 — 35 
ihre  hauptsächlichsten  Eigenschaften  und  kommt  schliesslich  zu  dem  Re- 
sultate, dass  aus  der  Gleichung 

--  f     ** 

tf  yi  —  &sm*<p 
die  drei  umgekehrten  Gleichungen  folgen 

Der  vierte  Abschnitt  (§§.  36 — 64)  behandelt  die  numerische  Berechnung 
des  elliptischen  Integrales  erster  Art  und  empfiehlt  sich  hauptsächlich  durch 
den  dargebotenen  Reichthum  an  Methoden  und  die  vielen  numerischen 
Beispiele.  Im  fünften  Abschnitt  (§§.  65  —  71)  werden  die  Grundformeln 
für  die  Theta -Functionen  nach  einer  zweiten  Methode  transformirt  und 
hierdurch  mehrere  wichtige,  von  Jacobi  herrührende  Sätze  auf  einfache 
Art  bewiesen.  Der  sechste  Abschnitt  (§§.  72 — 96)  beschäftigt  sich  mit  den 
zahlreichen  Reihenentwickelungen  für  S(u),  snamu,  csamu,  Jamu  etc., 
welche  in  den  Fundam.  n.  funct.  ellipt.  nach  anderen,  bekanntlich  nicht 
völlig  genügenden  Methoden  ausgeführt  sind.  Abschnitt  VII  enthält  die 
Darstellung  von  a  +  ib  durch  elliptische  Functionen ,  Abschnitt  VIII  die 
Additionstheoreme,  Abschnitt  IX  und  X  die  Theorie  der  elliptischen  Inte- 
grale zweiter  und  dritter  Gattung.  In  den  drei  nächsten  Kapiteln  handelt 
es  sich  vorzugsweise  um  die  Reduction  verschiedener  Integrale  auf  ellip- 
tische Integrale;  Abschnitt  XIV  zeigt  nachträglich,  wie  die  sogenannte 
*  S  t  i  r  1  i  n  g'sche  Interpolationsreihe  zur  näherungsweisen  Berechnung  ellip- 
tischer Integrale  benutzt  werden  kann. 

Die  zweite  Abtheilung  enthält  Anwendungen  der  Theorie  auf  Probleme 
der  Geometrie  und  Mechanik,  namentlich  Complanation  des  Ellipsoides  und 
des  schiefen  Kegels,  geodätische  Linie,  sphärisches  Pendel,  Drehung  eines 

starren  Körpers  um  einen  festen  Punkt. 

Schlömilch. 
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Handbuch  der  algebraischen  Analysis,  von  0.  Schlömilch.  3.  Aufl. 
Jena  1862. 

Da  es  vielleicht  manchem  Leser  der  Zeitschrift  von  Interesse  sein  wird, 
ein  französisches  Urtheil  über  das  obige  Buch  za  hören ,  so  möge  hier  die 
von  Herrn  Professor  Hoüel  zu  Bordeaux  in  den  „Nouvettes  Annales  de  Ma- 
themaliques"y  2e  se'rie,  t.  in,  1864,  veröffentlichte  Besprechung  auszugsweise 
Platz  finden.     Sie  lautet: 

„Nous  nous  proposions  depuis  longtemps  de  signaler  aux  lecteurs  des 
Nouvelles  Annales  cet  excellent  ouvrage,  dont  nous  ne  saurions  trop  re- 
conimander  l'4tude  aux  candidats  a  nos  grandes  dcoles  et  aux  auditeurs  des 
facultas  des  sciences.  Les  thöories  expose'es  dans  ce  livre  forment  une 
introduetion  ä  Te'tude  du  calcul  infinitesimal ,  servant  de  compl^ment  aux 
traitös  d'algebre ,  et  renfermant  la  plupart  des  formules  importantes ,  qui 
peuvent  s'&ablir  d'une  maniere  simple  et  naturelle  sans  le  secours  de  la 
notation  diflförentielle.  On  en  pourra  juger  d' apres  l'analyse  sommaire  que 
nous  allons  donner  des  prineipaux  chapitres.  (Folgt  die  Angabe  des  In- 
halts, dann:)  D'apres  cet  apercu  nöcessairement  imcomplet,  on  peut  juger 
de  qu'elle  utilitä  serait  la  lecture  de  cet  ouvrage  pour  tons  ceux  qui  veulent 
pousser  l'&ude  des  Mathämatiques  an  dela  des  premiers  41äments.  II  serait 
donc  bien  a  dl-sirer  que  ce  livre  füt  traduit  dans  notre  langue.  Cependant, 
gr&ce  aux  progres  que  fait  de  nos  jours  l'enseignement  des  langues  Vivantes, 
il  est  ä  espärer  que  bientöt  aueun  candidat  serieux  a  Fdcole  polytechnique 
ne  sera  anrate*  par  la  difficultä  du  texte  allemand ,  dont  le  style  est  d'une 
clartö  toute  francaise." 


Fünfstellige  Logarithmentafeln  der  Zahlen   und  der  trigonometrischen 
Functionen  nebst  den  Gauss'schen  Additions-  und  Subtractions- 
logarithmen   und   verschiedenen  Htdfsta&ln.     Zweite  Auflage. 
Von  Dr.  6.  J.  Hoüel,  Professor  der  reinen  Mathematik  an  der 
Facultät  der  Wissenschaften  in  Bordeaux.     Berlin,  Verlag  von 
Asher  &  Comp.     1864. 
Das  vorliegende  compendiöse  Werk  enthält  ausser  der  üblichen  Ein- 
leitung eine  reichhaltige  Sammlung  von  Formeln  und  Gonstanten  nebst 
deren  Logarithmen  und  dann  folgende  Tafeln :     1.  Logarithmen  der  Zah- 
len von  1  bis  10600.    2.  Tafel  der  Längen  von  Kreisbögen  etc.  3.  Logarith- 
men der  trigonometrischen  Functionen  von  Minute  zu  Minute.  4.  Natürliche 
trigonometrische  Functionen  von  Grad  zu  Grad,  nebst  Hülfstafeln  zur  Ver- 
wandlung von  Stunden,  Minuten  und  Secunden  in  Sexagesimatheile  des 
Tages  und  in  Decimaltheile  des  Tages.    5.  Additions-  und  Subtractions- 
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logaritbmen.  6«  Acht-  und  zehnstellige  Logarithmen  verschiedener  oft 
vorkommender  Zahlen.  7.  Achtstellige  Logarithmen  der  Zahlen  von  100 
bis  1000.  8.  Abgekürzte  Tafel  zur  Berechnung  der  Logarithmen  mit  20  De- 
cimalen.  0.  Vier-  und  dreistellige  gemeine  Logarithmen,  vierstellige  Anti- 
logarithmen  und  vierstellige  natürliche  Logarithmen.  10.  Tafel  der  klein- 
sten Divisoren  aller  durch  2,  3  und  5  nicht  theilbaren  Zahlen  von  40  bis 
10841.  11.  Zehnstellige  natürliche  trigonometrische  Functionen  und  Kreis- 
bögen von  Grad  zu  Grad.  Der  Verfasser  sagt  zwar,  seine  Tafeln  bildeten 
im  Wesentlichen  nur  eine  Wiederausgabe  der  Tafeln  von  La  lande,  zu- 
folge mancher  Aenderungen  und  Zusätze  muss  man  aber  doch  das  Werk 
als  ein  neues  betrachten.  Im  Uebrigen  unterschreibt  Referent  gern  die 
Empfehlung,  welche  Professor  Grün  er t  in  einem  besonderen  Vorworte 
dem  Buche  vorausgeschickt  hat,  und  ganz  besonders  ist  er  mit  dem 
Wunsche  einverstanden,  dass  auf  den  Schulen  fünfstellige  Tafeln  immer 
mehr  Eingang  finden  möchten.  Wer  das  Kunststück  zu  Wege  gebracht 
hat,  eine  Standlinie  von  10000  Meter  Länge  bis  auf  einen  Millimeter  genau 
zu  messen,  der  mag  in  Gottes  Namen  mit  siebenstelligen  Logarithmen  rech- 
nen ;  wer  es  aber  noch  nicht  zu  einer  solchen  Genauigkeit  gebracht  hat,  der 
gleicht  beim  Rechnen  mit  sieben  Stellen  einem  Rentier,  der  sich  seine  Zin- 
sen bis  auf  Tausendtelpfennige  auscalculirt. 

Schlömilch. 


TableB  diverset  pour  la  decomposition  des  nombret  en  leurs  facteurs 
prämiers.     Var  V.  A.  Lebesgue,  professeur  honoraire  de  la  faculte 
des  seiences  de  Bordeaux,  membre  de  T  Institut.     Paris,   Gaulhier- 
Villars.     1864. 
Der  Verfasser,   ein   bekannter   würdiger   Veteran  der  Zahlentheorie, 
giebt  in  diesem  kleinen ,  37  Seiten  umfassenden  Schriftchen  mehrere  inter- 
essante Bemerkungen   über  die  Constrtiction  und  den  Gebrauch  des  Zah- 
lensiebes nebst  der  zugehörigen  Tafel,  welche  Professor  Hoüel  berechnet 
hat.     Es  ist  dies  gew  isser maassen  ein  Nachtrag  zu  den  im  Jahre  1859  von 
demselben  Verfasser  herausgegebenen  Exercices  tfanalyse  numerique,  Paris, 
Leiber  et  Faraguet,   an   welche  hier  wegen  ihres  sehr  lehrreichen  Inhaltes 

erinnert  sein  möge. 

Schlömilch. 
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Mathematische  Tabellen,  Formeln  und  Constructionen.  Von  H.  Hbbtzbb, 
Lehrer  an  der  königl.  Bergakademie  zu  Berlin.  Berlin,  Verlag 
von  Rad.  Oaertner.  1864. 

Das  vorliegende,  358  Seiten  zählende  Werk  ist  zwar  zunächst  für  ma- 
thematisch gebildete  Techniker  bestimmt,  denen  es  als  Nachschlagebuch 
dienet!  und  Specialwerke  (z.  B.  Integraltafeln)  ersetzen  soll ,  dasselbe  ver- 
dient aber  auch  den  Mathematikern  von  Fach  empfohlen  zu  werden ,  denn 
es  enthält  in  streng  wissenschaftlichem  Geiste  so  ziemlich  Alles,  was 
man  bei  Untersuchungen  gewöhnlicher  Art  zu  brauchen  pflegt.  Aus  dem 
ungemein  reichen  Inhalte  heben  wir  zum  Beweise  des  Gesagten  Folgendes 
hervor.  Die  erste  Abtheilung  giebt  die  fünfstelligen  Logarithmen  aller 
Zahlen  von  1  bis  10000,  die  Längen  der  Kreisbögen  für  Grade,  Minuten 
und  Secunden,  die  Logarithmen  der  goniometrischen  Functionen  von  Minute 
zu  Minute,  die  natürlichen  Winkel functionen  gleichfalls  von  Minute  zu 
Minute,  Tafeln  verschiedener  Potenzen  und  Wurzeln,  natürliche  Loga- 
rithmen, Factorentafeln  u.  dergl.  m.  Die  zweite  Abtheilung  enthält  alle 
gebräuchlichen  Formeln  und  Lehrsätze  der  Algebra,  algebraischen  Analy- 
sis,  Differential-  und  Integralrechnung,  der  synthetischen  und  analytischen 
Geometrie  mit  Einschlass  der  Anwendungen  von  höherer  Analysis  zur  Dis- 
cussion  von  Curven  und  Flächen  (Krümmungsverhältnisse,  Quadraturen, 
Bectificationen  etc.)*  In  der  dritten  Abtheilung  werden  57  Constructionen 
mitgetheilt;  dieselben  behandeln  theils  Berührungsaufgaben,  theils  bezie- 
hen sie  sich  auf  Brennpunkte,  conjugirte  Durchmesser,  Tangenten,  Normalen 
und  Krümmungshalbmesser  von  Kegelschnitten.  Der  Anhang  enthält  noch 
das  Nöthig8te  aus  der  Axonometrie,  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate, 
Maassvergleichungen  u.  s.  w. 

Referent  hat  sich  im  Laufe  eines  Jahres  mit  diesem  Werke  sehr  be- 
freundet und  benutzt  es  namentlich  auch  bei  Vorträgen  gern  als  Nach- 
schlagebuch und  zur  Bildung  von  Beispielen. 

Schlömilch. 


Bibliographie 

vom  15.  December  1864  bis  15.  Februar  1865. 


Periodische  Schriften, 

Archiv  der  Mathematik  und  Physik,  herausgeg.  von  J.  A.  Grunert. 
43.  Thi.,  1.  Heft.     Greifswald,  Koch.  pro  compl.  3  Thlr. 

Wochenschrift  für  Astronomie,  Meteorologie  und  Geogra- 
phie; redig.  von  E.  Heis.  Nene  Folge.  8.  Jahrgang.  1865.  No.  1. 
Halle,  Schmidt.  pro  compl.  3  Thlr. 

Memoire*  de  Vacaddmie  itnp.  des  sciences  de  St.  Pdtersbourg. 
7.  Serie.     Tome  VIII,  No.  5—8.     Leipzig,  Voss.  1  Thlr.  14  Ngr. 

Seine  Mathematik, 

Hankel,  H.,  Ueber  die  Vieldeutigkeit  der  Quadratur  und  Rec- 

tification  algebraischer  Curven.     Leipzig,  Voss.  12  Ngr. 

Schlömilch,   0.,    Compendium    der    höheren  Analysis.     2.  Aufl. 

2.  Bd.,  1.  Lief.     Braunschweig,  Vieweg.  1%  Thlr. 

Hansen,  P.  A.,  Relationen  zwischen  Summen  und  Differenzen, 

sowie  zwischen  Integralen  und   Differentialen.     Leipzig, 

Hirzel.  %  Thlr. 

Prym,    F.,    Neue   Theorie    der    ultraelliptischen   Functionen. 

Bonn,  Habicht.  1%  Thlr. 

Klein,  H.,  Leitfaden  zu  den  Elementen  der  Geometrie.    1.  Heft, 

2.  Aufl.     Meissen,  Mosche.  %  Thlr. 

Neuling,  W.,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.     2.  Aufl.     Dorpat, 

Gläser.  18  Ngr. 

Rogner,  J.,  Sammlung  von  Aufgaben   aus  der  Arithmetik  und 

Algebra.     2.  Aufl.     Wien,  Gerold's  Sohn.  2%  Thlr. 

Woeckel's  Geometrie  der  Alten    in  einer  Sammlung  von  850 

Aufgaben.     7.    Aufl.   neu  bearb.    von  Th.   Schröder.      Nürnberg, 

Bauer  &  Rappe.  18  Ngr. 

Martus,  H.  C,  Mathematische  Aufgaben  zum  Gebrauche  in  den 

obersten  Glassen  höherer  Lehranstalten.    Greifswald,  Koch. 

28  Ngr. 


40  Literaturzeitung. 


August,  E.  F.,  Vollständige  logarithmische  und  trigonome- 
trische Tafeln.     0.  Aufl.     Leipzig,  Veit  &  Comp,  %  Thlr. 

Dase,  Z.,  Factorentafel  für  alle  Zahlen  der  neunten  Million 
(8010001 — 9000000)  mit  den  darin  vorkommenden  Primzahlen. 
Ergänzt  von  H.  Rosenberg.     Hamburg,  Perthes,  Besser  &  Mauke. 

6  Thlr. 

Chasles,  M.,  TraitS  des  seclions  coniques,  faisant  suite  au  Tratte 
de  ge'omelrie  superieure.   Paris,  Gauthiers- Villars.  9  frcs. 

Angewandte  Mathematik. 

Wiegand,  A.,  Versicherung  gegen  Erwerbsunfähigkeit.  Voll- 
ständige Berechnung  der  Prämien  und  Reserven  für  Invalidenpensions- 
kassen.    Halle,  Berner.  %  Thlr. 

Weisbach,  J.,  Lehrbuch  der  Ingenieur-  und  Maschinenmecha- 
nik. 2.  Tbl.  Statik  der  Bauwerke , und  Mechanik  der  Umtriebs- 
maschinen.     4.  Aufl.     1.  und  2.  Lief.     Braunschweig,  Vieweg. 

a  %  Thlr. 

Kepleri  opera  omnia  ed.  Ch.  Frisch.  Vol.  P.  Frankfurt  a.  M.,  Heyder 
&  Zimmer.  4  Thlr. 

Physik. 

Hessler,  J.  F.,  Lehrbuch  der  Physik  für  höhere  technische 
Schulen.     3.  Aufl.   1.  Bd.   1.  Hälfte.     Wien,  Braumüller. 

pro  compl.  4%  Thlr. 

Müller,  J.,  Lehrbuch  der  kosmischen  Physik.  (Pouillet-Müller's 
Physik,  Bd.  3).     2.  Ausg.  der  2.  Aufl.     Braunschweig,  Vieweg. 

4  Thlr. 

Emsmann,  A.  H. ,  Physikalische  Vorschule.  2.  Aufl.  Leipzig,  O. 
Wigand.  %  Thlr. 

Fortschritte  der  Physik  im  Jahre  1862.  Dargestellt  von  der  physi- 
kalischen Gesellschaft  zu  Berlin;  redig.  von  £.  Jochmann.  18.  Jahrg., 
2.  Abth.     Berlin,  6.  Reimer.  2fA  Thlr. 

Schneider,  F.  A.,  Fernere  Nachrichten  über  die  Fortschritte 
der  Astrometeorologie.     Leipzig,  List  &  Francke.  %  Thlr. 

Roessmann,  Mathematisch-physikalische  Studien.  Königsberg, 
Theile.  %  Thlr. 

Lersch,  B.  M.,  Hydrophysik  oder  Lehre  vom  physikalischen 
Verhalten  der  natürlichen  Wässer  namentlich  von  der 
Bildung  kalter  und  warmer  Quellen.  2.  Aufl.  Berlin,  Hirsch- 
wald. 1%  Thlr. 


Literaturzeitung. 


Recensionen. 

Metrologioornm  Soriptornm  Reliquiae.  Collegit  recensuü  partim  nunc  primum 
edidit  F.  Hultsch.  Volumen  /,  quo  scriptores  Graeci  continentur. 
Leipzig,  Teubner,  1864. 
Es  bedarf  wohl  kaum  mehr  als  der  blossen  Anführung  des  Titels  des 
uns  vorliegenden  Werkes,  nm  die  Ueberzeugung  zu  erwecken,  dass  mit  dem- 
selben einem  wahren  wissenschaftlichen  Bedürfnisse  abgeholfen  werden 
soll,  und  der  Name  des  Herausgebers  bürgt  in  gleicher  Weise  dafür  ,  dass 
das  angestrebte  Ziel  auch  erreicht  ist.  Der  Verfasser  der  Metrologie,  der 
Herausgeber  der  geometrischen  Schriften  Hero's  von  Alexandrien  war  in 
beiden  Eigenschaften  gleich  befugt,  jene  Fragmente  aus  gedruckten  und 
ungedruckten  Büchern  und  Abhandlungen  zu  sammeln  und  zu  veröffentli- 
chen, welche  dem  Metrologen  wie  dem  Geschichtschreiber  der  Mathematik 
gleich  unentbehrlich,  seither  zu  sehr  zerstreut,  manchmal  auch  unzugäng- 
lich waren,  um  jedesmal  benutzt  werden  zu  können,  wo  der  Gegenstand  der 
Untersuchung  eigentlich  diese  Benutzung  erheischte.  Referent  hat  selbst 
den  Mangel  einer  solchen  Sammlung  bei  früheren  Arbeiten  zu  schmerzlich 
vermis8t,  um  nicht  das  Verdienstliche  derselben  in  vollem  Maasse  würdigen 
zu  können.  Dem  Abdrucke  der  eigentlichen  Fragmeute  hat  Hr.  Hultsch 
eine  grössere  Abhandlung:  Prolegomena  in  scriptores  Graecos ,  S.  3 — 176, 
vorausgeschickt,  welche  in  allen  ihren  Theilen  lesenswerth  eine  Fülle  von 
neuen  Untersuchungen  über  die  betreffenden  Schriftsteller  und  von  neuen 
dem  Verfasser  eigentümlichen  Resultaten  enthält,  auf  deren  Auseinander- 
setzung und  Prüfung  indessen  hier  nicht  eingegangen  werden  kann.  Nur 
eine  Bemerkung  sei  gestattet  hinsichtlich  eines  Wortes,  das  in  den  metro- 
logischen Fragmenten  häufig  vorkommt,  und  welches  dem  Verfasser  in  sei- 
ner Vorrede  zu  den  geometrischen  Schriften  des  Hero  von  Alexandrien  zu 
einer  Notiz  Gelegenheit  gab,  welche  nicht  ganz  berechtigt  erscheint.  Auf 
S.  XIV  jener  Vorrede  heisst  es  nämlich:  Est  hie  locus,  ut  de  usu  quodam 
Graeci  sermonis  commemorem ,  gut  nondum  nolus  esse  videlur.  Et  enim  ....  dvd 
ante  numeralia  adverbti  loco  usurpabatur  eo  sensu  quo  Laiini  dislrilmtivis  utuntur. 
Dieser  Gebrauch  von  dvd  ist  dagegen  so  wenig  unbekannt,  dass  noch  die 
modernen  Aerzte  beim  Schreiben   der  Recepte  dasselbe  Wort  in  derselben 
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Bedeutung  von  j  e  anwenden.  Aus  der  Vorrede  zu  dem  gegenwärtig  vor- 
liegenden Buche  füge  ich  die  weitere  Bemerkung  hinzu,  dass  jetzt  endlich 
pag.  V,  s.  die  räthselhaften  Zeichen  völlig  erklärt  sind,  welche  einst  Nie- 
buhr  in  einem  griechischen  Palimpseste  des  S.  VII  fälschlich  für  arabische 
Ziffern  hielt,  welche  alsdann  vor  zwei  Jahren  auf  meine  Veranlassung  Prof. 
Spezi  in  Rom  einer  neuen  Untersuchung  unterwarf,  die  wenigstens  das 
Ergebniss  hatte,  den  Gegenstand  der  betreffenden  Stelle  näher  festzustellen 
und  die  Niebuhr'scbe  Hypothese  für  immer  zu  beseitigen.  Hr.  Hultsch 
hat  darin  griechische  Buchstaben  in  ihrer  Anwendung  als  Zahlzeichen  und 
und  das  griechische  Unzenzeichen  wieder  erkannt. 

Cantob. 


Kholacat  al  Hissab  ou  Quintessence  du  Calcul  par  Behä- Eddin  al  Aa- 
mouli,  traduil  el  antwie  par  Aribtide  Marke.  2iime  ed.  Rome  1864. 
XI,  82. 
Die  erste  Ausgabe  der  französischen  Uebersetzung  des  Werkes  des 
Beha-Eddfn  erschien,  wie  der  Verfasser  bemerkt,  1846  im  5.  Band  der  von 
Ter  quem  und  Görono  herausgegebenen  NouveUes  annales  de  mathema- 
tigites,  also  im  3.  Jahre,  nachdem  Nesselmann  dasselbe  Werk  arabisch 
und  deutsch  in  Berlin  hatte  erscheinen  lassen.  Wie  weit  die  Arbeit  N es- 
se Im  an  n's  vom  Verfasser  benützt  wurde,  giebt  derselbe  nicht  an;  dass  er 
sie  aber  kannte,  geht  aus  der  6.  Anmerkung  S.  55  der  2.  Aufl.  hervor,  in 
welcher  gesagt  wird,  dass  der  Verfasser  das  Wort  balance  als  Uebersetzung 
des  arabischen  Wortes  myzän  dem  von  Nesselmann  gebrauchten  Norm 
vorgezogen  habe.  Wäre  dieses  erst  bei  der  2.  Aufl.  geschehen,  so  würde 
der  Verfasser  dies  wohl  bemerkt  haben.  Welche  Uebersetzung  genauer 
ist,  muss  denen  zur  Beurtheilung  überlassen  bleiben,  welche  in  der  Sprache 
des  Urtextes  bewandert  sind.  Ueber  das  Verhältniss  der  2.  Aufl.  zur  ersten 
sagt  der  Verfasser  selbst,  dass  die  Uebersetzung  keine  bemerkenswerthe 
Veränderung  erlitten  hat,  dass  hingegen  die  Noten  verbessert  und  beträcht- 
lich erweitert  wurden.  Letzteres  geschah  besonders  durch  die  Verglci- 
chung  des  Werkes  von  Beha-Eddtn  mit  der  Algebra  des  Mohammed 
ben  Musa  AlkhÄrizmf  und  durch  Hervorhebung  der  Spuren  indischen 
Ursprunges  in  den  Werken  der  Araber.  Beide  Bemühungen  sind  als  ver- 
dienstlich anzuerkennen ,  wenn  es  auch  besser  gewesen  wäre,  beides  im 
Zusammenhange  durchzuführen  und  nicht  in  Anmerkungen  zu  zerstückeln.. 
Einen  früher  ausgesprochenen  Irrthum  nimmt  der  Verfasser  gleich  im  An- 
fang zurück  (S.  V) ,  und  ebenso  giebt  er  S.  81  in  der  59.  Anm.  die  genaue- 
ren Resultate  Angelo  Genocchi's.  Da  diese  auch  die  Bemerkungen 
Nesselmann's  (S.  71 — 73)  berichtigen  und  ergänzen,  so  sei  hier  bemerkt, 
dass  Genocchi  zu  den  Gleichungen  a+y=10  und  {x+j/x)(y+}/y)  =« 
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die  Werthe  #==1  und  y  =  9  gefunden  hat  für  «=24  und  dass  er  zii  l!eir 
Gleichungen  x*  +  a  +  2  =  y2,  x2  —  x  —  2~z*  die  Werthc  #  =  .£*,  y  =  ££, 
z  =  \  J  giebt,  während  Nessel  mann  0  =  — 1£  fand.  Da  nun  der  Verfasser 
sich  gern  bereit  zeigt,  fremdes  Verdienst  anzuerkennen,  und  dies  in  der 
36.  Anm.  auch  gegenüber  Nesselmann  thut,  so  ist  es  wohl  nur  ein  Verse- 
hen, dass  in  der  54.  Anm.  nicht  beigefügt  ist,  dass  den  Beweis  Nessel- 
mann  (S.  70  —  71)  gegeben  hat.  Aehnlich  giebt  S.  65  in  der  33.  Anm.  der 
Verfasser  eine  Verbesserung,  die  nach  Nesselmann  (S.  66,  Note  19)  Ru- 
schen Ali  bereits  gab.  Das  Versehen  Nesselmann's  S.  65(£.r  +  4 
statt  x  +  \x  +  4)  hat  H.  Marre  S.  58  verbessert.  Eine  schwache 
Seite  des  Verfassers  ist  die  Kenntniss  des  Griechischen.  So  sollen 
(S.  54,  3.  Anmerkung)  die  Griechen  koyol  und  aloyol  (Euclid,  X  og. 
6.  7.  fatal,  akoyoif)  für  rational  und  irrational  gesagt  haben.  An- 
dere Notizen  sind  dagegen  sehr  ansprechend;  z.  B.  S.  67  die  Erklärung  des 
Wortes  slnus:  „/«  corde  de  rare  double pliee  en  deux"  (vergl.  Cantor,  Ma- 
thematische Beiträge,  S.  238);  ferner  S.  68  die  Angaben  über  die  Kenntniss 
der  Binomialcoefficienten;  S.  79  —  80  der  Beitrag  zu  der  Frage,  wie  das 
rechtwinklige  Dreieck  zu  der  eigentümlichen  Bezeichnung:  „Figur  der 
Braut "  kommen  konnte.  Bei  der  Umsetzung  des  Verfahrens  Beha- 
Eddfn's  in  unsere  jetzige  Schreibweise  hätte  Einzelnes  noch  mehr  dem 
Wortlaute  gleich  gemacht  werden  körnten ,  z.  B.  S.  61  in  der  27.  Anm. ,  wo 

(b  +  c)(b—c) 

a       (b  +  c)(b  —  c)  '    a  ... 

statt  a?= ir genauer  x  = zu   schreiben 

2  2a  2 

war.  Am  wenigsten  befriedigt  S.  77,  Anm.  51,  die  Erklärung  des  Satzes, 
den  Behä-Eddin  (S.  44  der  Uebersetzung  von  Marre,  S.  48  —  49  bei 
Nesselmann)  anwendet,  dass  nämlich  die  Differenz  der  zwei  Theile  einer 
in  zwei  ungleiche  Theile  getheilten  Zahl  doppelt  so  gross  ist,  als  die  Diffe- 
renz zwischen  der  Hälfte  der  Zahl  und  einem  ihrer  Theile.  Dieser  Satz 
ist  wahrscheinlich  auf  geometrischem  Wege  abgeleitet  worden.  Ist  nämlich 
AB  die  gegebene  Zahl  und  AC  der  grössere,  BC 

der  kleinere  Theil,  AE=BE=\AB  und  AD . 

=  BC,  dann  ist  sofort  ersichtlich,  dass  C/>=     A  DEC  B 

AC—BC=2.CE=2  (AC—\AB)=%(\AB—  BC). 

Ebenso  leicht  ersichtlich  ist,  dass  AC=\AB  +  $CD. 

Druckfehler  sind :  S.  62,  Z.  2  v.  0.     2  statt  20, 

b  ab 

n  n 

„   71,  „    5  v.  u.      100— -X  statt  100— 10a:. 

Erwähnt  sei  noch,  dass  das  hier  besprochene  Werk  dem  Fürsten  B  a  1  - 
thasar  Boncompagni  gewidmet  ist,  als  dem  unermüdlichen  Forscher 
und  gelehrten  Herausgeber  ausgezeichneter  Werke  über  die  Geschichte  der 
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Mathematik  und   dem  freigebigen  und  opferwilligen  Förderer  aller  Unter- 
suchungen in  diesem  Fache. 

Ansbach.  G.  Friedlein. 


Anfangsgründe  der  Naturlehre  für  die  unteren  Klassen  der  Mittelschulen 
von  Dr.  Jos.  Krist,  Lehrer  der  Physik  an  der  k.  k.  Schottenfel- 
der Oberrealschule  in  Wien. 
Der  Verfasser  ist  von  der  gebräuchlichen  Anordnung  des  Stoffes  in 
physikalischen  Lehrbüchern  abgewichen,  wie  folgendes  Inbaltsverzeichniss 
lehrt:  Einleitung,  von  der  Schwere,  von  der  Wärme,  von  den  chemischen 
Erscheinungen,  von  dem  Magnetismus,  von  der  Elektricität,  vom  Gleichge- 
wichte und  von  der  Bewegung,  Wirkungen  der  Molecularkräfte ,  von  den 
tropfbarflüssigen  Körpern,  von  den  luftförmigen  Körpern,  vom  Schalle  (Aku- 
stik), vom  Lichte  (Optik).  Diese  Abweichung  von  der  gebräuchlichen  Ordnung 
ist  dem  Zwecke  des  Buches  jedenfalls  vollkommen  angemessen,  welches  be- 
stimmt ist,  jugendliche  Schüler  mit  den  Erscheinungen  bekannt  zu  machen  und 
dieselben  nach  und  nach  zu  gewöhnen,  das  Gemeinsame  in  ihnen,  das  Natur- 
gesetz, aufzufinden.  Diese  letztere  Absicht  des  Verfassers  wird  aber  jedenfalls 
bei  der  von  ihm  angenommenen  Ordnung  im  Material  auf  die  beste  Weise 
erreicht,  da  zu  Anfang  die  leichtere  Aufgabe  sich  dem  Schüler  darbietet, 
um  die  Erscheinungen  kennen  zn  lernen,  wozu  sich  später  die  Zurauthung 
gesellt,  einfache  Erklärungen  zu  geben,  welche  keine  geometrische  An- 
schauung verlangen,  welche  sich  erst  als  Schwierigkeit  in  den  letzten  Ka- 
piteln des  Buches  mit  einfindet.  Ebenso  wie  die  Anordnung  des  Lehr- 
stoffes im  Einklänge  mit  dem  Lehrzweck  steht,  sind  ihm  auch  Auswahl  und 
Ausdehnung  vollkommen  angepasst.  Dass  bei  einem  Buche,  welches  zum 
ersten  Unterrichte  in  der  Physik  bestimmt  ist  und  dabei  die  erste  Anlei- 
tung zur  Erkenntniss  des  gesetzmässigen  Zusammenhanges  in  den  Erschei- 
nungen geben  soll,  die  für  die  Fassungskraft  des  jugendlichen  Anfängers 
keineswegs  geeigneten  Kapitel  der  Polarisation,  Interferenz  des  Lichtes  etc. 
nicht  mit  im  Lehrplane  erscheinen  konnten,  bedarf  natürlich  keiner  weite- 
ren Erörterung.  Das  4.  Kapitel,  welches  die  chemischen  Erscheinungen 
behandelt,  beschäftigt  sich  nur  mit  den  Elementen  Sauerstoff,  Stickstoff, 
Wasserstoff,  Chlor,  Jod,  Brom,  Schwefel,  Kohlenstoff,  mit  dem  Verbren- 
nungs-  und  Athmungsprocess,  so  dass  später  bei  den  galvanischen  Strömen 
deren  chemischen  Wirkungen  die  gebührende  Erklärung  zu  Theil  werden 
kann.  Dem  Schülerkreise,  den  sich  der  Verfasser  vorstellte,  angemessen, 
blieb  bei  den  galvanischen  Erscheinungen  der  Leitungswiderstand  und  das 
Ohm'sche  Gesetz  weg,  dagegen  ist  der  mechanische  Theil  ziemlich  aus- 
führlich behandelt  worden. 

Wir  fügen  zum  Schluss  noch  hinzu,  dass  dem  Inhalte  des  Buches  ent* 
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sprechend,  die  äussere  Ausstattung  in  Papier,  Druck  und  den  Holzschnitten 
im  Text  ebenso  sehr  zum  Gebrauch  als  Schulbuch  empfiehlt,  als  die  Bear- 
beitung des  Verfassers. 

Dr.  Kahl. 


Praktische  Anwendungen  ftr  die  Integration  der  Differentialgleichungen. 
Von  Dr.  G.  W.  Strauch,  Rector  der  höheren  Unterrichtsanstalt 
zu  Muri  im  Kanton  Aargau.  Erster  Band.  Braunschweig,  Druck 
und  Verlag  von  Fr.  Vieweg  &  Sohn. 
Nicht  mit  Unrecht  bemerkt  der  Verfasser  in  der  Vorrede ,  dass  die 
vorhandenen  Sammlangen  von  Aufgaben  aus  der  höheren  Analysis  zwar 
reichhaltigen  Stoff  für  die  Integration  gesonderter  Differentiale  und  für  die 
damit  zusammenhängenden  geometrischen  Anwendungen  (Quadratur,  Recti- 
fication  etc.)  darbieten,  obschon  es  sich  dabei  meistens  nur  um  mechanische 
Substitutionen  handelt,  dass  sie  aber  gerade  das  wichtige  und  weit  mehr 
Geschick  verlangende  Capitel  von  der  Integration  der  Differentialgleichun- 
gen sehr  stiefmütterlich  behandeln.*)  Je  weniger  sich  diese  Thatsache 
ableugnen  lässt,  um  so  dankbarer  muss  man  den  Fleiss  anerkennen,  womit 
der  Verfasser  die  bezeichnete  Lücke  ausgefüllt  hat,  und  zwar  im  vorliegen- 
den Bande  zunächst  für  die  Differentialgleichungen  zwischen  zwei  Varia- 
belen.'  Besondere  Hervorhebung  verdienen  auch  die  sorgfältigen,  zum 
Theil  neuen  Untersuchungen  des  Verfassers  über  die  singulären  Integrale. 
Dahin  gehört  z.  B.  die  Discussion  des  (gewöhnlich  nicht  sonderlich  beach- 
teten) Falles ,  wo  einer  und  derselben  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
mehrere  singulare  Integrale  entsprechen,  ebenso  die  Erörterung  über  die 
einfach  und  zweifach  singulären  Integrale  von  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung. 

Diese  Mittheilungen  werden  genügen,  um  dem  reichhaltigen  Werke 
die  verdiente  Aufmerksamkeit  zuzuwenden ;  nur  möge  sich  der  Leser  durch 
die  etwas  kirchenväterliche  Breite  der  Darstellung  nicht  abschrecken 
lassen.  ' 

SCHLÖMILCH. 


*)  Dieselbe  Bemerkung  gilt  übrigens  auch  für  die  Lehre  von  den  doppelten  und 
dreifachen  Integralen.  Es  sind  also  gerade  die  beiden  Abschnitte  vernachlässigt,  ohne 
welche  man  in  der  Mechanik  kaum  eine  tiefere  Untersuchung  vornehmen  kann. 
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Recensionen. 

Galileo  Galilei  und  die  römische  Verartheilung  des  koperaikanischen 
Systems  von  Dr.  Christian  Hermann  Vosen.  Frankfurt  a.  M. 
1865.  Verlag  für  Kunst  und  Wissenschaft  (G.  Hamacher). 
Die  vorliegende  kleine,  2  Bogen  starke  Brochüre  durfte  wohl  im  Vor- 
aus einigermassen  die  Neugier  des  Referenten  auf  sich  ziehen,  nachdem 
durch  die  Zeitungen  bekannt  geworden  war,  dass  der  sogenannte  katho- 
lische Brochürenverein  eine  Bearbeitung  der  Streitigkeiten  zwischen  Gali- 
lei und  der  Inquisition  veranlasse ,  welche  er  alsdann  seinen  Mitgliedern 
darbringen  wolle.  Eine  Behandlung  des  Galilei'schen  Prozesses  von  streng 
kirchlichem  Standpunkte  ist  aber  eine  überaus  schwierige  Arbeit,  wenn  der 
Verfasser  mehr  geben  will,  als  bereits  in  dem  anonymen  Aufsatze  der  „Hi- 
storisch-politischen Blätter  für  das  katholische  Deutschland  u,  Bd.  VII  (Jahr- 
gang 1841),  oder  in  der  offiziellen  Darstellung  des  römischen  Prälaten  Ma- 
rino Marini,  Galileo  e  Tinquisizione  (Roma  1850)  enthalten  ist.  Unpartei- 
ische Behandlungen  desselben  Gegenstandes  sind  dagegen  wenig  geeignet, 
die  Zwecke  zu  fordern,  welche  der  genannte  Brochürenverein  mit  seinen 
Veröffentlichungen  verfolgt,  wenn  auch  ebensowenig  Stoff  zur  alleinigen 
Verurtheilung  des  Papstes  und  seines  Gerichtshofes  aus  demselben  zu  ent- 
nehmen ist,  wie  Referent  in  seinen,  im  9.  Bde.  dieser  Zeitschrift  abgedruck- 
ten Untersuchungen  zu  zeigen  unternommen  hat.  Es  war  vielmehr  eine 
Parthei,  kirchlicher  gesinnt  als  das  Haupt  der  Kirche  selbst,  welche  im 
17.  Jahrhunderte  gegen  die  Wissenschaft  und  ihre  Vertreter  zu  Felde  zog, 
zu  einflussreich,  um  nicht  sogar  den  vorurteilslosen  Urban  VIII.  zeitweise 
wenigstens  zu  umgarnen,  zu  mächtig,  als  dass  man  ihrer  Feindschaft  auf 
die  Länge  hätte  erfolgreich  widerstehen  können,  als  dass  nicht  Urban  VIII. 
selbst  bis  zu  einem  gewissen  Grade  ihre  Verfolgungswuth  gewähren  lassen 
musste.  Die  Neugier,  ob  Herr  Dr.  Vosen  auch  mit  allen  neueren  Forschun- 
gen über  seinen  Gegenstand  vertraut  sein  würde,  ob  er  beispielsweise  ver- 
suchen werde ,  mit  Bezug  auf  das  Vorhandensein  oder  Nichtvorhandensein 
einer  Lücke  in  den  Prozessakten  (vergl.  Bd.  IX,  S.  195),  oder  auf  die  mög- 
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lieberweise  von  Urban  VIII.  selbst  verfasste  Vorrede  zu  dem  Gespräche 
über  die  beiden  grossen  Weltsysteme  (Bd.  IX,  S.  184),  oder  auf  die  Deutung 
der  in  dem  Urtheile  vorhandenen  Worte  examen  rigorosum  (Bd.  IX  Litera- 
turzeitung, S.  20)  und  andere  dergleichen  nicht  unwichtige  Punkte  in  kri- 
tische vielleicht  in  polemische  Erörterungen  sich  einzulassen,  diese  Neugier 
freilich  erwies  sich  als  eine  sehr  müssige  gegenüber  der  jetzt  vorliegenden 
Arbeit.  Der  Partheistandpunkt  des  Herrn  Verfassers  ist  schon  aus  der  Ent- 
stehung seiner  Arbeit  zu  entnehmen;  sein  wissenschaftlicher  Standpunkt 
aber  ist  in  den  Worten  gleich  auf  der  ersten^Seite  dargestellt,  wo  es  heisst: 
„  Wir  besitzen  gegenwärtig  in  wünschenswerther  Vollständigkeit  die  Quel- 
„len  für  die  richtige  Auffassung  der  Geschichte  Galilei's.  Vor  Allem  ist 
„hier  die  italienische  Schrift  des  Ritters  Venturi  von  Wichtigkeit,  in 
„welcher  neben  vollständig  genügenden  Auszügen  aus  den  Prozessakten 
„eine  Reihe  sehr  wichtiger  Briefe  des  damaligen  toskanischen  Gesandten 
„in  Rom,  Niccolini,  vorliegen.  Aeltere  Nachrichten  und  die  vorhande- 
nen Briefe  Galilei's  werden  hierdurch  vervollständigt,  während  einige 
„neuere  Schriften  noch  brauchbares  Material  hinzufügen. "  Die  Gegen- 
wart  des  Herrn  Verfassers  besteht  darnach,  so  weit  er  sie  bestimmt  angiebt, 
aus  den  Jahren  1818  — 1821,  während  welcher  die  zwei  von  Venturi  her- 
ausgegebenen Bände  Denkwürdigkeiten  erschienen  1  Mit  ihm  zu  rechten 
ist  darnach  unmöglich.  Soll  man  etwa  gegen  den  Satz:  „Von  Folter 
„konnte  6chon  an  sich  der  Sachlage  nach  nicht  die  Rede  sein,  denn  es  ban- 
„  delte  sich  ja  nicht  um  irgend  ein  erforderliches  Geständnis  s,  wofür  allein 
„an  etwaige  Tortur  zu  denken  wäre"  (S.24),  soll  man  dagegen  eine  Stelle  von 
Marino  Marini  anführen,  dem  offiziellen  Darsteller,  wie  ich  schon  sagte? 
z.  B.  dessen  Beschreibung  der  noch  vorhandenen  Prozessakten  (S.  65),  wo 
es  heisst:  „quinli  a//a  451,  che  segue  immedialamente ,  giacche  qai  e  cessata  la 
„  numerazione  a  pie  delle  facce,  i  riporiato  il  decreto  dt  doversi  interrogare 
„Galileo  sulla  inlenzione."  Es  wäre  in  der  That  überflüssige  Mühe 
einem  Geschichtsbaumeister  gegenüber,  der  von  seinen  Handlangern  so 
dürftiges  und  schlechtes  Material  geliefert  bekam.  Mit  diesem  Materiale 
hat  dagegen,  das  muss  man  Herrn  Vosen  zugestehen,  derselbe  gemacht, 
was  nur  damit  zu  machen  war.  Er  hat  auf  ganz  geschickte  Weise  einzelne 
objeetive  Irrthümer  der  Gegner  Galilei's  zugestanden,  um  nicht  partheiisch 
zu  erscheinen;  er  hat  daraus  für  sich  selbst  die  Befugnies  hergeleitet,  die 
subjeetive  Gerechtigkeit  von  Galilei's  Verurtheilung  zu  versichern.  Er 
hätte,  wir  sind  es  überzeugt,  noch  besser  die  ihm  gestellte  Aufgabe  erfüllt, 
wenn  er  wenigstens  die  beiden  Arbeiten  gekannt  hätte,  welche  wir  oben 
nannten,  die  von  Marino  Marini  und  die  von  Prof.  Clemens,  denn  dass 
dieser  der  Anonymus  der  Görre s'schen  Zeitschrift  ist,  bestätigt  Marino 
Marini  auf  S.  39,  Note  2.  Wäre  ihm  daran  gelegen,  noch  vollständiger 
sich  zu  unterrichten,  dann  freilich  müssten  wir  ihn  auf  Bd.  IX  dieser  Zeit- 
schrift verweisen,  so  wie  auf  einen  etwas  später  noch  erschienenen  Aufsatz 
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des  bekannten  französischen  Akademiker«  Bertrand  in  der  „Revue  des 
deux  mondes",  Cantor. 


Tetraedrometrie  von  Dr.  Gustav  Junghann.     Zweiter  Theil.   Die  Ecken- 
functionen  in  Verbindung  mit  Längen-,  Flächen-  und  Körpergrös- 
sen.     Mit  2  lithographirten  Tafeln.     Gotha,  E.  F.  Thienemann. 
1863.     8.  (X  und  190  §.). 
Bekanntlich  hat  v.  St  au  dt  bereits  vor  längerer  Zeit  (Cr  eile's  Jour- 
nal, Bd.  24)  den  goniometrischen  Factor,  mit  welchem  man  das  Product  der 
drei  in  einer  Ecke  zusammenstossenden  Kanten  eines  Parallelepipedons 
multipliciren  muss,  um  dessen  Inhalt  zu  bekommen,  mit  dem  Namen  Sinus 
der  Ecke  belegt.    Sind  a,  6,  c  die  Kanten-  und  a,  ß,  y  die  gegenüberlie- 
genden Flächenwinkel  der  Ecke,  so  hat  dieser  Eckensinus  den  Werth 
sin  a  sin  b  siny  =  sin  b  sin  c  sin  et  =  sin  c  sin  a  sin  ß 
=  y  (1  —  cos%a  —  cos*b  —  cos*c  +  2cosa  cosb  cosc) 

=  2}/ [sin  s sin  (s — a)  sin  (s —  b)  sin  {s — c)],  5  = . 

Der  Verfasser  der  vorliegenden  Schrift  hat  nun  die  Hälfte  dieses 
Factors  unter  der  Bezeichnung  P-  Sinus  der  Ecke  in  die  Geometrie  einzu- 
führen versucht  und  ausserdem  noch  den  analogen  Ausdruck  für  die  Polar- 
ecke, oder 

\  sin  a  sin  ß  sinc  =  \  sin  ß  sin  y  sin  a  =  \  sin  y  sin  a  sin  b 
===  i  V  0  — cos*a  —  cos*ß  —  cos*y  —  2cosa  cosß  cosy) 

—  V\ — cos0cos(a  —  a)cos(a  —  ß)cos  (a  —  y)],  <y= — *, 

einer  näheren  Untersuchung  unterworfen  und  als  77- Sinus  bezeichnet.     Es 

ist  daher 

P sin  a sin  b sin  c 

II  sin  a  sin  ß  sin  y1 
welche  Grösse  Bretschneider  den  Modulus  der  Ecke  genannt  hat. 
In  diesen  beiden  Functionen  P  und  17  glaubt  unser  Verfasser  die  Grundla- 
gen einer  neuen  geometrischen  Discipl  in  gewonnen  zu  haben,  die  er  Tetrae- 
drometrie nennt,  und  welche  die  Aufgabe  zu  lösen  hat,  aus  den  gege- 
benen und  zur  Bestimmung  hinreichenden  Stücken  eines  Tetraeders  die 
übrigen  durch  Rechnung  zu  finden. 

In  dem  ersten  Theile  der  diesen  Gegenstand  behandelnden  Schrift, 
welcher  im  Jahre  1862  erschien ,  sind  nun  zunächst  diejenigen  Relationen 
entwickelt,  welche  zwischen  den  P-  und  77- Functionen  mehrerer  Ecken  mit 
gemeinschaftlichem  Scheitel  stattfinden.  Die  hier  gewonnenen  Formeln 
sind  ganz  analog  denen  der  gewöhnlichen  Goniometrie ,  wie  folgendes  Bei- 
spiel zeigen  mag ,  das  uns  zugleich  mit  den  allgemeinsten  dieser  Formeln 
bekannt  macht,  aus  welchen  sich  eine  grössere  Anzahl  anderer  als  specielle 
Fälle  ergeben. 

5* 
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Gehen  von  einem  Punkte  0  im  Räume  fünf  Strahlen  aus,  welche  r0,  rt, 
rt,  r„  r4  heissen  mögen,  von  denen  im  Allgemeinen  keine  drei  in  einer 
Ebene  liegen,  und  schneidet  man  diese  durch  eine  Ebene  in  den  Punkten 
A,  B,  C,  2>,  E,  so  ist  immer 

OBCD  +  OBDE+  OBEC+OEDC  =  0, 
wenn  man  sich  das  Vorzeichen  jedes  Tetraedervolumens  in  der  von  Mö- 
bius  (Barycentrischer  Calcul,  S.  22)  angegebenen  Weise  bestimmt  denkt, 
dass  man  das  Auge  in  dem  Punkte  annimmt,  welcher  durch  den  ersten  Buch- 
staben der  Formel  angegeben  wird,  und  nun  zusieht,  ob  ein  Umgehen  der 
Gegenfläche  in  der  Reihenfolge,  wie  die  Buchstaben  der  Formel  es  vor- 
schreiben, als  eine  Drehung  in  demselben  Sinne  wie  diejenige  eines  Uhrzei- 
gers, oder  als  eine  Drehung  im  entgegengesetzten  Sinne  erscheint. 

Statt  der  vorigen  Gleichung  kann  man  aber  die  folgende  setzen: 
OB.OC.OD.P(rxrtr£  +  OB.OD.OE.P(rxrzrd  +  OB.OE.OC.P(rirArt) 
+  OE.OD.OC.  P(rArzrt)  =0. 
Setzt  man  voraus,  dass  OA  senkrecht  zu  der  Schnittebene  steht,  so  ist 
OB^^OAsecr^,  0C=0Asecr0rt,  0D=0Asecr0r3y  OE=OAsecr0rA 
und  durch  Einsetzung  dieser  Werthe  geht  die  vorige  Gleichung  über  in 
v  P(rtrtr9)cosr0rl+  P(r1r3rA)cosrQrt  +  P(rtrArt)cosr0r9 

+  P{rA  r8  rt)  cos  r0  r,  =  0. 
Das  planimetrische  Seitenstück  dieser  Gleichung  lautet 

sin  r,  rt  cos  r0  r3  +  sin  rt  rz  cos  r0  r,  +  sin  r3  r,  cos  r0  rt  =  0 
und  wird  ganz  analog  bewiesen,  indem  man  sich  die  von  einem  Punkte  0 
ausgehenden  Strahlen  r0 ,  r, ,  rt ,  rs  durch  eine  zu  r0  senkrechte  Gerade  ge- 
schnitten denkt.  Lässt  man  r0  mit  rt  coincidiren,  so  ergiebt  sich  die  For- 
mel für  den  Sinus  der  Summe  oder  Differenz  zweier  Winkel  als  ein  speci- 
aler Fall. 

Die  Formel  a)  hat  aber  auch  noch  ein  stereometrisches  Seitenstück. 
Sind  nämlich  e0,  e,,  <?2,  £„  e4  fünf  Ebenen,  welche  auf  die  Strahlen  r0,  rt  rf, 
rs,  r4  senkrecht  stehen,  so  gilt  für  dieselben  die  folgende  Gleichung 
.  n(et  ete3)  cose0e4  +  n(ex  e3e^  cose0et  +  Il(et  e^cose^ 

'  +  n(ele3e2)cose0ei  =0. 

Die  vorstehende  kurze  Ableitung  der  Formeln  a)  und  b)  macht  allerdings 
die  Anwendung  des  Princips  der  Vorzeichen  nöthig,  ein  Princip,  dessen  sich 
unser  Verfasser  nicht  bedient  hat.  Letzter  Umstand  ist  aber  ein  Mangel, 
der  den  Verfasserauch  nöthigt,  in  seinem  sechsten  Capitel,  wo  er  diese 
Formeln  entwickelt,  verschiedene  Fälle  zu  unterscheiden  und  in  diesen  ver- 
schiedenen Fällen  den  einzelnen  Gliedern  der  Gleichung  andere  Vorseichen 
•zu  geben.  Es  bedarf  kaum  der  Erwähnung,  dass  auch  bei  der  Bezeichnung 
der  Functionen  Pund  II  dieses  Princip  zur  Anwendung  zu  bringen  ist,  dass 
also  z.  B. 

P  <>i  r2r3)  =  P  (rt  r3  rt)=—P  (r,  r3  rt) 
ist  u.  s.  w. 
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Was  nun  den  uns  vorliegenden  zweiten  Band  des  Werkes  betrifft,  so 
behandelt  derselbe  verschiedene  selbstständige  Aufgaben  und  ist  eigentlich 
bestimmt,  durch  die  That  zu  zeigen,  welcher  Nutzen  aus  der  Anwendung 
der  Functionen  P  und  II  bei  den  verschiedensten  stereometrischen  Unter- 
suchungen erwächst.  Die  Tetraedrometrie  in  dem  eingangs  angegebenen 
Sinne  ist  darin  noch  zu  keinem  einigermassen  abgeschlossenem  Systeme 
ausgebildet,  ja  der  Verfasser  hat  eigentlich  nur  einige  Hauptaufgaben  behan- 
delt, nämlich  die.  Berechnung  des  Tetraeders  aus  seinen  sechs  Kanten 
(Cap.  XIV)  und  die  Berechnung  aus  dem  Halbmesser  der  umschriebenen 
Kugel  und  fünf  von  den  sechs  Winkeln ,  welche  die  vier  nach  den  Ecken 
des  Tetraeders  hinlaufenden  Radien  einschliessen  (Cap.  XVI).  Um  nun 
beurth eilen  zu  können ,  in  wieweit  die  Erwartungen ,  welche  der  Verfasser 
an  die  Einführung  der  Eckenfunctionen  knüpfte,  gegründet  sind,  müssen 
wir  uns  einige  der  behandelten  Probleme  und  ihre  Lösungen  etwas  näher 
betrachten. 

Zunächst  behandelt  der  Verfasser  im  Capitel  IX,  dem  ersten  des  zwei- 
ten Theiles,  das  Parallelepipedon  und  die  Transformation  der 
Coordinaten  im  Räume.  An  der  Spitze  dieses  Capitels  steht  ein  Satz, 
welcher  al6  ein  stereometrisches  Seitenstück  des  planimetrischen  Sinussatzes 
zu  betrachten  ist.  Sind  nämlich  w,  p,  q  die  drei  in  einer  Ecke  zusammen- 
atossenden  Kanten  eines  Parallelepipedons  und  ist  d  die  von  derselben  Ecke 
ausgehende  Diagonale,  so  verhält  sich 

u  :  p  :  q  :  d  =  P(pqd)  :  P  (uqd)  :  P{upd)  :  P(upq). 
Es  werden  dann  verschiedene  Folgerungen  aus  diesem  durch  Vergleichnng 
der  hier  vorkommenden  Tetraedervolumina  leicht  zu  beweisenden  Satze 
vorgeführt,  z.  B.  der  Satz,  dass  vier  an  einem  Punkte  im  Räume  wirkende 
Kräfte  im  Oleichgewicht  sind,  wenn  sie  sich  verhalten  wie  die  P-Sinus  ihrer 
Gegenecken  (S.  2).  Als  die  wichtigste  Anwendung  erscheint  unserem 
Verfasser  aber  die  Formel,  welche  er  (S.  12)  für  die  Transformation  räum- 
licher Parallelcoordinaten  gewinnt.  Sind  nämlich  x,  t/,  z  die  alten,  k,  /?,  q 
die  nenen  Coordinaten  und  «, ,  pt ,  qt  die  auf  das  neue  System  bezogenen 
Coordinaten  des  früheren  Anfangspunktes,  so  ist 

u=ZUl  +  p(uPq)  \>x  p(xpü  +  ypüpq)  + z  v{*pq)\ 

und  analog  lauten  die  Formeln  für  p  und  q.  Auf  diese  Formeln  legt  der 
Verfasser  augenscheinlich  ein  sehr  grosses  Gewicht.  Denn  S.  13  äussert 
er  sich :  „Es  ist  der  Mühe  werth,  mit  den  einfachen  Formeln  130  (den  eben 
angeführten)  die  weitschweifigen  und  schwer  zu  übersehenden  trigono- 
metrischen Formeln  zu  vergleichen,  mit  denen  man  sich  für  die  Coordi- 
natenverwandlung  bisher  hat  behelfeu  müssen,  wie  sie  z.  B.  im  Grunert- 
schen  Supplement  zu  Klügel's  mathematischem  Wörterbuch,  Art.  Coor- 
dinaten, No.  15,  S.  471,  gefunden  werden  ,u  und  an  einer  späteren  Stelle 
(S.  130,  §.  181)  lesen  wir:  „Die  Vergleichnng  dieser  Formeln  mit 


^ 
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bisher  für  diese  Aufgabe  aufgestellten  ist  vielleicht  mehr,  als  irgend  ein 
anderer  in  diesem  Buche  abgehandelter  Gegenstand  geeignet,  die  Tetrae- 
drometrie  als  eine  selbstständige,  für  die  stereometrischen  Rechnungen 
nothwendige  Disciplin  augenfällig  hinzustellen."  Hiergegen  müssen 
wir  zunächst  bemerken,  dass  die  Einfachheit  der  vom  Verfasser  aufgestell- 
ten Formeln  doch  nur  in  der  äusseren  Form  besteht;  sind  die  Winkel  zwi- 
schen den  alten  und  den  neuen  Axen  gegeben ,  so  muss  man  ja  aus  diesen 
mittelst  der  am  Eingange  unseres  Referates  stehenden  F,ormel  die  P-Func- 
tionen  berechnen  und  setzt  man  in  die  obigen  Formeln  statt  der  Functionen 
P  ihre  Werthe  ein,  so  erhält  man  eben  die  im  mathematischen  Wörterbuch 
stehenden  Formeln.  Immerhin  muss  aber  dann  den  Formeln  des  Verfas- 
sers der  Vorzug  zugesprochen  werden,  dass  sie  sich  dem  Gedächtniss  leich- 
ter einprägen.  Allein  diesen  Vorzug  haben  sie  gemein  mit  anderen  längst 
bekannten  Formeln  für  dieselbe  Aufgabe  und  es  kann  von  einem  Vorzage 
der  vom  Verfasser  aufgestellten  Formeln  vor  allen  bisher  für  die  Coordi- 
naten-Transformation  aufgestellten  gar  keine  Rede  sein.  Es  werden  näm- 
lich die  trigonometrischen  Formeln  für  dieses  Problem  sofort  höchst 
einfach,  wenn  man  die  Winkel  zwischen  den  alten  Axen  und  den  neuen 
Coordinatenebenen  oder  deren  Normalen  als  gegeben  annimmt.  Schon  in 
der  bekannten  im  Jahre  1837  erschienenen  Sammlung  von  Aufgaben  und 
Lehrsätzen  aus  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes  von  L.  J.  Magnus 
findet  sich  auf  S.  51  die  Formel 

x  cos  (x,yz)  =  x  cos  (x\yz)  +  y  cos  (y\yz)  +  z  cos  (z\yz) 
nebst  zwei  analogen  für  y  und  z,  wo  x,  y,  z  die  neuen  und  x\  y\  z  dje  alten 
Axen  sind  und  (a,yz)  in  vielleicht  nicht  recht  entsprechender  Weise  den 
Winkel  zwischen  einer  Geraden  a  und  der  Ebene  von  y  und  z  bezeichnet. 
Diese  Formeln  finden  sich  auch  in  vielen  spätem  Lehrbüchern  der  analyti- 
schen Geometrie,  z.  B.  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes 
von  Schi ö milch.  1.  Aufl.  Leipzig  1855.  S.  66,  Formel  (3);  Analytische 
Geometrie  des  Raumes  von  George  Salmon.  Deutsch  von  Fiedler.  Leip- 
zig, 1863.  S.  13,  Anmerkung.  Wenn  daher  unser  Verfasser  auf  S.  18,  §.  93 
meint,  dass  „  in  der  bisherigen  Literatur  die  Aufgabe  der  Coordinatenver- 
wandlung  stets  unter  dieser  Voraussetzung  behandelt  gefunden  wird :  näm- 
lich dass  die  Lage  der  neuen  Axen  bestimmt  sei  durch  die  Winkel,  welche 
sie  mit  den  primitiven  Axen  bilden, u  so  befindet  er  sich  in  einem  Irrthume. 
Die  von  ihm  auf  S.  19  gegebenen  trigonometrischen  Formeln  sind  mit  den 
bei  Magnus  u.  a.  a.  0.  zu  findenden  identisch.  Die  Ableitung  dieser  For- 
meln hat  nicht  die  geringste  Schwierigkeit  und  ist  mit  wenig  Worten  abge- 
than ,  wenn  man  sich  des  auch  von  unserem  Verfasser  angewandten  Theo- 
rems bedient,  dass  die  Projection  eines  geschlossenen  Polygons  auf  eine  Ge- 
rade den  Werth  Null  hat. 

Mit  Uebergehung  des  zehnten  und  elften  Capitels,  welche  das  Polar- 
h  e  x  a  e  d  e  r   (d.  h.   das  System  zweier  polarer  körperlicher  Dreiecke)   und 
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die  Terminologie  des  Tetraeders  zum  Gegenstande  haben,  wenden 
wir  uns  zu  dem  in  vieler  Hinsicht  interessanten  zwölften  Capitel,  in  welchem 
die  Moduli  des  Tetraeders  untersucht  werden.  Unter  Modulus  des 
Tetraeders  versteht  nämlich  der  Verfasser  jede  Function  einzelner  (oder 
auch  aller)  Bestimmungsstücke  des  Tetraeders ,  die  ihren  Werth  nicht  än- 
dert, wenn  man  diese  Bestimmungsstücke  durch  andere  ersetzt.  Ein  solcher 
Modulus  ist  z.  B.  (§.  115)  die  Grösse 

'  =  ¥• 

wo  2q  den  Durchmesser  des  einer  Tetraederfläche  umschriebenen  Kreises 
(oder  den  Modulus  dieser  Tetraederfläche)  und  M  den  Modulus  der  Gegen- 
ecke in  der  von  Bretschneider  angegebenen  Bedeutung  bezeichnet.  Ein 
anderer,  interessanter  Modulus  ist 

wo  4  eine  Tetraederfläche  und  77  die  /Z-Function  der  Gegenecke  bedeutet. 
Es  verhalten  sich  also  die  Seitenflächen  des  Tetraeders  wie  die  77- Sinus 
ihrer  Gegenecken  (§.  116),  welcher  Satz  ein  Seitenstück  des  trigonometri- 
schen Sinussatzes  ist 

Zu  den  Moduln  des  Tetraeders  gehört  auch  der  Inhalt  desselben.  Bei 
Betrachtung  dieses  Moduls  erwähnt  der  Verfasser  in  §.  118  den  Feuer- 
bach'schen  Satz,  dass  die  algebraische  Summe  der  fünf  Pyramiden,  welche 
durch  fünf  Punkte  im  Räume  bestimmt  sind ,  gleich  Null  ist.  Er  findet  in- 
dessen den  Ausdruck  „algebraische  Summe"  unbestimmt  und  ist  genöthigt, 
verschiedene  Fälle  zu  unterscheiden.  Letzteres  ist  unnöthig ,  sobald  man 
das  Princip  der  Vorzeichen  beachtet,  denn  es  ist  alsdann  in  allen  Fällen, 
wenn  Ay  B,  C,  D,  E  die  fünf  Punkte  sind,, 

ABCD  +  BCDE+  CDEA  +  DEAB  +  EABC  =  0, 
wie  schon  Möbius  (Barycentr.  Calcul,  S.  25,  Formel  I)  gezeigt  hat.  Aus 
dieser  Gleichung  ergiebt  sich,  wenn  man  ABCD  =  £  setzt  und  die  auf  die 
Seitenflächen  dieser  Pyramide  vom  Punkte  E  aus  zu  fallenden  Senkrechten 
mit  Ä0,  hly  hfj  As,  sowie  die  U-  Functionen  der  diesen  Seitenflächen  gegen- 
überliegenden Ecken  mit  I70,  77t,  I78,  779  bezeichnet,  dass 

ä0j2o  +  hx  nt  +  k  nt  +  Ä8n8  =  || 

eine  constante  Grösse  ist.  Es  ist  dieser  Satz  das  Analogon  zu  dem  plani- 
metrischen  Saüe,  nach  welchem 

h0  sin  et  +  hx  sin  ß  +  h%  sin  y 
constant  ist,  wenn  ä0,  An  A,  die  von  einem  willkürlichen  Punkte  der  Ebene 
auf  die  Seiten  eines  Dreiecks  gefällten  Perpendikel  und  a,  ß}  y  die  Gegen« 

winkel  dieser  Seiten  sind.     Für  die  Grösse  ^r,  welche  gleichfalls  ein  Mo- 


56  Literaturzeitung. 

dul  des  Tetraeders  ist,  theilt  der  Verfasser  noch  verschiedene  andere  Aus- 
drücke mit. 

Auf  einen  bemerkenswerthen  Satz  werden  wir  im  §.  129  aufmerksam 
gemacht.  Es  verhalten  sich  nämlich  die  drei  Geraden,  welche  den  Schwer- 
punkt eines  Tetraeders  mit  den  vier  Eckenpunkten  verbinden,  wie  die  P- 
Sinus  ihrer  Gegenwinkel,  woraus  mit  Beachtung  des  S.  2  angeführten  Satzes 
folgt,  dass  drei  an  dem  Schwerpunkte  eines  Tetraeders  angebrachte  nach  den 
Ecken  hin  wirkende  Kräfte,  welche  sich  wie  die  Entfernungen  des  Schwer- 
punktes von  den  Ecken  verhalten,  im  Gleichgewicht  sind. 

Das  dreizehnte  Capitel  enthält  nach  der  eigenen  Angabe  des  Verfassers 
zum  grössten  Theile  nur  Material  für  spätere  Ausführungen,  die  in  dem 
Buche  noch  nicht  vorhanden  sind.  Wir  übergehen  daher  seine  Besprechung 
unjl  wenden  uns  sogleich  zum  vierzehnten  Capitel,  in  welchem  der  Ver- 
fasser eine  Analyse  von  Carnot's  Memoire  sur  la  relation  gut  ex- 
iste  entre  les  distances  de  cinq  poinls  pris  arbilrairemeni  dans 
Vespace  giebt.  Carnot  sucht  zuerst  eine  Gleichung  zwischen  den  sechs 
Verbindungslinien  von  vier  Punkten  in  einer  Ebene,  indem  er  dann  in 
einem  dieser  Punkte  ein  Perpendikel  von  bestimmter  Länge  auf  der  Ebene 
errichtet  und  die  von  diesem  Punkte  ausgehenden  Linien  ausdrückt  durch 
das  Perpendikel  und  die  von  dessen  Endpunkte  aus  nach  den  drei  anderen 
der  ersten  Punkte  gehenden  Geraden,  gelangt  er  zu  einer  Gleichung,  die 
man  in  der  Gestalt 

144  %*  =  —  Z/V  —  ZPfrfn*  +  Zl%m%u% 
schreiben  kann,  wo  l  und  u  Gegenkanten,  /,  m  und  n  Kanten  einer  Seiten- 
fläche ,  / ,  m  und  u  aber  Kanten ,   die  nicht  in  einer  Ebene  liegen  und  nicht 
von  einer  Ecke  ausgehen,  bedeuten  und  £  daß  Summationszeichen  ist.    Un- 
ser Verfasser  leitet  dieselbe  Formel  dadurch  ab,  dass  er  von  der  Gleichung 

QZ  =  upq  P(upq) 
ausgeht,  worin  u,  p,  q  drei  von  einer  Ecke  ausgehende  Kanten  bedeuten; 
dann  die  P- Function  durch  die  Cosinus  der  Winkel  up,  pq,  uq  nnd  endlich 
diese  mittelst  der  Verallgemeinerung  des  Pythagoreischen  Lehrsatzes  durch 
die  Kanten  des  Tetraeders  ausdrückt.  Wir  wollen  hierzu  nur  bemerken, 
dass  der  Gebrauch  der  P- Function  hier  ganz  überflüssig  ist;  die  Formel 

3  %  =  up  q  sin  up  sin  p  q  sin  up  A  p  q, 
sowie  der  Ausdruck  des  Sinusproductes  durch  die  Cosinus  der  Kantenwin- 
kel und  dieser  durch  die  Kanten  sind  längst  bekannte  Sachen  und  die  Ent- 
wicklung der  Formel  findet  sich  in  dieser  Weise  schon  in  oW  im  Jahre  1807 
publicirten  Sammlung  geometrischer  Aufgaben  von  Meier  HiYsch,  2.  Th., 
S.  1  LI.  Wenn  übrigens  unser  Verfasser  in  §.  144  meint,  die  von  Carnot 
angegebene  Formel  sei  „in  dieser  Gestalt  nicht  geeignet,  grosses  Interesse 
in  Anspruch  zu  nehmen ,  da  sie  kein  einfaches  Gesetz  markire , "  und  sich 
dadurch  veranlasst  findet,  auf  S.  81  ein  Paar  andere  Schreibweisen  dieser 
Formel  anzugeben,  von  denen  die  zweite  sich  auch  schon  bei  Me  i  er  Hirsch 
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findet,  so  möchten  wir  auf  unsere  obige  Erläuterung  dieser  Formel  verwei- 
sen, aus  der  ein  solches  einfaches  Gesetz  doch  wohl  zu  ersehen  ist. 

Es  folgt  nun  in  §.  145  und  146  die  Berechnung  des  Halbmessers  der 
Kugel,  welche  sich  einem  Tetraeder  umschreiben  lässt.  Der  von  Carnot 
vorgeschlagene  Weg,  zu  einem  Ausdrucke  dieses  Halbmessers  durch  die 
Kanten  zu  gelangen,  ist  allerdings  etwas  mühsam  und  die  tetraedrometrische 
Rechnung  des  Verfassers  besitzt  dem  gegenüber  den  Vorzug  der  Kürze. 
Allein  es  lässt  sich  die  betreffende  Formel,  welche  Cr  eile  (Sammlung 
math.  Aufsätze,  I,  S.  112  u.  folg.)  auf  die  Form 

bWV7*=  {a+  b  +  c)  (a  +  b  —  c)  (a  —  b  +  c)  (—a  +  b  +  c) 
gebracht  hat,  woc,5,c  die  drei  Producte  von  je  zwei  Gegenkanten  sind 
und\r  den  gesuchten  Halbmesser  bedeutet,  auch  auf  sehr  einfache  Weise 
durch  ein  rein  geometrisches  Verfahren  ableiten,  wie  dieses  v.  Stau  dt 
(Cr eile's  Journal,  Bd.  57,  S.  88)  gezeigt  hat,  und  die  Anwendung  der 
Eckenfunctionen  ist  daher  hier  überflüssig.  Diese  letztere  Bemerkung  gilt 
auch  für  die  nächsten  Aufgaben,  die  Bestimmung  des  Halbmessers  der  dem 
Tetraeder  eingeschriebenen  Kugel,  den  Ausdruck  der  Entfernung  des  Fuss- 
punktes  einer  Höhenlinie  des  Tetraeders  von  einer  Ecke  oder  von  einer 
Seite  der  Basis  mittelst  der  Kanten ,  die  Berechnung  des  Neigungswinkels 
zweier  Gegenkanten  u.  a.  Dabei  darf  nicht  unerwähnt  bleiben,  dass  diese 
Aufgaben  z.  Th.  an  sich  ganz  interessant  sind. 

Es  folgen  auf  dieses  Capitel  noch  drei  andere,  welche  die  gemein« 
same  Form  vieler  tetraedrometrischer  Gleichungen  und  die 
Aufgaben,  das  Tetraeder  zu  berechnen  aus  dem  Halbmesser  der 
umschriebenen  Kugel  und  fünfvon  den  sechs  Winkeln,  welche 
die  vom  Mittelpunkte  nach  den  Ecken  gezogenen  Linien  ein- 
schliessen,  sowie  aus  der  Grösse  und  Lage  der  vier  von  einem 
Punkte  ausgehenden  Normalen  seiner  Seitenflächen,  zum  Ge- 
genstande haben. 

Als  nächstes  durch  die  vorliegende  Schrift  zu  erreichendes  Ziel  hat 
dem  Verfasser  die  Einführung  der  Eckenfunctionen  in  die  Stereometrie 
vorgeschwebt.  Dieses  Streben  halten  wir  für  ein  vollkommen  berechtigtes, 
denn  es  hat  sich  an  vielen  Stellen  des  Buches  gezeigt,  wie  durch  die  Ein- 
führung der  Eckenfunctionen  der  Ausdruck  der  stereometrischen  Sätze  oft 
eine  überraschende  Einfachheit  gewinnt  und  wie  dabei  eine  auffallende 
Analogie  mit  planimetrischen  Formeln  zu  Tage  tritt.  In  Folge  des  ersten 
Umstandes  werden  auch  vielfach  die  Entwickelungen ,  welche  auf  rein  tri- 
gonometrischem Wege  an  sich  ausführbar  sind,  beträchtlich  einfacher. 
Diese  Gründe  sind  jedenfalls  hinreichend,  die  Einführung  der  Eckenfunctio- 
nen in  die  Stereometrie  zu  rechtfertigen. 

Anders  steht  es  nach  der  Ansicht  des  Referenten  mit  der  vom  Verfas- 
ser so  oft  und  so  nachdrücklich  betonten  unbedingten  Nothw endig k ei t 
einer  Einführung  dieser  Functionen;  es  dürfte  sich  in  dieser  Beziehung  doch 
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mit  den  Functionen  P  und  77  nicht  ganz  so  verhalten ,  wie  mit  den  trigono- 
metrischen Functionen  Sinus ,  Cosinus  u.  8.  f.  Diese  letzteren  sind  z.  B. 
wirklich  unentbehrlich ,  wenn  man  den  Zusammenhang  zwischen  den  Seiten 
und  den  Winkeln  eines  Dreiecks  darstellen  will ,  wogegen  man  den  Zusam- 
menhang zwischen  den  Seitenflächen  und  den  Winkeln  eines  Tetraeders 
anstatt  durch  J0  i  4t  =  J70  :  J7t 

auch  durch  die  Proportion 

J0 :  Ji  =  sin  Ax  dt  sin  Jt  49  :  sin  d04%  sin  404s 
ausdrücken  kann;  ja  man  wird  sogar  zu  letzterer  Formel  oder  einer  ähnli- 
chen greifen  müssen,  wenn  es  sich  um  eine  numerische  Berechnung  handelt. 

Zum  Schlüsse  sprechen  wir  noch  die  Hoffnung  au6,  dass  die  Bemühun- 
gen des  Verfassers  keine  vergeblichen  sein  mögen,  und  dass  die  tetraedro- 
metrischen  Functionen  in  Zukunft  eine  Stätte  finden  in  den  stereometrischen 
Untersuchungen.  Ob  dieselben  berufen  sind  eine  so  grosse  Rolle  zu  spie- 
len, wie  unser  Verfasser  es  glaubt,  oder  ob  ihr  Wirkungskreis  ein  beschei- 
denerer sein  wird,  das  wird  sich  dann  von  selbst  finden.  Jedenfalls,  daran 
kann  nach  den  vorliegenden  Leistungen  kaum  gezweifelt  werden,  sind  sie 
im  Stande,  manchen  nicht  bequem  zu  formulirenden  Satz  erst  in  das  rechte 
Licht  zu  setzen  und  auf  eine  einfache  Form  zu  bringen,  mancher  weitschwei- 
figen Formel  eine  kürzere  Fassung  zu  verschaffen.  Dem  Verfasser  der  von 
uns  besprochenen  Schrift  wird  jedenfalls  ein  solcher  Erfolg  der  beste  Lohn 
für  die  auf  seine  Arbeit  verwandte  Mühe  sein. 

Leipzig,  Juni  1865.  Gbbtschbi«. 


Lehrbuch  der  Geometrie,  von  Dr.  K.  Sonndorfer.  I.  Theil.  Wien,  Brau- 
müller.    1865. 

Herr  Hofrath  Schlömilch  hat  im  vorletzten  Hefte  seiner  Zeitschrift 
klar  nachgewiesen,  dass  Herr  Dr.  R.  Sonndorfer  seine  Geometrie  des 
Maasses  grösstenteils  entweder  ganz  genau  oder  mit  unbedeutenden  Aen- 
derungen  abgeschrieben  hat;  man  sollte  daher  glauben,  dass  jede  weitere 
Kritik  des  Sonndorfer'schen  Werkes  ganz  überflüssig  sei;  aber  die  letzte 
Recension  dieses  Buches  durch  Herrn  Prof.  Grün  ert  bestimmte  mich,  einige 
Stellen  aus  Sonndorfer's  Geometrie,  wo  der  Herr  Verfasser  selbststttndig 
auftritt,  hervorzuheben. 

S.  1 :  „  Die  Fläche  ist  der  Weg,  welchen  die  Linie  beschreibt,  wenn  sie 
sich  stetig  fortbewegt,  vorausgesetzt,  dasssienichtinsichselbstfort- 
geschoben  wird;  und  der  Körper  endlich  jener  Weg,  welchen  die  Fläche 
zurücklegt,  wieder  vorausgesetzt,  dass  dieselbe  nicht  in  sich  selbst 
fortgeschoben  wird.*4  Wir  fragen  Herrn  S.,  wie  ist  die  Verschiebung 
einer  krummen  Linie  oder  Fläche  in  sich  selbst  möglich?  S.  7  heisst  es 
von  P  ythagoras :  Wir  werden  die  von  ihmerfundenen  schönen  Lehrsätze 
gelegentlich  kennen  lernen.     Im  ganzen  Buche  S  o  n  n  d  o  r  f  e  r's  kommt  bei 
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den  historischen  Anmerkungen  immer  der  Ausdruck  erfanden  stattgefun- 
den vor.  S.  23:  „Die  zwischen  je  zwei  Durchschnittspunkten  liegenden 
begrenzten  drei  Geraden  bilden  ein  geschlossenes  begrenztes  geometrisches 
Gebilde,  und  dieses  nennen  wir  im  Allgemeinen  eine  Figur.  *4  Dann  werden, 
ohne  das s  diese  Definition  der  Figuren  geändert  wird,  die  Figuren  in  gerad- 
linige und  krummlinige  eingetheilt.  S.  32  u.  s.  f. :  Die  Congruenz  der  Drei- 
ecke mit  Hilfe  der  Construction  ist  durchgängig  unrichtig  bewiesen,  die  Be- 
weise setzen  die  Congruenzlehre  bereits  voraus.  S.  126 — 140  enthält  einige 
Sätze  aus  der  neueren  Geometrie.  Dieser  Theil  enthält  die  Sectio  aurea>  den 
Satz  von  M en  e  1  aus ,  die  harmonische  Theilung,  Aehnlichkeitspunkte,  Pole 
und  Polaren.  Die  Behandlung  ist  eine  sehr  unzweckmässige ,  bei  der  har- 
monischen Theilung  fehlt  die  Discussion  der  Lage  der  conjugirten  Punkte, 
als  interessante  Anwendung  des  Satzes  von  Menelaus,  und  um  dem  An- 
fänger die  Leichtigkeit  zu  zeigen,  mit  welcher  die  neuere  Geometrie  ihre 
Aufgaben  löst,  wird  das  Problem  behandelt,  „eine  gegebene  gerade  Linie 
ohne  Gebrauch  des  Zirkels  in  zwei  gleiche  Theile  zu  theilen".  Die  Auflö- 
sung einer  so  leichten  Aufgabe  durch  angebliche  Sätze  der  neuen  Geometrie 
ist  ganz  geeignet,  dem  Anfänger  von  diesem  Zweige  der  mathematischen 
Wissenschaften  eine  schlechte  Meinung  beizubringen,  da  der  schwächste 
Schüler  diese  Aufgabe  mittelst  des  Satzes,  dass  die  Diagonalen  eines  Paral- 
lelogrammes  sich  gegenseitig  halbiren,  auch  ohne  neuere  Geometrie  lösen 
wird.  Die  Auflösung  des  allgemeinen  Berührungsproblemes  für  den  Kreis, 
welche  Aufgabe  dem  Anfänger  den  Nutzen  der  neueren  Methoden  ganz  deut- 
lieh zeigt,  wird  hingegen  nicht  gegeben.  S.  144.  Nachdem  die  trigonometri- 
schen Functionen  als  Verhältnisszahlen  definirt  wurden,  sagt  Herr  S.  von 
denselben :  „  Diese  sechs  Verhältnisse  müssen  alle  durch  dieselbe  Längen- 
einheit gemessen  werden,  wenn  wir  die  trigonometrischen  Functionen  un- 
ter einander  vergleichen  wollen.  "  Das  Verhältniss  zweier  Linien  ist  doch 
von  der  Einheit,  mit  welcher  die  Linien  gemessen  wurden,  unabhängig* 
S.  194.  Sind  zwei  Seiten  a  und  b  und  der  von  ihnen  eingeschlossene  Winkel 
C  gegeben,  so  erhält  man  die  Seite  c  bekanntlich  nach  folgender  Formel : 

1)  $,>,9t_^*        ^C05__J  .  c  =  (a  +  b)cosq>. 

Ueber  die  Benutzung  dieser  Formeln  meint  Herr  S.  Folgendes:  „Die 
Berechnung  von  c  aus  der  Gleichung  1)  gewährt  dann  die  grösste  Genauig- 
keit, so  lange  q>  >  45°  wird.  Je  kleiner  <p,  desto  ungenauer  cu.  Jedem 
Anfänger  in  der  Trigonometrie  ist  bekannt,  dass,  wenn  der  Winkel  q>  gross 
ist,  derselbe  sich  aus  dem  Sinus  nicht  genau  bestimmen  lässt,  andererseits 
der  Cosinus  für  jeden  kleinen  Fehler  in  qo  sehr  empfindlich  ist;  es  findet  ge- 
rade das  Gegentheil  Statt.  Ist  g>  <  45,  so  ist  die  Formel  1)  zur  Berechnung 
von  e  geeignet. 

Um  zu  sehen,  wie  sicher  die  numerischen  Rechnungen  des  Hrn.  Sonn- 
dorf er  sind,  rechnete  ich  die  drei  Beispiele  S.  197,  200  und  203  durch.   Im 
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ersten  sind  vier,  im  dritten  drei  Fehler.     Interessant  durch  die  Fehler 
ist  das  Beispiel  S.  200 : 

log  b  sin  A  =  1.5930172  statt  1.5930162 
log  a  =  1 .  6490192      „     1 .  6490183. 
Herr  Sonndorfer  erhält  nun   ans  seinen  Zahlen  zwei  Werthe  des  Win- 
kel C  C=  74°  9'  41".  53 ;     C  =  17°  12'  35" . 57. 
Die  Seiten  c  und  c  werden  nach  den  Formeln  gerechnet: 

a  sin  C       ,       a  sin  (f 
c= — : — --,    c  = — . — -r. 
sin  A  stn  Ä 

Nun  ordnet  Herr  S.  die  Rechnung  folgendermassen  an : 

log  a  sin  C=  1.6322092 

log    sin  ,4=9.8442247 

log  a  sin  (?=  1.1201233. 


Die  Differenz  der  beiden  ersten  Logarithmen  giebt  log  c,   die  Differenz 
der  beiden  letzteren  Logarithmen  giebt  logc']  in  beiden  Fällen  muss  log  sin  A 
als  Subtrahend  genommen  werden.     Herr  S.  irrt  sich,  nimmt  log  a  sin  C  als 
Subtrahend,  erhält  daher: 
logc=      8.7241014, 
daraus  c  =0.0529787.     (Der  wahre  Werth,von  c  ist  c  =  18.875505.) 
Auf  diese  Art  erhält  Herr  S.  ein  Dreieck  mit  folgenden  drei  Seiten : 

«  =  44.5676,  6  =  56.078,  c  =  0.0529787, 
also  a  -+•  c  viel  kleiner  als  b.  Der  schwächste  Anfanger  wird  nicht  gegen 
den  Satz»  dass  die  Summe  zweier  Seiten  grösser  ist  als  die  dritte  Verstös- 
sen; ja  selbst  wenn  derselbe  sich  nicht  an  diesen  Satz  erinnern  würde,  so 
müsste  ihm  die  Kleinheit  von  c  im  Verhältnisse  gegen  die  übrigen  Bestim- 
mungsstücke auffallen,  und  er  in  der  Rechnung  einen  Fehler  vermuthen. 

Die  analytische  Geometrie  ist  in  einem  ähnlichen  Umfange,  wie  in 
den  übrigen  Lehrbüchern  für  Mittelschulen  behandelt.  Das  Compendiam 
der  höheren  Mathematik  von  Burg  wurde  viel  benutzt.  Doch  das  Werk 
S.  enthält  auch  einige  Sätze  ans  der  neueren  Geometrie  auf  analytischem 
Wege  behandelt;  dieser  TheU  ist  beinahe  wörtlich  (nur  in  anderer  Zusam- 
menstellung der  einzelnen  Sätze,  unbedeutenden  Veränderungen  der  Zwi- 
schenrechnungen) aus  Aderholdt  Lehrbuch  der  analytischen  Geo- 
metrie abgeschrieben.  Man  sehe  Sonndorfer  S.  271 — 287,  S.  306 u.  s.  f. 
Aderholdt  S.  27  —  39,  62.  Die  ganze  Darstellung  in  der  analytischen 
Geometrie  ist  eine  sehr  weitläufige ,  entbehrt  grösstenteils  jeder  Einfach- 
heit und  Natürlichkeit.  S.  226,  enthaltend  eine  Lobrede  auf  die  analytische 
Geometrie,  heisst  es  von  derselben:  „Ihr  allgemeiner  Charakter  über- 
windet mit  Leichtigkeit  alle  Hindernisse,  mit  denen  die  synthetische  Geo- 
metrie noch  zu  kämpfen  hat. " 

Was  Herr  S.  von  der  neueren  Geometrie  gelesen  haben  muss,  dürfte 
aus  folgender  Stelle  klar  werden :  „sie  ist  frei  von  jeder  algebraischen  Rech- 
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nung  und  betrachtet  nur  Verhältnisse  der  geradlinigen  Entfernungen  einer 
gewissen  Art". 

S.  264  sagt  Herr  S.,  dass  bei  der  durch  die  Gleichung  1) 
1)  (x-p)<  +{y-gT  =  r* 

dargestellten  Curve,  die  Abscissen-  und  Ordinatenaxe  alle  auf  sie  senkrech- 
ten Sehnen  halbirt. 

S.  289.  „Der  erste,  welcher  die  Kegelschnittslinien  von  diesem  allge- 
meinen Standpunkte  aus  (nämlich  durch  eine  Gleichung  zweiten  Grades 
zwischen  zwei  Veränderlichen)  behandelte,  war  der  deutsche  Mathematiker 
Euler  (1707 — 1783)  in  seiner  Iniroductio  in  analysin  infinUorum,  welche  1748 
erschien." „Trotzdem  ein  Euler  die  Kegelschnitte  so  allgemein  be- 
bandelte, so  war  es  weder  den  alten  noch  den  neuern  Geometern  möglich, 
auch  über  die  Krümmung  dieser  Linien  etwas  Näheres  anzugeben,  first 
als  der  deutsche  Mathematiker  Leibnitz  den  Calcul  des  Unendlich-Kleinen 
erfand  und  auf  diesem  gestützt  der  englische  Mathematiker  Taylor  (1685 
bis  1731)  seinen  nach  ihm  benannten  Lehrsatz  aufstellte,  war  man  im  Stande, 
auch  die  Krümmung  der  Kegelschnitte  und  der  krummen  Linien  überhaupt 
genau  zu  untersuchen  und  anzugeben."  Der  arme  Euler  musste  also  nach 
Herrn  S.  erst  warten,  bis  der  um  ungefähr  hundert  Jahre  früher  lebende 
Leibnitz  die  Differentialrechnung  erfand,  und  musste  warten  bis  Taylor 
seinen  Lehrsatz  aufstellte,  damit  die  um  hundert  Jahre  früher  lebenden 
Nachfolger  Euler's  die  Krümmung  der  Kegelschnitte  untersuchen  können. 

Wir  müssen  die  ganze  Arbeit  des  Herrn  Sonndorfer,  abgesehen  von 
den  Unrichtigkeiten,  die  selbst  ein  mittelmässiger,  nur  mit  den  nöthigsten 
Kenntnissen  ausgerüsteter  Gymnasialschüler  vermieden  hätte,  eine  sehr 
flüchtige  nennen.  Das  Werk  ist  voll  von  Druck-,  orthographischen  und 
logischen  Fehlern.  Höchst  naiv,  ja  wahrhaft  lächerlich  klingt  uns  die  Ent- 
schuldigung Herrn  S.  am  Schlüsse  seiner  Vorrede,  wo  er  erzählt,  dass  die 
im  October  1863  begonnene  und  im  September  1864  vollendete  Arbeit  leider 
zu  wiederholten  Malen  durch  die  traurigsten  Familienereignisse  unterbro- 
chen wurde,  in  Folge  dessen  einzelne  Paragraphen  vielleicht  als  etwas  zu 
flüchtig  behandelt  erscheinen*  könnten.  Wer  hat  denn  Herrn  S.  befohlen : 
innerhalb  einer  Jahresfrist  ein  schlechtes  Lehrbuch  der  Geometrie  zu 
schreiben? 

Wir  besitzen  wahrhaftig  eine  grosse  Menge  guter  Werke  aus  der  Geo- 
metrie, und  Herr  Sonndorfer  hätte  uns  daher  mit  seiner  Arbeit  ganz  gut 
verschonen  können. 

Wien,  den  22.  April  1865.  Dr.  Johann  Frischauf. 
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Elemente  der  Theorie  der  Functionen  einer  oomplexen  veränderlichen 
Grösse.     Von  Prof.  Dr.  Dur&ge.     Leipzig,  bei  B.  G.  Teabner. 

Ich  habe  mit  Freuden  das  Erscheinen  eines  Buches  begrtisst,  welches 
ich  für  wohl  geeignet  halte,  die  Kenntniss  der  Arbeiten  Riemann's  zu 
verbreiten. 

Die  Anordnung  des  Stoffes  ist  eine,  wie  ich  glaube,  durchaus  zweck- 
mässige ;  das  vom  Verfasser  in  der  Vorrede  geäusserte  Bedenken  in  Bezug 
auf  §.  21  möchte  ich  dahin  erledigen ,  dass  der  an  und  für  sich  zwar  nicht 
tiberflüssigen  Bemerkung  über  fip  (*)  d«,  um  einen  Verzweigungspunkt  herum 
erstreckt ,  ein  etwas  zu  grosser  Raum  gestattet  ist ;  anstatt  des  Satzes  auf 
S.  88  hätte  die  einfache  Bemerkung  genügt,  dass  auf  den  Werth  genannten 
Integrales ,  sei  der  Unehdlichkeitspunkt  ein  Verzweigungspunkt  oder  nicht, 
nur  der  Werth  von  (z  —  fl)a>(*)  von  Einfluss  sei. 

Ueberhaupt  scheint  es  mir,  als  ob  ein  grosser  Theil  der,  namentlich  in 
Abschnitt  VII,  gegebenen  einzelnen  Sätze  nur  ihren  Werth  haben,  wenn 
sie  sofort  auf  ein  vorliegendes,  praktisches  oder  wissenschaftliches  Beispiel 
angewandt  werden;  auch  scheint  die  Entwickelung  vieler  dieser  speci eilen 
Sätze  vermöge  des  allgemeinen  Satzes  über  die  Gültigkeit  der  Reihenent- 
wickelungen, oder  vermöge  des  Ausdruckes 

so  leicht,  dass  sie  füglich  jedem  Leser  überlassen  sein  mag. 

Doch  will  ich  hierüber  nicht  mit  Jemand  rechten ,  welcher  eine  um  so 
Beträchtlich  es  längere  Zeit  der  Erfahrung  inLehrthätigkeit  vor  mir  voraus  hat. 

Mehr  Gewicht  möchte  ich  hier  auf  einen  andern  Punkt  legen. 

Alle  die  allgemeinen  Sätze  über  Functionen  sind  unter  der  Voraus- 
setzung gemacht,  dass  die  Function  differentiirbar  ist;  dies  möchte  ich  spe- 
ciell  als  Bedingung  der  Stetigkeit  angeben  und  von  dem  Unendlich  werden 
scheiden. 

Diese  Stetigkeit  hört  selbstverständlich  auf,  sobald  die  Function  selbst 
in  einem  Punkte  keinen  bestimmt  angebbaren  Werth  hat;  lässt  man  die 
Voraussetzung  der  Stetigkeit  für  ganze  Flächentheile  des  Gebietes  der  un- 
abhängig Variablen  fallen,  so  hört  die  Gültigkeit  aller  dieser  allgemein  an- 
gegebenen Gesetze  auf;  von  diesen  Fällen  kann  man  jedoch  mit  vollem 
Rechte  so  lange  zunächst  ganz  absehen ,  als  eben  nicht  solche  Functionen 
als  bekannt  vorausgesetzt  werden  und  ausser  dem  Bereiche  der  Betrachtung 
bleiben. 

Anders  ist  es  mit  den  Functionen,  die  in  einem  bestimmten  Punkte 
keinen  bestimmt  angebbaren  Werth  haben ;  hier  gelten,  wenn  man  will,  im- 
mer noch  die  früheren  Sätze,  aber  es  ist  wohl  der  Mühe  werth,  nachzuse- 
hen, in  wie  weit  sie  als  unrichtig  erscheinen.  Beispiele  liefern  die  bekann- 
testen transcendenten  Functionen:  e*,  ee    oder,  um  den  angedeuteten  spe- 

ciellen  Werth  von  x  nicht  im  Unendlichen  zu  lassen:  e*,  e**1. 
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Diese  Functionen  verhalten  sich  so,  dass  Herr  Weierstrass  den  Satz 
aufS.  125:  „eine  einwerthige  Function  wird  in  der  ganzen  unendlichen 
Ebene  ebenso  oft  Null  wie  unendlich  ",  als  falsch  bezeichnet  für  alle  trans- 
zendenten Functionen;  ich  möchte  sagen,  er  verliert  nur  seine  Bedeutung 
möglicherweise  ganz  und  gar,  sobald  die  betrachtete  Function  transcendent 
wird ;  als  transcendent  kann  man  jede  unendlich  vieldeutige  Function  be- 
trachten, sowie  auch  jede  Fantion ,  welche  irgend  einen  Werth  unendlich 
oft  annimmt.     Von  letzerer  Natur  sind  unsere  Beispiele* 

Setzen  wir  w=2ÖeVi,  ö  sehr  klein,  so  ist 

eT  — rf  («>**- i9intP)u 
Dieser  Ausdruck  kann  für  8=0  jeden  Werth  annehmen;  in  derThat, 

man  mache  <p  so  nahe  gleich  ■—  oder  gleich  3—,  dass  — —■   endlich    bleibe, 

2  2  o 


wie  klein  auch  d  sei ,  so  ist  sin  <p  nahezu  gleich  + 1  oder  —  1  und  e 

kann,  indem  8  unterhalb  jeder  noch  so  klein  angenommenen  Grenze  liegt, 

jeden  Werth  erlangen.  In  a:=0  hat  also  e*  überhaupt  keinen  angebbaren 
Werth;  diese  Function  wird  nur  Null  oder  unendlich,  wenn  x=0  ist;  der 
Satz,  dass  eine  jede  Function  ebenso  oft  jeden  beliebigen  Werth  erlangt, 
als  sie  unendlich  1.  Ordnung  wird,  verliert  demnach  hier  seine  Bedeutung 
vollständig. 

Die  Function  &  * ,  überhaupt  jede*  eindeutige  Function  von  e*  ,  hat 
ähnliche  Eigenschaften. 

Der  Satz  auf  S.  108:  „eine  einwerthige  Function  kann  nur  dadurch  un- 
stetig werden,  dass  sie  unendlich  wird  ",  gilt  nur,  sobald  man  für  die  Func- 
tion die  Unstetigkeit  anderer  Art  ausschliesst.  Doch  wären  hier  nur  noch 
Un8tetigkeiten  zulässig,  die  durch  Abänderung  des  Wertbes  in  einem  Punkte 
hebbar  sind.     Soll  nämlich  die  Formel 

*q>{z)dz 


♦«-iä/'s? 


überall  innerhalb  eines  endlichen  Gebietes  den  i,  mit  Ausnahme  von  f=tf, 
gelten ;  nehmen  wir  dann  an,  die  Function  habe  in  diesem  Punkte  nicht  den 

Werth  1         f<p(z)dz 

a~—zl    •  •    /  i 

2»i    J     z —  a 

sondern  den  Werth  Ax ,  so  würde  <p  (0 ,  welches  innerhalb  des  betrachteten 

Gebietes  stetig  ist,  auch  in  a  stetig  bleiben,  wenn  man  der  Function  in  z=itf 

statt  Ai  den  Werth  A  gäbe. 

Diese  Art  Unstetigkeiten  lassen  sich  auch  leicht  bei  den  Betrachtungen 

im  11.  Abschnitt  berücksichtigen,  wenn   man  den  Punkt  z=a  durch  eine 

«ehr  kleine  geschlossene  Curve  als  Querschnitt  ausscheidet ;  zu  beiden  Seiten 

derselben  unterscheidet  sich  dann  die  Function  um  (nahezu)  eine  Constante, 

und  das  Begrenzungsintegral  wird ,  durch  diesen  Querschnitt  erstreckt,  un- 
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endlich  klein   sein;    derartige   Unstetigkeiten   lassen  demnach  den  Aas- 
druck rr/da\*  ,   /9«Vl    , 

dx  dy 


/[(§-:W] 


ein  Minimum  bleiben,  und  können  immer  in  willkürlicher  Anzahl  und  Lage 
noch  angenommen  werden. 

Der  Verfasser  hat  jedoch,  vielleicht  mit  Unrecht,  derartige  Un Stetig- 
keiten absichtlich  nicht  berücksichtigt.  Möglicher  Weise  sind  die  hier  ge- 
machten Bemerkungen  von  Nutzen  für  denjenigen,  welcher  seine  erste 
Kenntniss  Riemann'scher  Anschauungsweise  aus  dem  Buche  geschöpft 
hat,  welches  hier  besprochen  wird. 

-Die  Bemerkungen ,  welche  der  Verfasser  in  der  Anmerkung  zu  S.  100 
darüber  giebt,  ob  eine  convergente  Reihe  integrirt  werden  darf,  lassen  sich 
durch  sehr  einfache  ersetzen.  Das  Wesen  der  convergenten  Reihe  besteht 
darin ,  dass  der  nach  n  Gliedern  noch  übrige  Rest  Rn  durch  Vergrösserung 
von  n  unter  jede  noch  so  klein  angenommene  endliche  Grenze  gebracht  wer« 
den  kann ;  hierbei  bleibt  n  immer  endlich  und  im  Integrale  von 

r0  +  rt  +  ••  +rn_i  +  Bn 
darf  daher  jedes  Glied  einzeln  integrirt  werden.    Offenbar  muss  auch,  wenn 
die  Reihenglieder  r  und  der  Rest  Rn  Functionen  von  z  sind,  und  Rn  unter 
jede  noch  so  kleine  Grösse  gebracht  werden   kann ,  für   alle  innerhalb  der 

Integrationsgrenzo  liegenden  Werthe  von  zfRndz  so  klein  gemacht  werden 

a 

können,  als  man  nur  immer  will;  hieraus  ergiebt  sich  die  Convergenz  des 
durch  Integration  entstehenden  Reihe;  auch  ist  ersichtlich,  dass  diese  neue 
Reihe  wirklich  die  Function  von  z  darstellt,  welche  durch  Integration  der- 
jenigen Function  entsteht,  welche  die  erste  Reihe  darstellt. 

Ist  R„  als  Function  von  z  sehr  klein ,  so  braucht  deshalb  nicht  — -?  klein 

dz 

zu  sein ;  die  Differentiation  der  Reihe  ist  also  mit  grösserer  Vorsicht  auszu- 
führen als  die  Integration. 

Bei  den  in  Rede  stehenden  Potenzreihen  sieht  man  auch  ohne  Schwie- 
rigkeit, dass  der  Integrationsweg  auch  sich  bis  ins  Unendliche  erstrecken 
darf,  ohne  dass  das  Integral  J*Rn  dz  endlich  würde,  während  Rn  unendlich 
klein  bleibt.  Man  kann  dies  auch  dadurch  erledigen ,  dass  man  die  Reihe 
als  Function  einer  Grösse  £  betrachtet,  wo  etwa 

oz+6 
6      cz  +  d 
so  gewählt  wird,  dass  es  während  der  Integration  endlich  bleibt. 

Auf  S.  64 — 67  untersucht  der  Verfasser  die  verschiedenen  möglichen 
Lagen  der  Verzweigungsschnitte  für  gegebene  Flächen.  Ich  hätte  hier  gern 
Beispiele  gesehen  Von  mehr  als  zweiblättrigen  Flächen ;  dann  lassen  sich 
innerhalb  gewisser  Grenzen  die  Verzweigungspunkte  zwischen  einzelnen 
Blättern  ganz  und  gar  entfernen  und  auf  andere  Blätter  übertragen. 

Im  8.  Abschnitt,  namentlich  in  der  zweiten  Hälfte  desselben,  wäre  es 


Literaturzeitung.  65 


•*+**^***+********+*^*+*>ry<+>***>+*>***r++'r*+-.*^**^r*>r****^*. 


auch  gut  gewesen,  meiner  Meinung  nach,  die  Integrale  logarithmischer  oder 
ähnlicher,  transcendenter  Functionen  zu  betrachten,  für  welche  in  der  Nähe 
gewisser  Punkte  gar  keine  convergente  Reihenentwickeluug  existirt.  Für 
solche  Functionen  hört  das  in  §.  44,  S.  149  gegebene  Kriterium  für  die  End- 
lichkeit von  •      N 

« 
auf.     So  ist  z.  B.  £ 

a 

unendlich  für  z=0,  obgleich  1     1 

'z.lgz       Igt 
Null  ist  für  2=0. 

Während  mir  diese  ersten  Parthien  des  Buches  den  Eindruck  grösster 
Ausführlichkeit  und  Deutlichkeit  machen,  hätte  ich  z.  B.  im  Abschnitt  IX 
stellenweise  ein  grösseres  Eingehen  gewünscht;  so  speciell  auf  S.  161. 

Nehmen  wir  an,  dass  bt  mit  a2,  as  , .  an  (also  n  —  l  der  geschlossenen 
Curven  ax . .  an)  einen  Flächentheil  begrenzte;  ferner  in  mit  allen  a,  . .  any 
so  haben  beide  Flächen  die  Linien 

o„  03 . . .  an 
gemeinschaftlich  und  durch  Vereinigung  der  Flächen  entsteht  die  Fläche, 
welche  von  au  bx  und  m  begrenzt  wird ;  denn  in  der  gesammten  Fläche  sind 
die  den  beiden  Theilen  gemeinsamen  Begrenzungen  nicht  mehr  als  Begren- 
zungslinien enthalten;  hier  ist  es  also  nicht  möglich,  wie  der  Verfasser 
durchführt,  ax  durch  b  zu  ersetzen.  Man  muss  sich  hier  begnügen  zu  sagen, 
dass  bx  immer  wenigstens  eine  der  Curven  «,..<*,  ersetzen  kann,  mit 
denen  letzteren  (allen  oder  einigen)  m  einen  Flächentheil  begrenzt.  Die 
Theorie  dieser  Curven,  und  damit  zusammenhängend,  der  Querschnitte,  ist 
einer  der  schwierigeren  Theile  dieser  Betrachtungen ,  so  dass  mir  hier  ein 
genaueres  Eingehen  auf  Einzelheiten  besonders  zweckmässig  erschienen 
wäre.  Indess  ist  gerade  in  diesem  Abschnitt  die  Behandlung  greifbarer 
Beispiele  zu  rühmen,  und  es  kann  der  Leser,  welcher  dieselben  mit  Aufmerk- 
samkeit verfolgt,  wohl  die  vermissten  Details  sich  selbst  liefern.  Ueberlässt 
der  Verfasser  jedoch  dies  dem  Leser  mit  Recht,  so  wäre  in  den  vorhergehen- 
den Abschnitten  eine  kürzere  Fassung  auch  entschieden  zu  wünschen. 

Die  Bestimmung  der  Function  durch  Grenz-  undUnstetigkeitsbedingun- 
gen  enthält  eine  Lücke;  es  kommt  hierbei  wesentlich  darauf  an,  zu  wissen, 
dass  die  Function  a  von  x  und  y,  welche  Sl  (a)  zum  Minimum  macht  (siehe 
8.  202),  nirgends  unendlich  werden  kann,  oder,  bei  den  Betrachtungen  von 
§•  54,  zu  wissen,  dass  a  keine  andern  als  die  vorgeschriebeneu  Unstetigkei- 
ten  besitzt;  dies  ist  evident,  sobald  man  weiss,  tfass  das  Integral: 

stet*  unendlich   werden  muss,   sobald   a  reeller  Theil    einer  Function  von 
x  +  yi  ist,  welche  nicht  überall  endlich  bleibt.    Dies  beweist  der 

Lileratur«t&.  d.  ZeiUchr.  f.  Math.  u.  Phyg.  X,  4.  6  /^ß^\T  I^^P 
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(S.  207);  und   es  hätte  daher  nur  einiger  kurzen  Worte  bedurft,  um  diese 
'Lücke  auszufüllen,  welche  dem  Anfänger  jedenfalls  grosse  Schwierigkeiten 
machen  kann. 

Die.  betreffende  Bemerkung  am  Schlüsse  von  Riemann's  „Bestimmung 
einer  Function  einer  veränderlichen  complexen  Grösse  durch  Grenz-  und 
Unstetigkeitsbedingungenu,  Crelle  J.  B.  54,  ist  allerdings  etwas  dunkel. 

Bei  dieser  Gelegenkeit  konnten  auch,  wie  ich  schon  vorhin  bemerkte, 
ohne  grosse  Schwierigkeit  die  Unstetigkeiten  berücksichtigt  werden,  welche 
durch  Abänderung  des  Werthes  der  Function  in  einem  Punkte  hebbar  sind. 
Man  braucht  nur  diesen  Punkt  durch  einen  unendlich  kleinen  Kreis  von  der 
übrigen  Fläche  auszuscheiden ;  das  über  diesen  Kreis  erstreckte  Integral  (44) 
S.  203  mnss  ohne  Einfluss  auf  den  Werth  des  gesammten  Integrales  blei- 
ben, da  der  Integrationsweg  unendlich  klein  ist. 

Als  Schluss  des  Werkes  hätte  ich  die  Darstellung  der  elliptischen  Func- 
tionen durch  0- Functionen  gewünscht,  indess  ist  die  Ausführung  anderer 
Beispiele ,  sowie  im  Abschnitt  X  gegeben  sind ,  schon  sehr  instructiv  und 
läset  an  Deutlichkeit  nichts  zu  wünschen  übrig. 

Fernere  Beispiele ,  die  sehr  geeignet  gewesen  wären ,  den  Leser  vom 
Nutzen  dieser  Theorien  zu  überzeugen,  sind  die  trigonometrischen  Reihen 
für  die  elliptischen  Functionen,  sowie  die  Darstellung  dieser  letzteren  durch 
Partialbrüche.  Ich  bezweifle  durchaus  nicht,  dass  die  Aufnahme  einer  grös- 
seren Anzahl  solcher,  wissenschaftlichen  Beispiele  sehr  ermuthigend  cum 
Weiterstudium  sein  musste,  und  glaube,  dass  auch  anderntheils  durch  solche 
Beispiele  die  Lecture  dieses  Werkes  selbst  um  Vieles  interessanter  gewor- 
den wäre. 

Die  Einleitung  des  Werkes  darf  man  als  vollständig  klar  und  scharf 
bezeichnen ;  die  daselbst  gegebene  Auseinandersetzung  wird  joden  aufmerk- 
samen Leser  von  der  Berechtigung  der  complexen  Grössen  überzeugen;  ebenso 
klar  und  scharf  sind  die  Betrachtungen  der  Einleitung  über  die  Definitionen 
der  mathematischen  Operationen  in  der  allgemeinen  Zahlenreihe  (S.  9, 10  etc.). 
Ich  möchte ,  nach  allen  diesen  Ueberlegnngen,  das  Werk  von  Durege 
allen  Anfängern  empfehlen,  welche  sich  eine  erste  Kenntniss  der  modernen 
mathematischen  Anschauungsweisen  erwerben  wollen.  Ich  halte  dafür,  es 
sei  sehr  zweckmässig,  dass  der  Lernende  ziemlich  bald  sich  an  die  Betrach- 
tung der  Eigenschaften  der  Functionen  gewöhnt.  Das  gewöhnliche  mathe- 
matische, mehr  rechnende  Verfahren,  wird  durchaus  nicht  überflüssig  durch 
diese  neuere  Betrachtungsweise;  es  lassen  sich  aber  oftmals  doch  sehr  grosse 
Rechnungen  ersparen;  ferner,  was  sowohl  für  das  Studium,  als  auch  für 
selbstständige  Arbeiten  vop  grösstem  Werthe  ist,  die  Möglichkeit  gewisser 
Darstellungen  (als  z.  B.  der  elliptischen  Functionen  durch  die  $)  läset  sich 
sofort  übersehen;  es  wird  dadurch  leichter,  den  Faden  einer  gegebenen  Rech- 
nung, welche  man  nachstudirt,  zu  behalten,  und  es  kann  viel  zielloses  Rech- 
nen bei  selbstständigen  Arbeiten  vermieden  werden. 
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Die  im  Laufe  dieses  Referates  gemachten  Aasstellungen  berühren  zum 
grossen  Theile  nur  Punkte,  die  erst  bei  einem  etwas  tieferen  Eingehen  be- 
merkbar werden ;  ich  empfehle  daher  das  Werk  nochmals  einem  Jeden,  welcher 
sich  mit  Riemann'schen  Arbeiten  vertraut  machen  will,  zum  Vorstudium. 

Halle,  den  3.  Mai  1865.  G.  Roch. 
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liche Leitungsfähigkeit  besitzen.     Greifswald,  Koch.     9  Ngr. 
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Erste  Hälfte:  1.  Januar  bis  30.  Juni. 

A. 

Analytische  Geometrie  der  Ebene. 
1.  07i  the  magical  equalion  to  the  tangent  of  a  curve.  Hiern.  Quart.  Journ.  maih.  Vi,  31. 
2-  Analogues  of  PascaCs  theorem.     Clifford.     Quart.  Journ.  math.  VI,  216. 

3.  Proprietä  (Tuna  maniera  di poligoni  derivati.     Rubini.     Annali  mal,  V,  5. 

4.  Thäoreme  sur  les  cercles  passant  par  deux  points  donnis  et  coupant  une  courbe  algi- 

brique  (Tun  degrö  quelconque.     J  anfroid.     N.  ann.  math.  XXIII,  134. 

5.  bleu  dun  point  duquel  on  mime  des  tangentes  ä  deux  cercles  igaux  dornt  le  produit  est 

constmtt.     Plissart.    N.  ann.  math.  XXIII,  223. 

6.  Lieu  du  point  dHntersection  de  la  polaire  d'un  point  A  par  rapport  ä  un  cercie  donni 

avec  la  tangente  en  et  d'une  circonffrettce  que  A  parcourt.  Sa  lies.  It.  arm.  math. 
XXIII,  268. 

7.  Sur  un  triangle  d  la  fois  inscrit  dans  une  courbe  du  troisieme  degri  et  circonscrit  ä  cette 

mime  courbe.     Griffiths.     N.  ann.  math.  XXIII,  173. 

8.  Zwei  geometrische  Aufgaben  ans  der  Curvenlehre.     De  wall.     Gran.  Archiv 

XLII,  65. 

9.  Sur  le  lieu  des  intersections  de  deux  courbes  mobiles.    Nicolaides.     N.   ami.  math. 

XXI 11,  39. 

10.  On  the  nodal  curve  of  the  developabfe  derived  from  the  quartic  equation  (<i,  by  c,  d,  e) 

(t.  eY  =  0.     Cayley.     Phil.  Mag.  XXVII,  437. 

11.  Circoftfere?tces  %e  rapportant  dune  Serie  de  limacons  de  Pascal.    Haag.   N.  ann.  math. 

XXIII,  170.  —  Sehnte  ibid.  171. 

12.  Ueber  eine  besondere  Art  cyclischer  Curven.    Durege.     Zeitschr.  Math.  Phys. 

IX,  209. 
13«  Alcune  proprietä  di  una  curva  trascendente.     Azzarelli.     Annali  mat.  V.  72. 

Vergl.  Asymptoten.  Coordinatenveränderung.  Ellipse.  Hyperbel.  Imagi- 
näres 125.     Kegelschnitte.     Kreis.     Sigularitäten. 

Analytische  Geometrie  des  Baumes. 

14.  Mithode  pour  troiwer  des  procedis  de  transformation  en  giometrie  et  en  physique  ma- 

thematique.     flaton  de  la  Goupilliere,     Compt.  rend.  L VIII,  100 1. 

15.  Analytisch  -  geometrische  Untersuchungen.    Enneper.    Zeitschr.  Math.  Phys. 

IX,  96. 

16.  Ableitung  der  Gleichungen  einer  durch  die  Raumpnnkte  M,  P,  N  gehenden  Gera- 

den aus  der  Eigenschaft  MN=MP+PN.  Rogner.  Grün.  Arch.  XLII,  95. 

17.  Conside'rations  ginerales  sur  les  courbes  dans  tespace.     Courbes  du  cinquieme  ordre. 

Cayley.     Compt.  rend.  LV11I,  994. 

18.  Sur  les  sections  du  tore.     Darboux.     N.  ann.  math.  XXIII,  156. 

Vergl.  Determinanten  in  geometrischer  Anwendung.  Ellipsoid.  Geodätische 
Linien.  Krümmung.  Oberflächen.  Oberflächen  2ter  Ordnung.  Singulari- 
täten.    Sphärik.     Stereometrie. 

Astronomie. 

19.  Sur  une  iquation  dans  la  thiorie  du  mouvetnent  des  cometes.   Gasparis.  Compt.  rend. 

LVIII,  85. 
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20.  Sur  la  parallaxe  du  soleil  diduite  par  M.  Hansen  de  la  tMorie  de  la  Urne,     B  ab  ine  f 

Compt.  rend.  LVIII,  150. 

21.  An  innestigation  oflhe  differentiid  equations  of  the  moon's  motion.     Wal  ton.    Quart. 

Journ.  math.  VI,  05. 
Vergl.  Nautik. 

Asymjftoten. 

22.  Nouvelle  moniere  d'envisager  les  asymptotes  (Vune  courbe,  dont  Pequalion  est  dünnte  en 

coor  donnies  polaires.    Janfroid  &  M  ans  ton.     N.  amt.  math.  XXI 11,  02 .  — 
Mannkeim  ibid.  189. 


Bernonllisohe  Zahlen. 

23.  Sur  le  calcul  des  nombres  de  Bernoulli.     Catalan.     Compt  rend.  LVI1I,  1 105. 

24.  On  StaudVs  proposition  relating  to  the  Bemoullian  numbers.  Schlaf  li.    Quart.  Journ. 

math   VI,  Ib. 

25.  On  StaudC  s  proposition  relating  to  the  Bernoullian  numbers.     Je  ff  er  y.    Quart.  Joicrn. 

math.  VI,  179. 

26.  Sur  les  nombres  des  Bemoulli.    Leb  esgne.     Compt.  rend.  LV1II,  853, 537.  —  Ca  - 

talan  ibid.  902.  —  Chasles  ibid.  903. 
Vergl.  Reihen  224. 

Bestimmte  Integrale. 

27.  On  a  paradox  in  definite  Integration.     W alton.    Quart.  Journ.  math.  FI,  319. 

28.  Beweis  eines  Theorems,  von  welchem  die  Theoreme,  welche  sich  auf  die  Fourier- 

schen  Doppelintegrale  beziehen,  und  viele  andere  nur  ganz  specielle  Fälle 
sind.     Grünwald     Zeitschr.  Math.  Phys.  IX,  131. 

29.  Ueber  die  Beduction  von  Doppelintegralen  auf  Producta  einfacher  Integrale. 

S  ch  1  ö  m  i  I  c  h.     Zeitschr.  Math.  Phys.  IX,  205. 
Vergl  Elliptische  Functionen.     Gammafunctionen. 

C. 
Combinatorik. 

30.  On  the  notion  and  boundaries  of  algebra.     Cayley.    Quart.  Journ.  math.  VI,  382. 

31.  Question  sur  unjeu  de  cartes.    Le  Co  inte.    Annali  mat.  V,  108. 

Coordinatenvertaderung. 

32.  Formules  existants ,  pourvu  que  Ax*+Bxy  +  Cy*  =  AiX*+B*X  Y+  Cx  V*.     Le- 

monnier.     N.  ann.  math   XXIII,  ÜQ.  —  Faure  ibid.  70. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  des  Raumes  14. 

Cnbatur. 

33.  Körperinhalt  eines  schief  abgeschnittenen  Cylinders,     Ei  11  es.     Grün.  Archiv 

XLII,  186. 

34.  Sur  les  volumes  des  surfaces  podaires. 


Determinanten. 

35.  Sur  une  extension  de  la  thiorie  des  risultants  alyibriques.    Sylvester.   Compt.  rend. 

LVIU.  1074,  1130,  1178. 

36.  On  differenlial resolvents.     Spottiswoode.     Quart.  Journ.  math.  VI,  262. 

37.  Condition  ne'cessaire  pour  qu'une  öquation  du  troisieme  degre*  ait  deux  racines  igales. 

Brioschi.    N.  ann.  malh.  XXIII,  188. 

Determinanten  in  geometrischer  Anwendung. 

38.  On  the  invariants  ofthe  equation  of  the  second  degree.    Routh.    Quart.  Journ.  math' 

VI,  270,  308. 

39.  On  trilinear  and  quadriplanar  coordinates.     Greer.     Quart.  Journ.  math.  VI,  237. 

40.  Ueber  einige  Transformationen  von  Flächen.    E  n  n  e  p  e  r.  Zeitschr.  Math.  Phys. 

IX,  120. 

41.  On  certain  developable  surfaces.     Cay\ey.     Quart.  Journ.  math.  VI,  108. 
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42.  Les  points  milieux  des  28  droites,  gid  joignent  deux  ä  deux  les  centres  des  8  spheres 

vtscriies  dans  un  titraedre  quelconque  sont  sur  wie  mime  sitrface  du  troisieme  ordre. 
Piquet  &  Cornu     N.  ann.  math.  XXIII,  225. 
Vergl.  Kegelschnittte  130,  140. 

Differentialgleichungen. 

43.  Constniction  derjenigen  linearen  Differential  -  Gleichung ,   deren  particuläre   In- 

tegrale die  Producte  der  particulären  Integrale  zweier  gegebenen  linearen 
Differential-Gleichungen  sind.     Spitzer.     Grün.  Archiv  XLII,  62. 
41.  Constniction  derjenigen  linearen  Differential  -  Gleichung,   deren   particuläre  In- 
tegrale die  Quadrate  sind  der  particulären  Integrale  der  linearen  Differential- 
Gleich  tfng  Xty"  +  Xxy  -f.X0y  =  ü.     Spitzer.     Grün.  Archiv  XLII,  64. 

45.  Constniction    der    linearen    Differential  -  Gleichung ,    der    genügt    wird    durch 

V  =  * V     n+x  'dX'     Spitzer.     Gran.  Archiv  XLII,  345. 

46.  Differential  equations  oftheftrst  ordre.     Hargreave.     Phil.  Mag.  XXVII,  355. 

47.  Sur  C  Integration  des  iqutttions  liniaires.     Hulphen.     Compt.  rend.  LVIII,  471. 

48.  Mitkode  nouvelle  pour  Vintigration  des  tquations  differentielles  liniaires  ne  conlenant 

qu'xme  variable  independante.     Caqui.     Journ   Math.  XXIX,  185. 

49.  Sur  Vintigration  soits  forme  finie  de  Cequation  differentielle  Unfaire  du  second  ordre  et 

ä  co&fficients  rationnels.     Pepin.     Annali  mal,  V,  185. 

50.  Ueber  lineare  Differential-Gleichungen.    Spitzer.  Zeitschr.  Math.  Phys.  IX,  60. 

[Vergl.  IM.  IX,  No.  49.] 

51.  Direct  investigation  of  Lagrange* s  and  Monge'smethods  of  Solution  of  partial  differential 

equations.     Watson.     Quart.  Jotam  mtitk.  VI,  146. 

52.  Integration  der  Differentialgleichung  (a  +  bx  +  ex*)  (b  +  2 ex) y"  +  A(a  +  bx  +  cx*)y 

+  #(6  +  2ca:)y=0.     Spitzer.     Grün.  Archiv  XLII,  330. 

53.  Integration  der  Differentialgleichung  (b+2cx)y"+A(a  +  bx+cx*)y'-r  ß(b+2cx) 

(fl+&r+cai*)y=ü.     Spitzer.     Grün.  Archiv  XLII,  331. 

54.  Integration  der  Gleichung    (b  +  2cx)y"  +  A(a  +  bx+cx*)y  +B(b  +  2cx)yz=zQ. 

Spitzer.     Grün.  Archiv  XLII,  332. 

55.  Ueber 3 specielleFälle derGleichunga?* (0^+ btxn)y"+x  (&{+!>&*)  y'+(aQ+b0x*)y=0. 

Spitzer.     Grün   Archiv  XLII,  346. 

66.  Ueber  die  Differentialgleichung  sy"  +  (r  +  qx)y +(p+nx  +  mx*)y  =  Q.     Hoppe. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  IX,  56.     [Vergl.  Bd.  IX,  No.  47.] 

67.  Integration  der  Gleichung  y",  =  %mx*y"-rtim(fi  +  2)xy  +  3 wi(p  +  2)0*+  \)y    für 

den  Fall,  wo  m  eine  beliebige  constante  und  fi  eine  ganze  negative  Zahl  be- 
zeichnet.    Spitzer.    Grün.  Archiv  XLII,  102. 

a?,n  v 

58.  Integration  der  Gleichung  x™  -— ^=y  für  den  Fall,  wo  m  eine  ganze  negative 

dx*m 

Zahl  ist.     Spitzer.     Grün.  Archiv  XLII,  328. 

Differensenreehnnng. 

59.  Sopra  afewte  formale  nel  calcolo  delle  differenze  finite.  Tortolini.  Annali  mat.  V,  181. 

CS. 
El&sticität. 

60.  Sia*  les  contractions  aVxme  tige,  donl  une  extrindti  a  un  mouvement  obligatoire,  et  appH- 

catiim  au  froltement  de  routement  sur  un  terrain  uni  et  ilastique.  Saint-  Venant. 
Compt.  rend.  LVIll,  455. 

Ellipse. 

61.  Note  sur  une  proprio  de  CelHpse.     Brasseur.     N.  arm.  math.  XXI II,  111. 

62.  De  parallelogrammis  circa  ellipsin  datam  circumscriptis.     Lindman,     Grün.  Archiv 

XLII,  275. 

63.  Note  on  geometrical  conics.     Taylor.     Quart»  Journ.  math.  VI,  21. 

Vergl.  Maxim a  und  Minima  I5W.     Quadratur. 

EUipsoid. 

64.  Equations  of  an  ellipsoid  and  its  enoelopvig  cone.     Scott.     Quart.  Journ.  math.  VI, 

258. 
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65.  Thiorhne   s?tr  deux  ellipsoides  concenlriqnes  semblnbles    et  sembfnblement  placies. 

Courtin  &  Godard.     N.  ann.  math   XXIII,  74.  —  Debatisse  &  Nouetle 
ibid.  7(5. 

66.  Einiges  über  die  Richtung  der  Verticale  bei  verschiedenen  Höhen  über  dem  Erd- 

boden.    Bacaloglo.     Grün.  Archiv  XLII,  271.     [Vergl.  Bd.  VI,  No.  64.] 
Vergl.  Krümmung  1 53. 

Elliptische  Functionen. 

67.  Sur  deux  inligrales  de finies.      W.  Roberts.     Annali  mat.  P,  52. 

G8.  Construction  gdometriques  de  deux  transformations  de  la  fonction  F  pour  le  cos  p  =  3. 
W.  Roberts.     Annati  »tat.  V,  225. 

69.  Application  d'un  thioreme  d'Abel  sur  'es  transformations  modulaires  des  fonctions  cllip- 

tiqncs  äla  Solution  d'un  prob  lerne  de  gtomelrie.     W.  Roberts.     Compt.  rend. 
LVIII,  709. 

F. 
Functionen. 

70.  Sur  les  fonctions  d  piriodcs  multiples.     Casorati.     Compt.  rend.  LVlll,  127,20t. 

71.  Etani  «x=«x— l  +  kr-1,  bx  =  ax—\   trouver  lim  r^  lorsque  x  devient  infini.    Saint- 

Prix.     N.  ann.  math.  XXIII,  260. 

72.  l2.22.3*..n2>w».     Hoüel.     N.  ann.  math.  XXIII,  186.  —  Toubinsihid.  186. 

[Vergl.  Bd.  IX,  No.  67  ] 

73.  Darstellung -der  Function  y=zeX*r,  in  welcher  X  eine  constante  und  r  eine  ganze 

positive  Zahl  "bezeichnet  in  der  Form  yz=f[Am  <?"»*].   Spitzer.    Grün.  Arch. 
XLII,  104. 
Vergl.  Determinanten.    Elliptische  Functionen.    Gammafunctionen.    Gleichun- 
gen i  01,   102.     Homogene  Functionen.     Hyperbolische  Functionen.     Unbe- 
stimmte Formen. 

O. 

Gammafunctionen. 

74.  Die  Euler'schen  Integrale  bei  unbeschränkter  Variabilität  des  Argumentes.     H. 

Hankel.     Zeitschr.  Math.  Phys.  IX,  1. 

75.  On  the  derivatives  of the  gamma-fimetion.    Jeff  erg.     Quart  Journ.  math.  FI,  82. 

Geodätisch©  Linien. 

76.  Demonstration  du  tMoreme  de  Gauss  relatif  aux  petits  triangles  giode'siques  situ4s  sur 

une  s ta- face  courbe  quelconque.     Ossian  ßonnet.     Compt.  rend,  L VI  II,  183. 

Geometrie  (descriptive). 

77.  Sopra  un  teorema  di  geomelria  descrittiva  e  sua  applieazione  al  tracciamento  del  «wt- 

toruo  delV  ombra  di  aleuni  corpi.     Bruno.    Amiali  mat.  V,  18. 

•  Geometrie  (höhere). 

78.  Etudes  sur  les  courbes  ä  double  courbure  travies  sur  tme  sttrface  algibrique  tTun  ordre 

quelconque.     D  e  Jonquiires.     Annali  mat.  V,2\. 
7tt.  Nombre  des  courbes  oVitn  mime  Systeme  oV  ordre  quelconque,  qui  coupent  des  combes  don- 
nies  aV  ordre  igal  erneut  quelconque  sous  des  angles  donnies  ou  sous  des  angles  in- 
diterminis,  mais  dont  les  bissectrices  on  des  directions  donnies.  De  Jonquieres. 
Compt.  rend.  LVIII,  535.  —  Chasles  ibid  537. 

80.  Propriitis  diverses  de  sysldmes  de  surface  d' ordre  quelconque.     De  Jonquieres. 

Compt.  rend.  LVIII,  5*7. 

81.  De  la  transformalion  geomitrique  des  figures  planes  et  d'un  mode  de  giniration  de  «r- 

taines  courbes  d  double  courbure  de  tous  les  ordres.     De  Jonquieres.     N.  ann. 
math.  XXIII,  97. 

82.  Du  contacl  des  courbes  planes  et  en  particulier  des  contacts  multiples  des  seclions  coni- 

qu'es  avec  une  mime  courbe  aV ordre  quelconque.    De  Jonquieres.    N.  ann.  math. 
XXIII,  218. 

83.  Einen  ebenen  Büschel  von  4  8trahlen  durch  eine  Gerade  zu  schneiden,  dass  auf 

derselben  in  2  nicht  neben  einander  liegenden  Winkeln  jenes  Büschels  gege- 
benen Strecken  enthalten  Bind.     Wiener.    Zeitach.  Math.  Phys.  IX,  54. 
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84.  Sur  les  Heu  des  foyers  cPun  faisceau  de  courbes  de  Vordre  n  ayant  n*  poinis  ( 

Cremo na.     N.  ann.  malh.  XXII I,  21. 

85.  Sur  la  perpendtculaire  d*un  point  sur  la  polaire  de  ce  point  par  rapport  ä  une  conique 

/?,  le  point  dicrivant  une  courbe  A  de  Vordren.     Cremo  na.     N.  ann.  math. 
XXIII,  25. 

86.  Sulla  projezione  iperboloidica  di  una  cubica  gobba.     Cremon  a.    Annali  mal.  V,  227. 

87.  Thiorcme  de  Desargues.    Poudra.     N.  ann.  malh.  XXIII,  202. 

Vergl.  Krümmung  155. 

Geschieht«  der  Mathematik. 

88.  Les  signes  numiraux  et  Varithmitique  ckez  les  peuples  de  Vantiqidti  ei  du  moycn-ayz. 

Th.  Henry  Martin.     Annali  mal.  V,  257,  337. 

89.  Zur  Geschichte  der  Zahlzeichen  und  unseres  Ziffernsystemes.     Friedlein. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  IX,  73. 
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Recensionen. 

Elemente  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  für  höhere  Lehranstalten 
und  zum  Selbststudium  von  Dr.  Wilhelm  Schotte,  Oberlehrer 
an  der  Realschule  zu  Stralsund.  Mit  4  Figurentafeln.  Breslau, 
G.  Ph.  Aderholz.     8  (IV  und  164  S.). 

Das  vorliegende  Buch  ist  zur  ersten  Einführung  in  die  analytische 
Geometrie  bestimmt,  ins  Besondere  hat  der  Verfasser  die  Bedürfnisse  frühe- 
rer Gymnasiasten,  die  sich  dem  Studium  der  Mathematik  widmen,  im  Auge 
gehabt.  Diese  sind  nämlich  insofern  in  einer  üblen  Lage,  als  auf  den 
Gymnasien  die  analytische  Geometrie  nicht  getrieben  wird  und  doch  die 
akademischen  Vorlesungen  über  diese  Disciplin  nur  kurze  Zeit  bei  den  Ele- 
menten verweilen ,  so  dass  ein  Buch ,  welches  gerade  die  ersten  Anfangs- 
gründe ausführlicher  behandelt,  höchst  erwünscht  sein  muss.  Diese  Rück- 
sicht, sowie  überhaupt  das  Streben,  sein  Buch  für  das  Selbststudium  möglichst 
zweckmässig  einzurichten,  haben  den  Verfasser  bewogen,  bei  den  ersten 
Anfangsgründen  verhältnissmässig  lange  zu  verweilen  und  dem  Leser  an 
einer  Anzahl  von  Problemen,  deren  Lösungen  schon  aus  den  Elementen  der 
Geometrie  bekannt  sind,  das  eigentümliche  Verfahren  der  analytischen 
Geometrie  vorzuführen. 

Was  nun  den  Inhalt  betrifft ,  so  zerfällt  dieser  in  neun  Capitel ,  welche 
folgende  Gegenstände  behandeln:  1.  Die  Methode  der  Parallel- Coordina- 
ten  im  Allgemeinen  und  die  gerade  Linie ;  2.  den  Kreis ;  3.  die  Transforma- 
tion der  Coordinaten  und  die  Polar- Coordinaten;  4.  die  Parabel;  5.  die  El- 
lipse; 6.  die  Hyperbel;  7.  die  Linien  zweiten  Grades  im  Allgemeinen;  S.Ver- 
bindung zweier  Kegelschnitte  (gemeinsame  Punkte  zweier  Kegelschnitte, 
Berührung  derselben,  Krümmungskreise) ;  0.  Curven  höherer  Ordnung.  Dazu 
kommt  noch  ein  Anhang,  welcher  eine  Anzahl  Aufgaben  enthält 

An  diese  kurze  Inhaltsübersicht  müssen  wir  zunächst  einige  Bemerkun- 
gen knüpfen,  welche  sich  auf  die  Behandlung  einzelner  Punkte  beziehen. 

In  §.  67  hat  der  Verfasser  die  Quadratur  der  Parabel  vorgetragen,  und 
zwar  auf  eine  von  dem  gewöhnlichen  Verfahren  abweichende  Art.     Um 
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nämlich  das  von  einer  beliebigen  Sehne  AB  abgeschnittene  Stück  der  Pa- 
rabelfläche zu  bestimmen,  ermittelt  er  zunächst  die  Fläche  des  grössten 
über  AB  errichteten  Dreieckes,  welches  sich  in  dieses  Segment  einzeichnen 
lässt.  Die  Spitze  C  dieses  Dreieckes  ist  der  Paukt,  in  welchem  der  zur 
Sehne  AB  conjagirte  Durchmesser  die  Curve  schneidet.  Ist  if=px  die 
Axengleichung  der  Parabel  und  sind  rj  und  17,  die  Ordinaten  der  Punkte  A 
und  By  so  ist 

16/9 
Construirt  man  dann  über  den  Seiten  AC  und  BC  wiederum  die  grössten  Drei- 
ecke, welche  sich  in  die  von  diesen  Linien  abgeschnittenen  Segmente  einzeich- 
nen lassen,  so  ist  jedes  von  diesen  Dreiecken  gleich  £  des  ersten  Dreieckes, 
ihre  Summe  beträgt  also  £  von  ABC.  Fährt  man  so  fort,  indem  man  über 
den  Seiten  der  schon  vorhandenen  Dreiecke  neue  zeichnet,  so  findet  man, 
dass  die  Summe  der  Flächen  der  Dreiecke  jeder  Gruppe  immer  £  von  der 
Summe  der  Flächen  der  vorhergehenden  Gruppe  beträgt,  und  man  gelangt 
so  zu  dem  Resultate,  dass  die  Fläche  S  des  ganzen  Parabelsegmentes  den 
Werth  hat 

._^»o(,+i  +  £  +  £  +  ...)_i^o_I.<S=tf. 

Dieses  Verfahren,  welches  in  der  Hauptsache  von  Archimedes  herrührt, 
ist  an  sich  ganz  vorzüglich,  aber  in  einem  Lehrbuche  der  analytischen  Geo- 
metrie, welches  seine  Leser  nicht  mit  einzelnen  scharfsinnigen  Kunstgriffen 
sondern  mit  den  allgemeinen  Methoden,  die  in  allen  Fällen  anwendbar  sind, 
bekannt  machen  soll,  scheint  es  uns  nicht  recht  am  Platze  zu  seini  Da 
man  sich  bei  Anwendung  von  Parallelcoordinaten  die  zu  berechnende 
Fläche  immer  in  schmale  Streifen  zerlegt  denkt,  welche  einer  Coordinaten- 
axe  parallel  liegen,  so  war  auch  hier  zunächst  dieses  Verfahren  auseinan- 
der zu  setzen,  um  so  mehr,  als  die  Quadratur  der  Parabel  das  erste  Beispiel 
einer  Quadratur  ist,  welches  uns  das  Buch  vorführt. 

Eine  zweite  Bemerkung  bezieht  sich  auf  die  in  §•  07  behandelte  Qua- 
dratur der  Hyperbel.  Ist  xy  =  r*  die  auf  die  Asymptoten  bezogene  Glei- 
chung dieser  Curve  und  soll  das  Flächenstück  ermittelt  werden,  welches 
zwischen  ihr,  der  Abscissenaxe  und  den  zu  den  Abscissen  x  und  X  gehöri- 
gen Ordinaten  liegt,  so  schaltet  der  Verfasser  zwischen  x  und  X  die  Werthe 
ein 

xi  =  xq,    x^  =  xq\ 
wo  q  eine  mit  wachsenden  n  zur  Grenze  1  abnehmende  Zahl  bedeutet,  welche 
durch  die  Gleichung  X=xqn 

bestimmt  ist.     Für  die  gesuchte  Fläche  F  findet  sich  dann  bei  Anwendung 

der  allgemein  üblichen  Methode  die  Relation 

fi      1 
a)  nr*  sirup- <  F<nr*  sin  <p  (#— l), 
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wo   q>  den   Asymptotenwinkel   bezeichnet.     Unser  Verfasser   setzt   dann 
n  =  —  nnd  schreibt  für  q  seinen  Werth 

.   Hf)M§)'> 

dadurch  geht  die  obige  Relation  über  in 


z\ 


Um  nun  den  gemeinschaftlichen  Grenzwerth  zn  ermitteln,  dem  sich  die 
rechts  und  links  stehenden  Ausdrücke  nähern,  wenn  man  z  zur  Grenze  Null 
abnehmen  lässt,  wird  die  Reihenentwickelung 

{X\*         ,  ,  m1*»  ,   !*■*• 

»)  U)Bal  +  "+nr  +  iT  +  -- 

in  welcher  m  =  Ignatl  —  )  ist,  als  bekannt  vorausgesetzt,  und  mit  deren 
Hilfe  findet  sich  dann,  dass  für  ein  zur  Grenze  Null  abnehmendes  z 

Lim 

und  sonach 


c)  F=r*  sin  q>  lg  nat  l  —  J 


ist« 

Gegen  dieses  Verfahren  ist  zunächst  einzuwenden,  dass  es  immer  ein 
Umweg  ist,  wenn  man  sich  zur  Ermittelung  des  Werthes  eines  einzelnen 
Gliedes  einer  Reihenentwickelung  bedient;  ausserdem  aber  dürfte  die  Rei- 
henentwickelung b)  den  Lesern,  für  welche  der  Verfasser  sein  Buch  vor- 
zugsweise bestimmt  hat,  schwerlich  bekannt  sein.  Das  ganze  vorstehend 
angegebene  Verfahren  kann  aber  durch  ein  anderes  sehr  einfaches  ersetzt 
werden,  welches  in  der  Hauptsache  von  G  r  u  n  e  r  t  (Archiv  XXV,  8.  85  u.  f.) 
angegeben  worden  ist.    Man  setzt  nämlich  für  n  seinen  Werth 

n  =  — — '- 

ig? 

in  die  Relation  a),  wodurch  diese  in 

übergeht.  Da  die  Basis  des  Logarithmensystems  noch  willkürlich  zu  wäh- 
len ist,  so  wird  man,  um  die  Formel  möglichst  zu  vereinfachen,  den  Versuch 
machen,  dieselbe  aus  der  Ungleichung 

7» 
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oder 

9-1 


Q 


<iy<i<q-i 


zu  bestimmen.  Setzt  man  nun  g  =  l+  — ,  wo  co  eine  über  alle  Grenzen 
wachsende  positive  Zahl  bedeutet,  so  erhält  man  weiter 

_±T</,(1+i.)<±,  . 

und  wenn  man  nun  die  gesuchte  Basis  des  Logaritkmensystems  mit  e  be- 
zeichnet, so  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  dieser. Zahl  die  Ungleichung 

(,+±)~>.>(,+±)-. 

Hierdurch  ist  e  zwischen  zwei  Grenzen  eingeschlossen,  welche  einander  be- 
liebig nahe  gebracht  werden  können,  es  ist  also  die  wirkliche  Existenz  von 
e  dargethah  und  zugleich  ein  Mittel  zur  Berechnung  dieser  Zahl  gegeben. 

Da  übrigens  die  Hyperbel  gewöhnlich  nicht  durch  ihre  Potenz  r2  und 
den  Asymptotenwinkel  q>  bestimmt  wird,  sondern  durch  die  Halbaxen  aund 
by  so  hätte  für  F  auch  die  Formel 

F=iablgnat(Z>) 

angegeben  werden  sollen.  Ausserdem  hätte  ans  der  entwickelten  Flächen- 
formel  auch  die  zwischen  der  Hyperbel,  ihrer  Hauptaxe  und  einer  zu  dieser 
senkrechten  Ordinate  gelegene  Fläche  mit  leichter  Mühe  sich  entwickeln 
lassen,  wodurch  die  Frage  nach  der  Hyperbelfläche  eine  vollständigere  Be- 
antwortung gefunden  haben  würde. 

Eine  dritte  Bemerkung  betrifft  die  Kegel  für  die  Construction  des 
Krümmungskreises  an  einem  Punkt  P  eines  Kegelschnittes,  welche  der  Ver- 
fasser in  §.  120  in  folgender  Fassung  giebt:  „Zieht  man  durch  P  die  Nor- 
male PU  und  schlägt  um  irgend  einen  ihrer  Punkte  L  einen  Kreis  mit  LPy 
so  wird  derselbe  in  P  den  Kegelschnitt  zweipunktig  berühren  und  in  A  und 
B  schneiden.  Verbindet  man  diese  Durchschnittspunkte  und  lässt  Ä  auf 
dem  Kegelschnitte  hingleiten,  während  die  Sehne  parallel  mit  AB  fortrückt, 
so  wird  eine  dreipunktige  Berührung  stattfinden,  wenn  A  mit  P  zusammen- 
fällt, wobei  B  in  C  fällt,  wenn  PC  parallel  AB  ist.  Zieht  man  daher  durch 
JP  eine  Parallele  zu  der  gemeinsamen  Sehne  des  Kegelschnittes  und  des  in 
L  geschlagenen  Kreises,  so  giebt  C  den  vierten  gemeinsamen  Durchschnitts 
punkt  des  Krümmungskreises  mit  der  Curve,  so  dass  man  den  Krümmungs- 
mittelpunkt erhält,  wenn  man  OCP=  OPC  macht." 

Dieses  von  Poncelet  angegebene  Verfahren  zur  Bestimmung  des 
Krümmungskreises  ist  allerdings  «ehr  elegant,  allein  das  Vorstehende  ent- 
hält keinen  Beweis  für  die  Richtigkeit  desselben ;  denn  es  ist  keineswegs 
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selbstverständlich,  dass,  wenn  man  eine  beliebige  Sehne  des  Kegelschnittes 
parallel  mit  AB  zieht  und  nun  durch  die  beiden  Endpunkte  dieser  Sehne 
und  durch  P  einen  Kreis  legt,  dieser  den  Kegelschnitt  in  P  berühre»  müsse, 
und  deshalb  ist  auch  nicht  einzusehen ,  warum  der  durch  P  und  C  gelegte 
Berührungskreis  der  Krümmungskreis  sein  soll.  Es  beruht  diese  ganze 
Construction  auf  einem  Satze ,  den  wir  in  dem  vorliegenden  Buche  nicht 
haben  finden  können,  nämlich  diesem:  Wenn  ein  System  von  Kreisen 
(oder  allgemeiner  von  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Kegelschnitten)  mit 
irgend  einem  Kegelschnitte  dieselben  zwei  Punkte  (welche  auch  coincidiren 
können)  gemein  hat,  so  liegen  die  Sehnen,  welche  sich  durch  die  zwei 
Schnittpunkte  legen  lassen,  in  welchen  ein  jeder  von  ihnen  den  Kegel- 
schnitt ausserdem  noch  schneidet,  alle  parallel.  Dieser  Satz  ist  eine  ein* 
fache  Folge  des  in  §.  116  bewiesenen  Theorems,  „dass,  wenn  drei  Kegel- 
schnitte eine  gemeinsame  Sehne  haben,  die  drei  übrigen  je  zweien  von  ihnen 
gemeinsamen  Sehnen  sich  in  einem  Punkte  schneiden."  Ist  nämlich  k  ein 
willkürlicher  Kegelschnitt  und  sind  a  und  b  ein  Paar  unter  sich  ähnliche 
und  ähnlich  liegende  Kegelschnitte ,  welche  Ar  in  denselben  zwei  Punkten 
schneiden,  und  ist  ß  die  Sehne,  welche  durch  die  zwei  andern  Schnittpunkte 
von  k  und  a  geht,  a  die. Sehne  durch  die  zwei  andern  Schnittpunkte  von  k 
und  b  und  endlich  *  die  Sehne  durch  die  zwei  andern  Schnittpunkte  von  a 
und  fr,  so  müssen  er,  ß  und  %  sich  in  einem  Punkte  schneiden.  Nun  schnei- 
den sich  aber  die  beiden  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Kegelschnitte  a 
und  b  ausser  in  den  beiden  ersten  in  unendlicher  Ferne  liegenden  reellen 
Punkten  nur  noch  in  zwei  unendlich  entfernten  Punkten  und  haben  also  eine 
unendlich  entfernte  gemeinschaftliche  Sehne  (bei  Kreisen  und  Ellipsen  sind 
natürlich  diese  unendlichen  Schnittpunkte  imaginär,  die  Sehne  aber  ist  im» 
mer  reell);  mithin  liegtauch  der  Schnittpunkt  ron  a  und  ß  in  unendlicher 
Ferne  und  diese  Sehnen  sind  parallel.  Freilich  findet  sich  der  Satz ,  das» 
zwei  ähnliche  und  ähnlich  liegende  Kegelschnitte,  welche  sich  in  zwei 
endlich  entfernten  Punkten  schneiden,  ausserdem  noeh  zwei  unendlich  ent- 
fernte (reelle  oder  imaginäre)  Punkte  gemein  haben,  auch  nicht  in  dem  vor- 
liegenden Buche,  was  wir  übrigens  an  und  für  sich  nicht  tadeln  wollen» 

Zur  wirklichen  Berechnung  des  Krümmungshalbmessers  wendet  darauf 
der  Verfasser  ein  von  dem  gewöhnlich  üblichen  abweichendes  Verfahren 
an.     Da  zwei  Kegelschnitte,  deren  Gleichungen 

«*  +  Ibxy  +  cy*  +  2dx  =  0  und  xl  +  2btxy  +  cy*  +  2dx  =  €► 
sind,  sich  im  Anfangspunkte  der  Coordinaten  dreipunktig  berühren,  so  dass 
die  Ordinatenaxe  die  gemeinschaftliche  Tangente  ist,  so  denkt  sich  der 
Verfasser  zunächst  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  nach  dem  Punkte 
der  Curve  verlegt,  dessen  Krümmungskreis  zu  bestimmen  ist,  und  nimmt 
die  Tangente  als  Ordinatenaxe.  Sodann  transformirt  er  die  beiden  vor- 
stehenden Kegelschnittsgleichungen  so,  dass  die  Ordinatenaxe  bleibt,  die 
neue  Abscissenaxe  aber  in  die  Normale  fallt.    Hierauf  wird  die  Bedingung 
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dafür  aufgesucht,  dass  der  eine  der  beiden  Kegelschnitte  ein  Kreis  ist.  Als 
Radius  dieses  Kreises  findet  sich  dann,  wenn  v  den  Winkel  zwischen  der 
Tangente  und  der  ersten  Abscissenaxe  bedeutet 

_  d 
*  c  Sinti" 
Der  Verfasser  wendet  dann  dieses  Verfahren  auf  die  drei  Kegelschnitte  an 
und  kommt  zu  den  bekannten  Formeln  für  q.  Darunter  befindet  sich  leider 
keine  einzige,  welche  ohne  Weiteres  eine  Construction  gestattet,  und  der 
Anfänger  wird  also  nicht  recht  wissen ,  was  er  mit  diesen  Ergebnissen  an- 
fangen soll.     Es  hätte  da  doch  die  Formel 

q  =  n  $e&  qp, 
in  welcher  n  die  bis  zur  Hauptaxe  verlängerte  Normale  und  <p  den  Winkel 
zwischen  Normale  und  Leitstrahl  bedeutet ,  mit  angegeben  werden  sollen, 
da  dieselbe  auf  eine  höchst  einfache  Construction  führt,  die  merkwürdiger- 
weise in  nicht  wenigen  Lehrbüchern  noch  fehlt,  obwohl  sie  längst  bekannt 
ist,  und  schon  in  der  von  Le  Seur  und  Jacquier  besorgten  Ausgabe  der 
Principia  Newton's  sich  findet.  Uebrigens  ist  die  Praxis  des  Verfahrens, 
welches  der  Verfasser  anwendet,  um  für  die  einzelnen  Kegelschnitte  den 
Werth  von  9  zu  ermitteln,  keineswegs  sonderlich  elegant  und  er  hätte  wohl 
besser  gethan,  wenn  er  sich  auf  das  gewöhnliche  Verfahren  beschränkt 
hätte,  nach  welchem  man  erst  den  Krümmungsmittelpunkt  als  Durchschnitts- 
punkt  zweier  Nachbarnormalen  bestimmt,  ein  Verfahren,  welches  er  im 
§.  122  nur  im  Bezug  auf  die  Parabel  durchführt,  im  letzten  Capital  aber 
auch  auf  Curven  höherer  Ordnung  anwendet. 

Was  dieses  letzte  Capitel  betrifft,  so  wird  in  demselben  keine  ausführ- 
liche Theorie  der  Carven  höherer  Ordnung  gegeben,  sondern  der  Verfasser 
zeigt  nur  an  verschiedenen  Beispielen,  auf  welche  Art  man  die  Form  einer 
Curve  aus  ihrer  Gleichung  zu  erkennen  vermag,  wie  man  Tangenten,  Nor- 
malen, Krümmungskreise,  singulare  Punkte  durch  elementare  Hilfsmittel 
bestimmen  kann.  Aus  der  allgemeinen  Theorie  hätten  indessen  doch  die 
Sätze  mit  erwähnt  werden  sollen ,  dass  der  Grad  der  Gleichung  von  der 
Wahl  der  Coordinatenaxen  unabhängig  ist,  und  dass  eine  Curve  »ter  Ordnung 
von  einer  Geraden  im  Allgemeinen  in  »Punkten  geschnitten  wird. 

Abgesehen  von  diesen  Ausstellungen  halten  wir  das  Buch  im  Ganzen 
für  seinen  Zweck  entsprechend ;  die  Auswahl  des  Stoffes  ist  im  Allgemeinen 
die  richtige,  die  Behandlung  desselben  zwar  nicht  elegant,  aber  doch  klar 
und  verständlich. 

Leipzig.  Gretschei» 
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Sie  Akustik  in  elementarer  Darstellung.  Leitfaden  für  Gymnasien,  Real- 
nnd  Gewerbeschalen.     Von  Dr.  £.  Winkler,  Lehrer  der  Mathe* 
matik  und  Physik  am  Lehr-  und  Erziehungs-Institute  für  Knaben 
in  Friedrichstadt-Dresden.     Separatabdruck  aus  der  Einladungs- 
schrift zu  den  öffentlichen  Prüfungen  von  genanntem  Institute  zu 
Ostern  1865.     Dresden,  Verlag  von  Woldemar  Türk.     1865. 
Wie  aus  der  Vorrede  hervorgeht,  ist  es  dem  Verfasser  bei  seinem  Un- 
terricht am  oben  genannten  Institute  darum  zu  thun,  nicht  nur  die  Phäno- 
mene in  hinreichender  Vollständigkeit  zu  lehren,  sondern  auch  ihre  Erklä- 
rung aus  den  Naturgesetzen  zu  bewerkstelligen.     Deswegen  wird  der  me- 
chanische Theil  der  Physik  in  einem  Jahre  in  der  3.  Classe,  Magnetismus, 
Elektricität  und  Wärme  in  der  2.  Classe  zur  Erledigung  gebracht,  in  der 
1.  Classe  wird  erst  Optik,  hierauf  ein  neuer  Cursus  in  der  Mechanik  gelehrt, 
wobei  die  ganze  ebene  Geometrie,  die  Anfangsgründe  der  Stereometrie  und 
Trigonometrie  und  Algebra  bis  zu  den  Gleichungen  2.  Grades  zur  Anwen- 
dung kommt.     Als  letzter  Theil  der  Physik  wird  die  Akustik  behandelt. 
Wenn  schon  aus  dem  physikalischen  Unterrichtsplan  die  Werthschätzung 
der  Deduction  hervorgeht,  so  wird  dieselbe  in  folgender  Stelle  der  Vorrede 
besonders  klar  ausgesprochen : 

„In  vielen  Lehrbüchern  der  Physik  ist  die  Akustik  etwas  stiefmütter- 
lich behandelt.  Bei  der  Hauptsache,  nämlich  der  Darstellung  der  Schwin- 
„  gungsgesetze,  beschränkt  man  sich  meist  darauf,  die  durch  Versuche  oder 
„durch  Theorie  gefundenen  Gesetze  anzufühlen,  ohne  Gründe  für  die  Rich- 
tigkeit derselben  anzugeben.  Für  die  Schüler  hat  dies  keinen  grossen 
„Nutzen;  diese  Gesetze  vergessen  sich  bald  wieder,  so  dass  im  Gedächt- 
„niss  nicht  viel  mehr  zurückbleibt,  als  einige  Versuche,  welche  auf  das  Auge 
„  oder  Ohr  Effect  gemacht  haben.  Erlaubt  der  vorausgesetzte  Stand  der  Mecha- 
„nik  auch  nicht,  ganz  bestimmte  Formeln  für  die  Schwingungsgesetze  zu 
„ermitteln,  was  ja  selbst  der  höheren  Mathematik  zum  Theil  nicht  geringe 
„Schwierigkeiten  bereitet,  so  erlaubt  er  doch  in  der  Mehrzahl  der  Fälle, 
„  die  Gründe  für  die  Richtigkeit  der  durch  Versuche  oder  durch  die  Theo- 
„rie  gewonnenen  Resultate  zu  entwickeln,  und  hieraufhabe  ich  bei  vorlie- 
„  gender  Arbeit  mein  Hauptaugenmerk  gerichtet.  Dann  bietet  die  Akustik 
„  eine  treffliche  Uebnng  in  der  Anwendung  der  Mechanik  und  hierauf  lege 
„  icb  beim  Unterricht  in  der  Akustik  den  Hauptwerth. " 

Der  hierin  vom  Verfasser  ausgesprochenen  Ansicht  kann  man  nur  bei- 
stimmen, ob  aus  dieser  Ansicht  ein  recht  tüchtiges  und  brauchbares  Product 
hervorgegangen  ist, .versuchen  wir  in  den  nachfolgenden  Zeilen  zu  ent- 
scheiden. 

Das  Schrifteben  (gr.  8)  enthält  ausser  der  Vorrede  (2  Seiten)  90  Seiten, 
auf  denen  die  akustischen  Erscheinungen  in  4  Abtheilungen  vorgetragen 
worden  sind:  1.  Abtbeilung:  Schwingungen  im  Allgemeinen;  2.  Abthei- 
lung: Empfindung  des  Schalles;  3.  Abtheilung :  Erregung  des  Schalles; 
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4.  Abtheilung:  Fortpflanzung  des  Schalles.  Diese  Eintheilung ,  die  der 
Verfasser  „aus  praktischen  Gründen"  bei  seinem  Unterricht  gewählt  hat, 
hätte  wahrscheinlich  zum  Yortheil  für  den  Gebrauch  des  Schriftchens  durch 
folgende  logischere  ersetzt  werden  können:  1.  Erregung  von  Schwingungen 
und  einfache  Schwingungen ;  2.  Fortpflanzung  des  Schalles  durch  die  fort- 
schreitenden Schwingungen;  3.  Empfindung  des  Schalles. 

Der  Leser  findet  in  den  vom  Verfasser  angenommenen  4  Capitelo  die 
in  die  Akustik  gehörigen  Erscheinungen  recht  vollständig  vor  und  der  Ver- 
fasser hat  sich  möglichste  Mühe  gegeben,  das  in  der  Vorrede  ausgesprochene 
Princip  festzuhalten ,  überall  durch  einfache  Betrachtungen  bei  den  mathe- 
matisch ableitbaren  Gesetzen  die  ungefähre  wahrscheinliche  Form  des  spä- 
ter mitgetheilten  genaueren  Gesetzes,  wie  es  nur  auf  dem  Wege  der  höhen» 
Mathematik  erhalten  werden  kann,  zu  bestimmen.  Dass  dergleichen  Be- 
trachtungen für  den  Lernenden  bei  gehöriger  Vorsicht  bei  der  Anwendung 
nur  nützlich  werden  können,  liegt  auf  der  Hand.  Dieses  Verfahren  des 
Verfassers  hat  auch  eine  gute  Frucht  getragen,  sein  Bestreben,  die  wahr- 
scheinliche Form  de 8  Gesetzes  durch  einfache  Betrachtungen  auszuraitteln, 
hat  ihn  auf  einen  netten  Beweis  geführt,  der  sich  eigentlich  auf  einen  aus 
der  höhern  Mathematik  zu  beweisenden  Satz  gründet,  der  von  ihm  aber 
hier  ohne  Beweis  in  Form  eines  Principes  zu  Grunde  gelegt  worden  ist. 
Dieser  Beweis  steht  auf  S.  0  und  bezieht  sich  auf  die  Gesetze  der  einfachen 
Schwingungen. 

Zu  bedauern  ist  es,  dass  der  Verfasser  bei  seinem  Bestreben,  in  seinem 
Schriftchen  zum  Nachdenken  über  die  Erscheinungen  anzuregen,  bisweilen 
etwas  zu  flüchtig  verfahren  ist,  wodurch  die  meist  anzunehmende  Klarheit 
verletzt  wird.  So  z.B.  steht  auf  S.  15:  Wenn  die  Schwingungen  eines 
Körpers  sehr  langsam  erfolgen ,  so  pflanzen  sich  dieselben  gar  nicht  fort, 
was  offenbar  mechanisch  unmöglich  ist.  Unrichtig  ist  geradezu  die  Defini- 
tion auf  S.  18  zu  nennen:  „  Den  Abstand  zweier  Töne  oder  ihren  Intervall 
„bestimmt  man   durch  das  Verhältniss  der  Differenz  dieser  Töne  zum  nie- 

„dem  Tone,  so  ist  z.  B.  der  Intervall  zwischen  den  Tönen  |  und  $  =     .—  ." 

Aus  den  genannten  guten  Seiten  des  Büchelchens  und  aus  den  zuletzt 
genannten  Fehlern  geht  für  uns  nur  der  Wunsch  hervor,  der  Verfasser  möge 
nicht  in  seiner  Strebsamkeit  nachlassen,  aber  auch  durch  sorgfältige  Revi- 
sionen seiner  Manuscripte  vor  dem  Druck  den  Producten  die  Correctheit 
sichern,  welche  so  massgebend  für  die  gewünschte  weitere  Verbreitung  ist 

Für  den  Gebrauch  des  Schriftchens  ist  es  noch  wünschenswerth,  zu  er- 
fahren, dass  der  Druck  (lateinische  Lettern)  deutlich  ist,  dass  die  Figuren 
(30)  in  Form  von  Holzschnitten  in  den  Text  mit  aufgenommen  sind,  dass 
zahlreiche  geschichtliche  Notizen  mit  kleinerer  Schrift  beigedruckt  sind,  und 
endlich,  dass  ein  kurzes  Namenregister  auf  der  90.  S.  das  Wiederauffinden 
bestimmter  Gegenstände  erleichtert.  Dr.  Kahl. 
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Bapertorium  der  Cometon- Astronomie  von  Dr.  Ph.  Carl,  Privatdocent  an 
der  Universität  München«  München,  M.  Rieger'sche  Universitäts- 
buchhandlung.    1864.     (VI  und  378  S.)  8. 

Der  Verfasser  der  vorliegenden  Schrift  hat  sich  die  Aufgabe  gestellt, 
die  verschiedenen  Cometenerscheinungen,  von  denen  uns  die  Geschichte 
Kunde  giebt,  in  historischer  Reihenfolge  zu  verzeichnen,  was  über  die  Bah- 
nen derselben  bekannt  ist ,  anzugeben  und  die  Quellen  nachzuweisen ,  aus 
denen  weitere  Nachrichten  zu  schöpfen  sind.  Er  wollte  auf  diese  Weise 
eine  Vorarbeit  zu  einer  vollständigen  Cometographie  liefern,  ein  Unterneh- 
men, bei  welchem  er  jedenfalls  auf  den  Dank  des  astronomischen  Publikums 
rechnen  darf.  Schon  im  vorigen  Jahrhunderte  hat  Pingre"  in  seiner  Co- 
metographie  ou  Tratte  historigue  et  theorique  des  Comites  diese  Aufgabe  in  einer 
für  seine  Zeit  mustergiltigen  Weise  gelöst,  und  an  dieses  Werk  hat  sich 
auch  unser  Verfasser  bei  der  Bearbeitung  der  ersten  Abschnitte  seines  Bu- 
ches zunächst  angeschlossen ,  ohne  sich  aber  das  Zurückgehen  auf  die  Ori- 
ginalliteratur, soweit  sie  ihm  zugänglich  war,  zu  ersparen  oder  die  Benutzung 
neuerer  Quellen  zu  vernachlässigen. 

Das  ganze  Werk  zerfällt  in  fünf  Abschnitte,  deren  Inhalt  wir  hier  kurz 
angeben  wollen. 

Der  erste  Abschnitt  enthält  die  Cometen  bis  zu  Ende  des  10.  Jahr- 
hunderts. Wir  treffen  hier  53  Cometen  aus  der  Zeit  vor  Christi  Geburt  und 
408  aus  der  Zeit  von  Christi  Geburt  bis  zum  Jahre  1509.  Der  Verfasser  hat 
dabei  nur  solche  Cometen  verzeichnet,  deren  Existenz  nicht  zu  bezweifeln 
ist  und  beginnt  mit  dem  Cometen  von  612  v.  Chr.,  während  Pingrä  noch 
ältere  Cometen  angiebt.  Unter  diesen  461  Cometen  befinden  sich  nur  40, 
für  welche  man  Bahnen  berechnet  hat.  Die  Grundlage  für  diesen  Abschnitt 
bildete  zunächst  das  schon  erwähnte  Werk  von  Pingr^,  ausserdem  sind 
aber  namentlich  auch  die  Auszüge  aus  den  chinesischen  Annalen  benutzt 
worden,  welche  B  i  o  t  in  der  Connaissance  des  Temps  pour  Van  1843  veröffent- 
licht hat. 

Der  zweite  Abschnitt,  welcher  die  Cometen  des  17.  Jahrhunderts 
behandelt,  zählt  im  Ganzen  27  Cometenerscheinungen  auf,  von  denen  blos 
bei  8  die  Beobachtungen  keine  Bestimmung  der  Bahn  zulassen.  Hier,  wie 
auch  im  vorigen  Abschnitte,  finden  sich  in  den  Quellennachweisen  zahlreiche 
cometomantische  Schriften  mit  verzeichnet,  welche  in  den  ersten  Jahrhun- 
derten nach  der  Erfindung  der  Buchdruckerkunst  in  grosser  Menge  veröf- 
fentlicht wurden,  und  die  zwar  in  rein  astronomischer  Beziehung  zum  Theil 
ganz  werthlos  sind,  für  die  Geschichte  der  Wissenschaften  aber  immerhin 
ein  Interesse  haben. 

Im  dritten  Abschnitte  finden  wir  die  Cometenerscheinungen  des 
18.  Jahrhunderts,  im  Ganzen  60,  nämlich  33  telescopische  und  36  mit  blossem 
Auge  wahrnehmbare.  Bei  6  der  beobachteten  Cometen  reichen  die  Anga- 
ben nicht  zur  Bestimmung  einer  angenäherten  Bahn  aus. 
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Im  vierten  Abschnitte  sind  die  Cometen  des  19.  Jahrhunderts  mit 
Einschlass  der  zwei  ersten  des  Jahres  1864  bearbeitet.  In  diesem  Abschnitte 
war  eine  grössere  Gleichmässigkeit  der  Darstellung  möglich,  als  in  den  frü- 
heren. Bei  jedem  Cometen  ist  zunächst  die  Zeit  seiner  Entdeckung  und 
der  Name  des  Entdeckers  angegeben;  dann  folgen  Ort  und  Dauer  der  Be- 
obachtungen nebst  Angabe  des  Ortes  der  Publikation,  endlich  werden  noch 
die  Bahnelemente  übersichtlich  zusammengestellt.  Bei  einzelnen  Cometen 
sind  auch  noch  einige  andere  für  wichtig  erachtete  Bemerkungen  beigefügt 
worden;  doch  sind  Angaben  über  die  physische  Beschaffenheit  der  Cometen 
nur  im  Allgemeinen  gemacht  worden ,  weil  hier  die  einzelnen  Beobachter 
bedeutend  von  einander  abweichen. 

Der  fünfteAbschnitt  endlich  giebt  eine  Uebersicht  der  periodischen 
Cometen.  Der  Verfasser  unterscheidet  hier  I.  Cometen  mit  kurzer  Um- 
laufszeit: a)  der  Encke'scbe,  b)  der  Biela'sche,  c)  der  Faye-Möller- 
sche,  d)  der  De  Vico'sche,  e)  der  Brorsen'sche,  f)  der  D'Arrest'sche, 
g)  der  Winnecke'sche  Comet  und  h)  Cometen  mit  kurzer  Umlaufszeit, 
welche  blos  bei  einer  einzigen  Sonnennähe  beobachtet  worden  sind,  nämlich 
1766,11.  (nach  Burkhardt  5,025  Jahre  Umlaufszeit),  1783  (nach  Burk- 
hardt  5,613  Jahre),  1819,  IV.  (nach  Encke  ziemlich  unsicher  4%  Jahre), 
1846,  VI.  (nach  D* Arrest  19,80  Jahre,  nach  Peters  12,8  Jahre),  1855,  IL 
(nach  Schulze  14,25  Jahre,  während  Donati  492,95  Jahre  fand)  und  1858, 
I.  (nach  Bruhns  13,7  Jahre).  —  IL  Cometen  mit  einer  Umlaufszeit  von 
circa  70  Jahren:  et)  der  Halley'sche  Comet  und  6)  Cometen  mit  einer  Um- 
laufszeit von  circa  70  Jahren,  welche  blos  bei  einer  einzigen  Sonnennähe 
beobachtet  worden  sind,  nämlich  1812  (nach  Encke  70,68  Jahre),  der  01- 
b er s'sche  Comet  von  1815  (nach  Bosse  1  74,05  Jahre),  1846,  IV.  (nach 
▼  anDeinse  73,25  Jahre)  und  1847,  V.  (nach  D' Arrest  nahezu  70  Jahre). 
—  III.  Cometen  mit  sehr  grosser  Umlaufszeit,  deren  hier  24  aufgezählt 
werden. 

Es  dürfte  unnöthig  sein ,  zur  weiteren  Empfehlung  dieser  mit  grossem 
Fleisse  gearbeiteten  Schrift  Etwas  beizufügen.  Wir  bemerken  nur  noch, 
dass  der  Verfasser,  falls  seine  Schrift  den  Beifall  des  astronomischen  Publi- 
kums sich  erwerben  sollte,  woran  wir  nicht  zweifeln,  beabsichtigt,  in  beson- 
deren Nachträgen  etwaige  Lücken ,  welche  sich  in  seiner  Arbeit  etwa  noch 
finden  sollten ,  auszufüllen  und  dabei  gleichzeitig  eine  Uebersicht  der  seit- 
'  herigen  Untersuchungen  über  die  allgemeinen  Punkte  der  Cometenastrono- 
mie  zu  geben. 

Leipzig.  Gretschbl. 
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Jahresbericht  der  Baalsehale  mit  Progymnasium  tu  Chemnitz,  womit  zu 
den  vom  4.  bis  7.  April  1865  stattfindenden  öffentlichen  Prüfungen 
ergebenst  einladet  der  Director  Professor  Carl  August  Caspari. 
Inhalt: 

1.  Das  „  Geometrische  Zeichnen  ",  als  Unterrichtsgegenstand  in  Real- 
schulen, vom  Oberlehrer  Brannersreuther. 

2.  Schulnachrichten,  vom  Director. 

Die  in  diesem  Programm  enthaltene  Abhandlung  über  das  geometrische 
Zeichnen  hat  mich  in  einer  Weise  interessirt,  dass  ich  mir  erlaube,  mit  eini- 
gen Worten  auf  den  Inhalt  derselben  aufmerksam  zu  machen.  Zunächst 
ist  zu  bemerken,  dass  das  Wort  „geometrisches  Zeichnen "  in  seiner  wei- 
testen Bedeutung  genommen  ist,  und  dass,  wie  der  Titel  besagt,  vorzugsweise 
auf  Realschulen  Bezug  genommen  wird.  Trotz  des  letzteren  Umstände* 
aber  sind  die  hier  ausgesprochenen  Gedanken  auch  für  andere  Lehranstal- 
ten von  Wichtigkeit  und  verdienen  überhaupt  eine  allgemeinere  Beachtung. 

Unter  Fachgenossen  werden  das  bildende  Element  und  die  praktische 
Wichtigkeit  des  geometrischen  Zeichens  wohl  allgemein  gebührend  gewür- 
digt. Dagegen  aber  sind  die  Ansichten  Über  die  Methodik  dieses  Unter- 
richtsgegenstandes noch  sehr  aus  einander  gehend.  In  weiteren  Kreisen 
ist  das  geometrische  Zeichnen  noch  nicht  allgemein  genug,  oder  doch  wenig- 
stens nicht  seinem  wahren  Werth  und  Wesen  nach  hinlänglich  bekannt. 
Nach  diesen  Richtungen  hin  sucht  nun  der  Verfasser  aufzuklären,  weiter  zu 
führen  und  zu  vervollkommnen,  und  es  ist  ihm  dies  in  nicht  geringem  Grade 
gelungen. 

In  der  Einleitung  führt  der  Verfasser  die  in  Beziehung  auf  das  geo- 
metrische Zeichnen  herrschenden  irrigen  Vorstellungen,  sowie  deren  Ursa- 
chen vor  Augen  und  gelangt  dabei  zugleich  zu  den  Hindernissen ,  welche 
einer  gedeihlichen  Entwickelung  dieses  Unterrichts  im  Wege  stehen.  Die 
hier  gesprochenen  Worte  verdienen  die  Beachtung  nicht  blos  der  Lehrer, 
sondern  insbesondere  auch  der  Schulbehörden  und  der  Aeltern  der  Schüler« 
Die  am  Ende  der  Einleitung  gegebene  kurze  historisch  -  statistische  Rund- 
schau über  die  Stellung  dieses  Unterrichtsgegenstandes  in  aussersächsischen 
Staaten  gewährt  einen  wohlthuenden  Eindruck ,  indem  man  aus  derselben 
erkennt,  dass  sich  das  Gute  und  Nothwendige  trotz  aller  Hindernisse  und 
Schwierigkeiten  doch  Bahn  bricht« 

Im  ersten  Abschnitt,  „das  geometrische  Zeichnen  an  sich",  stellt  der 
Verfasser  die  verschiedenen  Begriffe  fest,  die  man  mit  dem  Worte  „ geo- 
metrisches Zeichnen"  verbindet,  führt  die  Darstellungsobjekte  vor,  be- 
spricht die  verschiedenen  Darstellungsmethoden  und  stellt  schliesslich  die 
Beziehungen  fest,  in  welchen  das  geometrische  Zeichnen  zum  Freihand- 
zeichnen, zur  geometrischen  Formenlehre  und  zur  Geometrie  steht.  Dieser 
Abschnitt  ist  insbesondere  darauf  berechnet,  dem  Laien  die  wissenschaftliche 
Seite  des  vorliegenden  Gegenstandes  vorzuführen. 
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Im  zweiten  Abschnitte,  „  die  pädagogische  Wichtigkeit  des  geometri- 
schen Zeichnens11,  behandelt  der  Verfasser  den  Einfiuss  des  geometrischen 
Zeichnens  anf  die  formale  Ausbildung  des  Geistes,  anf  die  Bildung  für  das 
Berufsleben  und  auf  die  Förderung  anderer  Unterrichtsgegenstände  der 
Realschule.  Das  hier  Gesagte  hat  zweifellos  nicht  blos  für  Realschulen, 
sondern  auch  für  jede  andere  verwandte  Lehranstalt,  die  Gymnasien  nicht 
ausgenommen,  unbeschränkte  Gültigkeit. 

Im  dritten  Abschnitte,  „  die  methodische  Behandlung  des  geometrischen 
Zeichnens",  bespricht  endlich  der  Verfasser  die  allgemeinen  Gesichts« 
punkte ,  nach  welchen  man  bei  der  Auswahl,  Behandlung  und  Vertheilung 
des  Stoffes  für  das  geometrische  Zeichnen  verfahren  muss.  Fachgen ossen 
werden  diesen  Abschnitt  mit  Nutzen  und  Vergnügen  lesen,  da  die  in  dem* 
selbem  niedergelegten  methodischen  Winke  alle  Beachtung  verdienen. 

Es  wäre  zu  wünschen ,  dass  diese  Abhandlung  eine  grössere  Verbrei- 
tung fände,  als  es  durch  ein  Programm  voraussichtlich  der  Fall  sein  wird» 

Es  ist  nicht  meine  Absicht,  die  in  diesem  Programm  enthaltenen  Schul- 
nachrichen  näher  zu  besprechen.  Indessen  soll  doch  nicht  unerwähnt  blei- 
ben, dass  es  jedenfalls  eine  sehr  lobenswerthe  Einrichtung  ist,  dass  die  bei 
den  Reifeprüfungen  gestellten  schriftlichen  Aufgaben ,  insbesondere  auch 
die  mathematischen ,  vollständig  abgedruckt  sind.  Im  Uebrigen  lassen  die 
gestellten  mathematischen  Aufgaben  erkennen,  dass  die  betreffenden  Theile 
der  Mathematik  an  der  Realschule  zu  Chemnitz  sehr  eingehend  behandelt 
werden  müssen. 

Freiberg.  August  Junge. 
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Recensionen. 

Das  Rechnenbuch  des  Maximus  Planudes.  Nach  den  Handschriften  der 
kaiserl.  Bibliothek  zu  Paris  herausgegeben  von  C.  J.  Gerhardt. 
Halle,  Schmidt,  1865.     XII,  47. 

Da  geschichtliche  Untersuchungen  zu  um  so  verlässigeren  Ergebnissen 
fähren,  je  vollständiger  die  Quellen  vorliegen,  aus  denen  geschöpft  wird, 
so  ist  es  immer  höchst  erfreulich,  wenn  ein  nur  aus  Handschriften  von  We- 
nigen gekanntes,  aber  in  Folge  seines  Inhaltes  zur  Zahl  der  zu  benutzenden 
Quellen  beigezogenes  Werk  durch  den  Druck  allen  auf  dem  betreffenden 
Gebiet  Nachforschenden  zugänglich  gemacht  wird.  Dies  ist  der  Fall  mit 
der  tyri<po(poQ[c£  des  Maximus  Planndes. 

Nachdem  Villoison  nach  2  Handschriften  in  Venedig  den  Anfang 
desselben  mit  den  indischen  Ziffern  undWoepcke  nach  4  Pariser 
Handschriften  einen  Abschnitt  der  Multiplication  und  nach  2  derselben 
einen  Theil  der  Division  im  Urtext  bekannt  gemacht  hat,  und  dadurch 
dieses  Werk  in  die  Untersuchungen  über  den  Ursprung  unserer  Ziffern  und 
unseres  jetzigen  elementaren  Rechnens  hereingezogen  ist,  erscheint  es  als 
eine  sehr  verdienstliche  Arbeit,  dass  Herr  Gerhardt  dasselbe  aus 
2  Handschriften  in  Paris  vollständig  herausgab,  und  zwar  so,  dass  die  Zif- 
ferformen, wie  sie  höchst  wahrscheinlich  Planudes  selbst 
schrieb,  im  Druck  wiedergegeben  sind.  Vergleicht  man  diese  Formen 
mit  den  Facsimile,  die  Woepcke,  Sur  fintrod.  de  Varillim.  ind.  en  occident, 
Borne  1859;  8.  27  aus  den  4  Handschriften  mittheilt,  so  muss  man  zugestehen, 
dass  die  Grundzüge  möglichst  getreu  dargestellt  sind. 

Was  nun  den  Text  betrifft,  so  benutzte  Herr  Gerhardt  nur  die 
2  ältesten  Handschriften  2509  s.  XIV  und  2381  s.  XV  (Herr  G.  nennt  die 
Nummern  nicht,  während  die  genaue  Bezeichnung  doch  sehr  wünschens- 
werth  ist),  von  denen  die  erste  mit  der  Multiplication  abbricht.  Dass  die 
dritte  Handschrift  2428  s.  XV  unbeachtet  blieb,  lässt  sich  dadurch  rechtfer- 
tigen, dass  sie  mehr  eine  Bearbeitung  der  tyri<po<pOQia  ist,  als  eine  Abschrift 
derselben.     Für  die  Nichtbeachtung  der  4.  Handschrift  2382  $.  XVI  lässt 
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sieb  als  Grand  angeben,  was  Woepcke  a.  a.  0.  S.  39  in  der  Anmerkung 
sagt,  dass  dieselbe  von  dem  Ms.  2381  abhängig  ist,  und  zu  merklieber  Ver- 
besserung des  Textes  nichts  beiträgt.  Dennocb  hätte  eine  Vergleichung 
derselben  wohl  den  Nutzen  gehabt,  das  unleserliche  Wort  S.  24  zu  enträth- 
seln,  und  auch  sonst  über  den  Wortlaut  einigen  Aufschluss  zu  geben. 

Vergleicht  man  nämlich  den  Text  des  Herrn O.  mit  dem,  wasWoepcke 
davon  in  der  genannten  Schrift  S.  27 — 30  und  S.  39 — 46  mittheilt,  so  erge- 
ben sich  einige  Verschiedenheiten,  die  vielleicht  durch  Beiziehung  des  Ms. 
2382  nicht  vorhanden  wären.  Gleich  im  Titel  ergiebt  sich  eine  solche.  Herr 
G.  giebt  S.  XII  an:  fiovagov  xai  xov  fia£<ftov  tov  nXavoviov  iptjipoqtOQict, 
W.  (S.  20)  pova%ov  %vqIov  iiaj-ifiov  xov  nXccvov6r\  tyriq>0(poQla.  Sicher  ist 
xvqLov  die  richtige  Lesart  und  ebenso  in  der  Aufschrift  des  Ms.  2428  (S.XII) 
statt  xal  tov  zu  lesen.  Die  Form  nXavovSov  ist  vielleicht  nur  ein  Schreib- 
versehen. S.  10,  Z.  5  v.  u.  hat  W.  nach  noXXcmXacKx£6  ptvog  das  notwen- 
dige &{!•  Z.  2  v.  u.  steht  das  Eingeklammerte  bei  W.  im  Texte.  S.  11, 
Z.  7  v.  o.  steht  bei  W.  ixnEnXrjQaic^ci)  statt  ixnXriQOVO&m.  Z.  12  v.  o.  G. : 
xaWgcoTa,  W.:  xccxi%(o  xa/.  S.  20  u.  21  fehlen  bei  den  Diagrammen  die 
Reste,  die  bei  W.  übereinstimmend  mit  dem  Texte  an  der  Seite  stehen» 
8.  21  fehlt  das  Diagramm 

1 

40       4 
1 
36, 

das  W.  mittheilt,  und  S.  23  fehlen  2  Diagramme,-  die  bei  W.  S.  44  u.  46  den 
Text  verdeutlichen.  Wahrscheinlich  fehlen  sie  in  dem  von  Herrn  G.  be- 
nutzten Ms.  Möglich  auch,  dass  W.  sie  erst  selbst  beigegeben  hat.  Sie 
sind  aber  zum  Verständniss  der  Stelle  fast  unentbehrlich.  S.  20,  Z.  8  v.  o. 
ist  nav  wohl  nur  ein  Druckfehler  für  nakiv.  Der  Herr  Herausgeber  scheint 
überhaupt  eine  sehr  grosse  Mühe  mit  der  Correctur  gehabt  zu  haben,  so 
dass  manche  Ungenauigkeiten,  wie  in  denAccenten,  nicht  hoch  angerechnet 
werden  dürfen.  Z.  16  v.  o.  steht  nach  dem  ersten  yQaqxo  die  Zahl,  die  nach 
W.  in  beiden  Mss.  fehlt.  Z.  18  steht  lvo>*>,  was  W.  aus  dem  handschriftli- 
chen iv  nur  vermuthete.  Z.  11  v.  u.  fehlt  otctv  nach  nooi  iXdxxova  6h.  S.  21, 
Z.  14  v.  o.  fehlt  nach  (lovdöog  das  nbthige  xqixov.  Z.  26  steht  ava>Ti?a>,  bei 
W.  xaTorioa»,  allerdings  unrichtig,  aber  es  fragt  sich,  was  die  Handschrif- 
ten haben.  Z.  6  v.  u.  steht  bei  W.  vor  vno  xov  noch  xov.  S.  22,  Z.  2  v.  o. 
ist  die  Lücke  bei  W.  richtig  nach  inxdxig  angedeutet,  welches  Wort  ein 
oder  zwei  Zeilen  später  nochmals  stand  und  dadurch  die  Lücke  veranlasste. 
S.  23,  Z.  5  v.  o.  lautet  der  Anfang  bei  W.  ziemlich  abweichend:  ptxa  xo  7 
xal  12  xal  7  xziplvmv.  Z.  7  v.  o.  fehlt  nach  W.  die  Zahl  nach  xov  in  den 
Mss.,  und  in  der  folgenden  Zeile  steht  dort  nicht  ov  ydq  >  sondern  tl  yaQ. 
Ferner  stehen  bei  W.  vor  diesem  ov  yao  noch  die  gleich  darauf  sich  wieder- 


Literaturzeitung.  99 

holenden  Worte:  oicr  tovto  xotvov  vno  tov  7  ra  3  Tfthfpt.  Ausser  diesem 
kommen  noch  kleinere  Abweichungen  vor,  deren  Aufzählung  hier  zu  weit 
führen  würde.  Im  Allgemeinen  zeigt  sich  bei  W.  ein  etwas  genauerer 
Text,  und  es  ist  wohl  nicht  irrig,  den  Gmnd  davon  in  der  Benutzung  der 
grösseren  Anzahl  von  Mss.  zu  sehen.  Vielleicht  hat  Herr  G.  noch  Gelegen- 
heit ,  das  Gleiche  zu  thun  und  dadurch  sein  Verdienst  um  das  Werk  des 
PI  an ud  es  noch  zu  erhöhen.  Aber  schon  jetzt  ist  seine  Arbeit  eine  sehr 
dankenswerthe  und  leistet  den  Nachforschungen  über  den  Stand  der  Arith- 
metik im  14.  Jahrhundert  eine  bedeutende  Hilfe. 

Es  erübrigt  nun  noch ,  Einiges  über  die  dem  Text  vorangehenden  An- 
gaben Über  Planudes  und  sein  Werk  zu  bemerken.  Den  Zusammenhang 
mit  der  indischen  Arithmetik  vermuthet  Herr  G.  von  der  Art,  dass  Pla- 
nudes von  byzantinischen  Kaufleuten  oder  Missionaren  lernte,  die 
längere  Zeit  in  Indien  sich  aufgehalten  hatten.  Einem  solchem  fast  un- 
mittelbaren Zusammenhang  widerstreitet  aber  die  Form  der  Ziffern  und 
das  Wort  Tf/qppa,  welches  beides  Woepcke,  Journ.  asiat.  1863,  S.  526  u.  527, 
bestimmte,  eine  Vermittelung  durch  die  Araber  des  Orients  anzu- 
nehmen (vergl.  auch  Cantor,  math.  Beiträge  S.  263).  Letzteren  Punkt 
bespricht  Herr  G.  nicht;  von  ersterem  aber  ist  allerdings  seine  Ansicht,  dass 
die  Ziffern,  die  Planudes  neben  den  griechischen  Zahlbuchstaben  ge- 
braucht, die  Anfangsbuchstaben  der  entsprechenden  indischen  Zahlwörter 
sind.  Dies  zeige  sofort  eine  Vergleichung  mit  der  letzten  Reihe  der  Ini- 
tial lettres  modern  inPrinsep's  Essay  of  Indien  Antiquities  Tom  II,  ph  XL. 
Es  wäre  sehr  zu  wünschen,  dass  in  solchen  Fällen  die  verglichenen  Zeichen 
neben  einander  gestellt  und  dadurch  dem  Leser  die  Möglichkeit  gegeben 
würde ,  von  der  Richtigkeit  des  Vergleiches  aus  eigener  Anschauung  sich 
zu  überzeugen.  Referent  kann  nämlich  die  Ansicht  nicht  theilen,  dass  man 
in  den  modernen  Anfangsbuchstaben  der  indischen  Zahlwörter  sofort 
die  Zeichen  des  Planudes  erkennt,  am  wenigsten  vermag  er  dies  bei  den 
Zeichen  für  2,  3  und  8.  Auch  hier  muss  er  Woepcke  beitreten,  der  (Journ. 
asiat.  1863,  8.  73 — 78)  in  den  Sanskritbuchstaben  des  2.  Jahrhunderts 
nach  Chr.  die  Grundzüge  der  Go  bar  Ziffern  findet,  welche  nicht  die  Ziffern 
des  Planudes  sind.  Es  scheint  daher  um  vieles  wahrscheinlicher,  dass 
die  Kenntnisse  von  der  indischen  Arithmetik  dem  Planudes  durch  die 
Araber  des  Orients  vermittelt  wurden. 

In  Bezug  auf  die  Verwandtschaft  der  tyYi<poq>oqia  mit  dem  Liber  Abaci 
des  Leonardo  von  Pisa  stimmt  Herr  G.  mit  W.  im  Wesen  überein,  dass 
nämlich  eine  directe  Benutzung  des  Werkes  des  Letzteren  nicht  nachweis- 
bar ist.  Die  Aehnlichkeit  lässt  sich  mit  Herrn  G.  erklären  aus  einer  Be- 
nutzung von  Werken  aus  Leonardo's  Schule,  oder  mit  W.  aus  Benutzung 
gleicher  oder  verwandter  Quellen  von  Seite  Beider.  Bezüglich  der  Neu- 
nerprobe aber  besteht  eine  diametrale  Verschiedenheit.  Herr  G.  spricht 
dieselbe  auf  Grund  eine*  Bemerkung  Tay  lor's  den  Indern  ab,  Herr  W.  be- 

8* 
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legt  (Journ.  asiat.  S.  501  — 504)  mit  2  Stellen  ans  einer  Arithmetik  des  A  vi- 
ce nna  den  indischen  Ursprung  derselben.  Auf  wessen  Seite  das  Richtige 
ist,  müssen  weitere  Forschungen  auf  dem  Gebiet  der  indischen  Alterthums- 
kunde  und  der  Kunde  vom  Orient  überhaupt  noch  zeigen.  Möge  nur  die 
sehr  fühlbare  Lücke,  die  durch  Wo  epcke's  Tod  entstanden  ist,  bald  ausge- 
füllt werden! 

■  Die  ausführliche  Inhaltsangabe,   die  Herr  G.   S.  V — XII  von  dem 
Werk  des  Fl  an  ud  es  giebt,  ist  für  die  Verwerthung   desselben  von  sehr 
grossem  Werthe  und  verdient  eine  besonders  rühmliche  Erwähnung. 
Ansbach.  Fbiedlein. 


Die  Integration  zusammengesetzter  Functionen  nach  der  Methode  der  un- 
bestimmten Coefficienten.      Von    E.   Grüttefien,    Baumeister. 
Berlin,  Verlag  von  Carl  Beelitz.     1865. 
Die  Methode  des  Verfassers  wird  durch  folgendes  Beispiel  klar  werden. 
Um  das  Integral 

ßx  +  yx%  +  8x> 


}/a  +  bx  +  cx% 
auf  das  einfachere  und  bekannte  Integral 

dx 


dx 


J  tA 


}/a  +  bx  -f-  cx% 
zurückzuführen,  setze  man 

r.  +  p.  +  j****,         v_  c      z» 

J       fa+bx+  ex2  J  }fä+bx  +  ex* 

wo  f{x)  eine  noch  zu- bestimmende  Function  von  ar,  und  K  eine  unbekannte 
Constante  bezeichnet.  Differenzirt  man  und  schafft  nachher  die  Brüche 
weg,  so  folgt 

a  +  ßx  +  yx*  +  dx9 
=  />)  («  +  **  +  cd)  +  f(x)  {\b  +  ex)  +  K. 
Damit  die  rechte  Seite  von  demselben  Grade  sei  wie  die  linke,  darf  fix) 
den  zweiten  Grad  nicht  übersteigen;  man  nimmt  daher 

f(x)  =  A  +  Bx+  Cx*,     f'(x)  =B  +  2C* 
und  vergleicht  nach  Substitution   dieser  Ausdrücke  die  Coefficienten  von 
x°y  x\  x\  x9  in  der  vorigen  Gleichung.   Man  erhält  dadurch  vier  Bedingun- 
gen für  die  Unbekannten  A,  2?,  C,  K,  man  kennt  also  auch  f(x)  und  K^  wo- 
mit die  Reduction  des  ursprünglichen  Integrales  abgemacht  ist 

Dieses  Verfahren  dürfte  wohl  schon  von  Jedem  benutzt  worden  sein, 
der  öfter  Integrationen  ausgeführt  oder  Integralrechnung  vorgetragen  hat 
Dasselbe  verursacht  allerdings  in  manchen  Fällen  weniger  Rechnung  als  der 
Gebrauch  der  üblichen  Reductionsformeln ,  dagegen  verlangt  es  häufig  eine 
geschickte  Wahl  von  f(x)  und  der  ursprünglichen  hypothetischen  Gleichung. 
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Wer  solches  Geschick  nicht  besitzt,  verliert  dabei  leicht  die  Zeit  mit  un- 
glücklichen Versuchen,  und  eben  deswegen  dürfte  dieses  Verfahren  nicht 
den  Jüngern  der  Wissenschaft  als  Kegel,  sondern  nur  Lehrern  für  Uebungs- 
beispiele  und  Ezcurse  zu  empfehlen  sein.  Schlömilch. 


Mathematische  Aufgaben  zum  Gebrauche  in  den  obersten  Classen  höherer 
Lehranstalten.     Aus   den  bei  Abiturientenprüfungen    ah  .  preussi- 
schen  Gymnasien  und  Realschulen  gestellten  Aufgaben  ausge- 
wählt und  mit  Hinzufügung  der  Resultate  zu  einem  Uebungsbuche 
vereint  von  H.  C.  E.  Martus,  Oberlehrer  an  der  Königstädtischen 
Realschule  in  Berlin.  —  I.  Aufgaben  (XII  u.  187  S.),  IL  Re- 
sultate (196  S.).     8.     Greifswald,  1865.     C.  A.  Koch's  Verlags, 
buchhandlung. 
Das  Material  zu  der  vorliegenden  Aufgabensammlung  haben  theils  die 
in   den   Programmen  von  Michaelis  1857   bis  Ostern  1862-  veröffentlichten 
Abiturientenaufgaben  der   preussischen   Gymnasien,    theils   die  früheren 
Prüfungsarbeiten   der   Berliner  Gymnasien  geliefert,  namentlich  die  des 
Friedrichs -Werder'schen  Gymnasiums  seit  Ostern  1832,  die  des  Cölnischen 
Realgymnasiums  seit  Ostern  1836,  des  Joachimstharschen  Gymnasiums  seit 
Ostern  1837  und  des  Friedrich- Wilhelms -Gymnasiums  seit  Michaelis  1842. 
Ausserdem  ist  ein  Theil   der  Aufgaben   aus  der  angewandten  Mathematik 
den  Programmen  der  preussischen  Realschulen  vom  Jahre  1863  entnommen. 
Beim  Ordnen  des  so  zusammengebrachten  reichen  Materials  zeigten  sich 
die  verschiedenen  Gebiete  der  Gegmetrie  ungefähr  gleichmässig  vertreten; 
in  der  Arithmetik  und  Algebra  aber  hatten  einzelne  Abschnitte  nur  wenige 
Aufgaben  aufzuweisen.     Um   daher  eine  Aufgabensammlung  herzustellen, 
welche  zur  Einübung  des  ganzen  Cursus   der  beiden  oberen  Classen  an 
Realschulen  und  Gymnasien  dienen  könne,  sah  sich  der  Verfasser  genöthigt, 
in  solchen  Abschnitten  selbst  Aufgaben  zu  erfinden,  um  die  Lücken  auszu- 
füllen.    Er  hat  so  bei  den  Combinationen  die  Hälfte,  bei  den  Anwendun- 
gen des  binomischen  Satzes  %,  bei  den  Progressionen  V5,  bei  den  Ketten- 
brüchen 2/5,  bei  den  unendlichen  Reihen  4/5,  bei  den  diophantischen  und  den 
in  Zeichen  gegebenen  Gleichungen  %,   bei  den  cubischen  8/5  und  bei  den 
höheren  Gleichungen  %  der  Aufgaben   selbst  hinzugesetzt.      Aufgaben, 
welche  6ich  bereits  in  anderen  Sammlungen  finden ,  hat  der  Verfasser  wis- 
sentlich nicht  aufgenommen,  ohne  sie  durch  Aenderung  des  Zahlenbeispie- 
les oder  durch  Erweiterung  umzuwandeln. 

Betrachten  wir  uns  nun  die  auf  diese  Art  entstandene  Sammlung  von 
1500  Aufgaben  etwas  genauer,  8^  finden  wir  zunächst,  dass  der  Verfasser 
durch  eine  sehr  ins  Einzelne  g^u  fo  Ordnung  des  Stoffes  das  Aufsuchen 
der  Aufgaben  und  damit  die  B^  ng  des  Buches  überhaupt  sehr  bequem 
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gemacht  bat.     Wir  können  in  der  nachstehenden  Uebersicht  des  Inhaltes 
nur  die  Hauptpunkte  dieser  Eintheilung  angeben«     Diese  sind  folgende: 

Erster  Theil.  Geometrie.  A.Planimetrie«  I.  Lehrsätze  1  — 15, 
II.  Constructionsaufgaben  16  — 118  (Construction  des  Dreieckes  ans  ver- 
schiedenen Bestimmungsstücken ,  unter  denen  die  Fläche ,  die  Summe  nnd 
Differenz  zweier  Seiten,  die  Höhenlinien,  die  Radien  der  Berührungskreise 
u.  a.  vorkommen ,  desgleichen  auf  das  Viereck  und  den  Kreis  bezügliche 
Constructionen) ,  III.  Aufgaben  aus  der  algebraischen  Geometrie  119 — 187 
(theils  Aufgaben,  bei  denen  die  Formelentwickelung  auf  eine  Construction 
führt,  theils  numerische  Berechnungen). 

B.  Trigonometrie.  I.  Goniometrie  und  trigonometrische  Gleichun- 
gen 188 — 209,  II.  ebene  Trigonometrie  210  —374  (Berechnung  der  Dreiecke 
aus  den  verschiedenartigsten  Bestimmangsstücken,  Anwendungen  der  Tri- 
gonometrie auf  Längenbestimmungen) ,  III.  sphärische  Trigonometrie  375 
bis  400  (Aufgaben  aus  der  mathematischen  Geographie,  Verwandlung  astro- 
nomischer Coordinaten  u.  a.). 

C.  Stereometrie.  1.  Pyramide  401—446,  2.  Prisma  447— 463,  S.Ke- 
gel 464  —  543,  4.  Cylinder  544 — 561,  5.  Kugel  562  —  622,  6.  die  regelmässigen 
Körper  623 — 642,  7.  Maxima  und  Minima  643 — 675. 

D.  Coordinatengeometrie.  1.  Gerade  Linie  676 — 681,  2.  Kreis 
682  —  686,  3.  Parabel  687  —  712,  4.  Ellipse  713  —  742,  5.  Hyperbel  743  —  750, 
6.  alle  drei  Kegelschnitte  751  u.  752,  7.  Curven  höheren  Grades  753 — 755. 

Zweiter  Theili  Arithmetik.  A.  Algebra.  I.  Gleichungen  vom 
ersten  und  zweiten  Grade  und  solche  Gleichungen,  welche  sich  auf  diese 
zurückführen  lassen  756—  1029  (dieselben  sind  theils  in  Zeichen,  theils  in 
Wortengegeben),  IL  Diophantische  Gleichungen  1030 — 1065  (vom  ersten 
und  zweiten  Grade),  III.  cubische  Gleichungen  1066 — 1138,  IV.  höhere  Al- 
gebra 1139  — 1178  (höhere  algebraische  und  transcendente  Gleichungen). 

B.  Niedere  Analysis.  I.  Progressionen  1179 — 1266  (arithmetische 
Reihen  erster  und  höherer  Ordnung,  geometrische  Progressionen,  zusam- 
mengesetzte Reihen),  IL  Zins  auf  Zins  1267 — 1329  (Zinseszins-  und  Renten- 
rechnung), III.  Kettenbrüche  1330  — 1349,  IV.  Combinationslehre  1350 — 1377 
(Permutationen,  Variationen  und  Combinationen,  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung), V.  binomischer  Lehrsatz  1378  — 1391  (verschiedene  Reihenentwi- 
ckelungen mittelst  des  Binomialtheorems)  ,  VI.  unendliche  Reihen  1392  bis 
1400  (Fragen  nach  der  Convergenz  von  Reihen,  Reihenentwickelungen  mit- 
telst der  Methode  der  unbestimmten  Coefücienten ,  einige  specielle  Anwen- 
dungen der  Sinus-  und  Cosinusreiben). 

Dritter  Theil.  Aufgaben  aus  der  Physik.  I.  Mechanik  1401  bis 
1462  (Hebel,  Schwerpunkt,  freier  Fall,  Gravitation,  schiefe  Ebene,  Wurfbe- 
wegung, Schwungkraft,  Pendel,  specifisches  Gewicht,  Luftdruck),  II.  W  ä  rm  e- 
lehre  1463  — 1474  (Ausdehnung,  Wärmecapacität,  Dampfmaschine),  III. 
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Optik  1475 — 1500  (Reflexion  and  Intensität  des  Lichtes,  Hohlspiegel,  Pris- 
men, Linsen,  der  Regenbogen). 

Die  Aufgaben  sind  meist  geschickt  gewählt,  und  viele  derselben  dürf- 
ten sehr  geeignet  sein ,  das  Interesse  der  Schüler  zu  erregen.  Einzelne 
unter  ihnen  gehen  allerdings  über  das  Gebiet  der  mathematischen  Discipli- 
nen  hinaus,  welche  auf  Gymnasien  und  Realschulen  zu  behandeln  sind ;  in- 
dessen hat  der  Verfasser  derartige  Aufgaben  besonders  bezeichnet  und 
kenntlich  gemacht.  Uebrigens  sind  die  Aufgaben  von  sehr  verschiedener 
Beschaffenheit  rücksichtlich  ihrer  Schwierigkeit;  während  manche  auch  von 
weniger  geübten  Schülern  sich  in  wenigen  Minuten  lösen  lassen,  dürften 
andere  zu  längerer  Beschäftigung  der  Schüler  Anlass  geben.  Es  werden 
daher  Lehrer,  denen  der  mathematische  Unterricht  in  den  oberen  Classen 
von  Gymnasien  oder  Realschulen  obliegt,  in  dem  vorliegenden  Buche  den 
mannigfaltigsten  Uebungsstoff  für  ihre  Schüler  finden  und  dem  Verfasser 
Dank  wissen  für  die  Mühe,  welche  die  Zusammenstellung  dieser  Aufgaben- 
sammlung gemacht  hat.  Wir  unsererseits  wünschen,  dass  diese  Sammlung 
eine  recht  weite  Verbreitung  finden  und  zur  Belebung  der  mathematischen 
Studien  sich  recht  förderlich  erweisen  möge. 

Ein  besonderes  Interesse  gewährt  das  Buch. noch  insofern ,  als  es  uns 
eine  ungeföhrä  Vorstellung  von  dem  Standpunkte  verschafft,  auf  welchem 
sich  die  mathematischen  Studien  auf  den  Gymnasien  unseres  Nachbarstaa- 
tes befinden.  Dieser  muss ,  wenigstens  auf  den  Schulen ,  welche  zu  der 
Sammlung  Material  geliefert  haben,  als  ein  sehr  befriedigender  bezeichnet 
werden,  und  wir  möchten  nur  wünschen,  da'ss  überall  an  ähnlichen  Anstalten 
ein  gleiches  Ziel  erreicht  werde. 

L  e  i  p  z  ig ,  October  1865.  Gretschel. 


Sie  Principien  der  neueren  ebenen  Geometrie  und  deren  Anwendungen  auf 
die  geradlinigen  Figuren  und   den  Kreis.     Ein  Lehrbuch  für  hö- 
here Unterrichtsanstalten  von  Carl  Schmitt,  Hauptmann  im  k.  k. 
Geniestabe,  Professor  der  höheren  Mathematik  an  der  k.  k.  Genie- 
akademie.    Wien,  Verlag  von  Carl  Gerolde  Sohn.     1864.     (IX 
u.  148  S.    8). 
Das  vorliegende  Schriftchen  enthält  eine  kurze  systematische  Darstel- 
lung der  Principien  der  neueren  ebenen  Geometrie,  bei  der  es  dem  Verfas- 
ser seiner  eigenen  Angabe  nach  besonders  darauf  ankommt,  diese  Disciplin 
in  ihren  Elementen  möglichst  eng  mit  der  analytischen  Geometrie  zu  ver- 
knüpfen und  die  Anschauungsweisen  der  neueren  Geometrie  bis  zu  dem 
Punkte  zu  entwickeln,  wo  es  vorteilhaft  erscheint,  neue,  der  analytischen 
Geometrie  angehörige  Hilfsmittel  und  Betrachtungsweisen  eintreten  zu  las- 
sen.  In  einem  zweiten  Bande  gedenkt  der  Verfasser  später  die  analytische 
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Geometrie  der  Ebene  mit  Anwendung  and  weiterer  Ausführung  der  in  der 
vorliegenden  Schrift  entwickelten  Principien  folgen  zu  lassen.  —  Der  In- 
halt des  Werkchens  ist  folgendermassen  vertheilt. 

In  der  Einleitung  werden  zunächst  die  einfachsten  Sätze  Über  ge- 
radlinige Strecken  und  Winkel  abgeleitet;  es  handelt  sich  dabei  hauptsäch- 
lich um  die  Begründung  des  Princips  der  Vorzeichen  im  Bezug  auf  Gerade 
und  Winkel  in  der  aus  den  Schriften  von  Möbius  und  Chasles  bekann- 
ten Weise. 

Das  erste  Capitel  hat  die  Bestimmung  der  Lage  der  Punkte  einer 
geradlinigen  Punktreihe  zum  Gegenstande.  Am  Schlüsse  dieses  Capitels 
führt  der  Verfasser  auch  den  Begriff  der  imaginären  Punktepaare  ein,  d.  b. 
solcher  Punkte,  deren  Lage  in  einer  bestimmten  Geraden  im  Bezug  auf 
einen  Fundamentalpunkt  durch  eine  quadratische  Gleichung  mit  complexen 
Wurzeln  bestimmt  ist.  Als  Anwendung  ist  eine  kurza  Theorie  der  Chor- 
dale n  zweier  Kreise  beigegeben. 

Das  zweite  Capitel  behandelt  das  entsprechende  Thema  im  Bezug 
auf  die  Strahlen  eines  ebenen  Strahlenbüschels. 

Im  dritten  Capitel  werden  die  Theilungsverhältnisse  des  Dreieckes 
besprochen.     Es  werden  hier  entwickelt  die  Sätze,   welche  sich  beziehen 

1)  auf  Strahlen  aus   den   Ecken  eines  Dreieckes  nach  den  Gegenseiten, 

2)  auf  Strahlen  aus  einem  Punkte,  nach  den  Ecken  und  Seiten  des  Drei- 
eckes, 3)  auf  die  Durchschnittspunkte  der  Seiten  und  Eckstrahlen  eines 
Dreieckes  mit  einer  'Geraden,  4)  auf  die  Schnittpunkte  des  Kreises  mit  den 
Seiten  des  Dreieckes,  5)  auf  die  Tangenten  aus  den  Ecken  eines  Dreieckes 
zum  Kreise. 

Hieran  schliesst  sich  ergänzend  im  vierten  Capitel  die  Behandlung 
der  Theilungsverhältnisse  der  ebenen  Polygone  im  Allgemeinen  und  des 
Viereckes  ins  Besondere.  Diese  Theilungsverhältnisse  beziehen  sich  theils 
auf  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  den  Vielecksseiten,  theils  auf 
Strahlenbüsche],  deren  Strahlen  nach  den  Ecken  des  Polygon  es  gehen,  und 
deren  Winkel  entweder  durch  die  successiven  Seiten  des  Polygones  oder 
durch  ein  zweites  ooncentrisches  Strahlenbüschel  getheilt  werden,  dessen 
Strahlen  wieder  nach  bestimmten  Punkten  der  Polygonseiten  gerichtet  sind 
und  ähnliches. 

Im  fünften  Capitel  wird  der  Begriff  des  anharmonischen  Verhält- 
nisses von  vier  Punkten  und  vier  Strahlen  erläutert,  als  specieller  Fall 
kommt  dabei  auch  das  harmonische  Verhältniss  zur  Sprache,  dessen  geome- 
trische Eigenschaften  zum  Theil  schon  vorher  in  den  beiden  ersten  Capiteln 
entwickelt  worden  sind. 

Das  sechste  und  siebente  Capitel  behandeln  die  collinearen 
Punktreihen  und  Strahlenbüschel,  und  zwar  ersteres  die  geometrischen 
Eigenschaften,  letzteres  die  algebraischen  Relationen.  Vermisst  haben  wir 
hier  die  ausdruckliche  Hervorhebung  des  wichtigen  Satzes  •  auf  welchen 
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Chasles  im  41.  Bd.  der  Comptfs  rendus  aufmerksam  gemacht  hat,  und  wel- 
chem zufolge  zwei  Punktreiben  oder  Strahlenbüschel  oder  eine  Fnnktreihe 
und  ein  Strahlenbüschel ,  deren  Elemente  einander  eindeutig  entsprechen, 
stets  collinear  sind.  Dieser  wichtige  Satz,  welcher  in  den  neueren- Dar- 
stellungen der  Geometrie,  z.B.  in  Cremona's  Einleitung  in  eine  geome- 
trische Theorie  der  ebenen  Curven,  mit  Recht  .an  die  Spitze  der  Theorie 
der  collinearen  Punktreihen  und  Strahlenbüschel  gestellt,  wird,  hätte  in 
§.80,  wo  unser  Verfasser  als  allgemeinen  Ausdruck  für  collineare  Punkt- 
reihen eine  lineare  Gleichung  nachweist,  seine  natürliche  Stelle  finden 
können ,  da  er  in  der  That  nur  der  Ausdruck  des  erwähnten  analytischen 
Merkmales  ist. 

Im  achten  Capitel  werden  die  Eigenschaften  der  Doppelpunkte 
collinearer  Punktreihen  und  der  Doppelstrahlen  collinearer  Strahlenbüschel 
entwickelt. 

Die  beiden  letzten  Capitel  endlich  behandeln  die  Involution  von  colli- 
nearen Punktreihen  und  Strahlenbüscheln,  und  zwar  enthält  das  neunte 
Capitel  die  allgemeine  Theorie  der  Involution,  während  das  zehnte  die 
Involutionen  beim  Dreiecke,  Vierecke  und  Kreise  bespricht. 

Wesentlich  neues  enthält  die  vorliegende  Schrift  allerdings  nicht;  auch 
hat  sie  mit  manchen  anderen  Schriften  ähnlichen  Inhaltes  das  gemein,  dass 
sie  die  Behandlung  ihres  Gegenstandes  gerade  da  abbricht,  wo  der- 
selbe erst  anfängt  interessant  zu  werden,  und  wo  sich  auch  die  Fruchtbar- 
keit der  bis  dahin  entwickelten  Lehren  erst  recht  augenscheinlich  zu  zeigen 
beginnt.  Indessen  findet  dieses  Abbrechen  im  vorliegenden  Falle  seine  Er- 
klärung in  dem  Plane  des  Verfassers,  die  vorgetragenen  Principien  noch 
durch  die  Hilfsmittel  der  analytischen  Geometrie  zu  ergänzen.  Dieser 
Plan  ist  jedenfalls  auch  die  Veranlassung  dazu  gewesen,  dass  in  der  vorlie- 
genden Schrift  mehr  Rechnungswerk  zu  finden  ist,  als  in  manchen  anderen 
Lehrbüchern  der  neueren  Geometrie ;  doch  kann  man  nicht  sagen ,  dass  die 
rein  geometrische  Betrachtungsweise  deswegen  vernachlässigt  worden  ist. 
Da  die  Darstellung  im  Ganzen  sehr  ansprechend  ist,  so  eignet  sich  das 
Werkchen  sowohl  als  Grundlage  für  den  Unterricht  an  höheren  Lehranstal» 
ten,  als  auch  als  Hilfsmittel  für  das  Selbststudium.  Sehr  passend  für  beide 
Zwecke  ist  es,  dass  der  Verfasser  die  Hauptlehren  immer  durch  eine  hin- 
reichende Anzahl  von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  erläutert  hat,  welche  in 
kleinerem  Drucke  an  der  betreffenden  Stelle  beigefügt  sind. 

Leipzig,  October  1865.  Gretschel. 


Lehrbuch  der  Planimetrie.     Für  Schulen  und  zum  Privatgebrauch  von 
M.  Job,  Oberlehrer  an  der  Annen- Realschule  zu  Dresden.    2.  Ab- 
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theilung.  Mit  80  in  den  Text  gedruckten  Abbildungen.  Dres- 
den,  Verlag  von  Carl  Adler.  1865. 
Die  erste  Abtheilung  dieses  Lehrbuches  ist  in  dieser  Zeitschrift  bereits 
früher  (IX.  Jahrgang,  S.  100  der  Literaturzeitung)  von  uns  kurz  angezeigt 
worden.  Was  wir  von  dieser  lobend  hervorgehoben  haben ,  Strenge  der 
Darstellung  bei  gehöriger  Ausführlichkeit  und  leichter  Verständlichkeit,  das 
gilt  auch  von  der  vorliegenden  zweiten  Abtheilung,  welche  die  Kreislehre 
enthält.  Den  Anfang  bilden  die  Sätze  über  Centri-  und  Peripheriewinkel, 
dann  werden  die  Eigenschaften  der  Sehnen  und  Tangenten  behandelt,  bei 
welcher  Gelegenheit  auch  die  Aehnlichkeitsp unkte  zweier  Kreise,  die  Be- 
rührungkreise des  Dreieckes ,  sowie  die  Eigenschaften  des  Kreisviereckes 
zur  Sprache  kommen ;  den  nächsten  Gegenstand  der  Untersuchung  bilden 
die  regelmässigen  Vielecke,  deren  Umfangsberechnung  weiter  auf  die  Rec- 
tification  des  Kreises  führt,  an  welche  sich  die  Quadratur  desselben  an- 
schliesst.  Sodann  werden  die  verschiedenen  Fälle  des  Apollonischen  Berüh- 
rungsproblems, bis  zur  allgemeinsten  Aufgabe  aufsteigend,  behandelt;  den 
Schluss  bildet  eine  Entwicklung  der  wichtigsten  Sätze  über  harmonische 
Theilung  von  geraden  Strecken  nebst  verschiedenen  Anwendungen  dieser 
Theorie,  unter  denen  die  Construction  der  Kreistangente  mit  alleiniger  Be- 
nutzung des  Lineales  zuletzt  vorgetragen  wird.  In  diesem  letzten  Ab- 
schnitte ,  welcher  dem  Gebiete  der  sogenannten  neueren  Geometrie  ange- 
gehört ,  hätte  der  Verfasser  unserer  Ansicht  nach  der  in  dieser  Disciplin 
jetzt  üblichen  Bezeichnung  und  nicht  der  älteren  folgen  sollen.  Während 
man  nämlich  gegenwärtig  sagt,  die  Linie  AB  sei  in  den  Punkten  C  und  D 
harmonisch  getheilt,  wenn  die  Proportion  besteht 

AC:CB  =  AD:BD, 

ist  bei  dem  Verfasser  die  harmonische  Theilung  der  Linie  AB  durch  die 
Punkte  C  und  J)  charakterisirt  durch  die  Proportion 

AB:BC—AD:CDf 
welche  in  der  Sprache  der  neueren  Geometrie  ausdrückt,  dass  AC  von  B 
und  D  harmonisch  getheilt  wird.  Es  ist  die  ganze  Sache  deshalb  nicht 
gleichgültig,  weil  bei  Anwendung  der  vom  Verfasser  benutzten  älteren  Ter- 
minologie die  bestimmte  Fassung  vieler  Sätze  verloren  geht;  man  erkennt 
die  Richtigkeit  dieser  Bemerkung,  wenn  man  etwa  den  kurzen  Satz ;  „jede 
Sehne  wird  durch  einen  in  ihrer  Verlängerung  liegenden  Punkt  und  dessen 
Berührungssehne  harmonisch  getheilt ",  vergleicht  mit  dem  Ausdrucke  des- 
selben Satzes,  welcher  sich  auf  S.  104  (Lehrsatz  161)  der  vorliegenden 
Schrift  findet. 

Leipzig,  October  1865.  Gketschbl. 
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Dia  physiologische  Optik.    Eine  Darstellung  der  Gesetze  des  Auges.     Von 
Dr.  Hermann  Schefflbr.     Erster  Theil;  mit  220  in  den  Text 
eingedruckten   Holzschnitten.      Braunschweig ,    Schulbuchhand- 
lung.    1864. 
Der  auf  dem  Gebiete  der  Physik  schon  rühmlich  bekannte  Verfasser 
hat  mit  vorliegendem  Werke  einen  neuen  Beweis  geliefert,  wie  scharfsich- 
tig er  nicht  blos  beobachtet,  sondern  auch  wie  glücklich  er  es  versteht,  in 
überzeugender  Weise  die  von  ihm  gemachten  Beobachtungen  in  die  bis 
jetzt  anerkannten  Gesetze  einzureiben.     Mit  Recht  sagt  er  selbst,  dass  es 
noch  grosse  Gesammtclassen  von  Erscheinungen  und  physiologisch  -  opti- 
schen Gesetzen  giebt,  denen  es  an  genügender  Begründung  fehlt,  und  dass 
eben  deshalb  eine  Durchforschung  des  Gebietes  der  physiologischen  Optik 
ebenso  wünschenswerth  für  die  Wissenschaft,  wie  sie  wegen  des  interessan- 
ten Gegenstandes ,  der  uns  so  zahlreiche  und  schöne  Naturwunder  enthüllt, 
anziehend  für  den  Forscher  sei. 

Bevor  er  sich  in  seiner  Schrift  zum  Auge  selbst  wendet,  bemüht  er 
sich  in  einer  kritischen  Entwicklung  der  Grundanschauungen  der  Theorie 
des  Lichtes  in  dem  Leser  volle  Klarheit  über  die  Erscheinungen  der  Licht- 
materie, Lichtintensität,  der  Farben,  der  Reflexion,  der  Beugung,  der  In- 
terferenz, der  Brechung,  des  Spectrums,  der  Fluorescenz  etc.  etc.  hervorzu- 
rufen; nicht  minder  über  gewisse  optische  Begriffe,  wie  Linsenbild,  Krüm- 
mung und  Verrückung  der  Linse ,  Brechungscoefticient  etc.  Auf  eine  ge- 
nerelle Beschreibung  des  Auges  folgt  alsdann  in  mehreren  Paragraphen 
eine  speciellere ,  welche  mit  ausserordentlicher  Genauigkeit  nicht  nur  die 
einzelnen  Theile  dieses  Sinnesorganes,  sondern  auch  die  Dimensionen  der- 
selben und  ihren  inneren  Mechanismus  bespricht.  Von  ganz  besonderem 
Werthe  erscheint  uns  §.8,  in  welchem  die  mathematische  Theorie  der  Ac- 
comodation  und  der  Linsensysteme  überhaupt  in  ausführlicher  Weise  be- 
handelt wird.  Nach  der  Darlegung  der  Gehirnthätigkeit  beim  Sehen,  ins- 
besondere beim  Sehen  mit  2  Augen,  wobei  das  Schielen  nicht  unberücksich- 
tigt bleibt,  giebt  der  Verfasser  eine  Anzahl  erläuternder  Experimente, 
welche  wegen  ihrer  Einfachheit  von  Jedermann  leicht  nachzuahmen,  zur' 
Erklärung  vorher  besprochener  Erscheinungen  aber  höchst  instructiv  sind. 
Die  Aufmerksamkeit  des  Lesers  wird  hierauf  namentlich  gefesselt  dnrch  die 
klare  Auseinandersetzung  des  Wettstreites  und  der  Identität  der  Sehfelder, 
sowie  des  Einfachsehens  trotz  zweier  Augen.  Einsender  dieses  beabsich- 
tigt indessen  nicht,  eine  förmliche  Inhaltsanzeige  der  ganzen  Schrift  zu 
geben,  fühlt  sich  aber  zu  dem  Geständniss  gedrängt,  dass  er  bis  jetzt  kein 
zweites  Buch  kennt,  in  welchem  der  wichtige  Process  des  Sehens  in  allen 
seinen  Einzelheiten  mit  gleicher  Schärfe  als  das  Resultat  eigener  tiefer 
Forschung  im  Gebiete  der  Optik  dargelegt  wäre.  Aus  vollster  Ueberzeu- 
gung  empfiehlt  er  daher  das  vor  1  igen  de  Buch  Jedem,  auch  dem  Laien,  dem 
darum  zu  thun  ist,  zu  einer  klaren  und  fasslichen  Anschauung  über  die  Thä- 


108  Literaturzeitung. 


V^WV^UW^^Ä 


tigkeit  seines  wichtigsten  Sinnesorganes  zn  gelangen.   Die  Äussere  Ausstat- 
tung gereicht  übrigens  dem  Herrn  Verleger  zu  aller  Ehre. 

W.  O.  H. 


Die  Theorie  der  geraden  Linie  und  der  Ebene;  ein  Versuch  zur  strengen 
Begründung  der  ersten  geometrischen  Grün  danschau  äugen,   von 
Dr.  Hermann  Schwarz,  Oberlehrer  an  der  höheren  Bürgerschule 
zu  Düren.     Halle,  Anton.     1865. 
Wenn  der  Verfasser  in  der  Vorrede  erklärt,  dass  es  durchaus  notwen- 
dig sei ,  den  Begriff  der  Bewegung  in  die  Elementargeometrie  einzuführen, 
so  ist  das  ohne  Zweifel  richtig,  aber  keineswegs  etwas  so  Neues,  als  der  Ver- 
fasser zu  glauben  scheint,  denn  ein  grosser  Theil  der  in  den  letzten  20  Jah- 
ren erschienenen  Lehrbücher  der  Geometrie  zeigt  hinreichend,  dass  man  viel- 
fach bemüht  ist,  die  starren  Euklidischen  Definitionen   durch  genetische, 
also  fast   durchweg  phoronomische  Erklärungen  zu  ersetzen  (z.  B.  beim 
Kreise).     Origineller  dagegen  ist  die  Art  und  Weise ,  wie  der  Verfasser 
diesen  Begriff  verwendet;  er  geht  nämlich  von  unendlich  kleinen  Bewegun- 
gen aus ,  lässt  durch  diese  zunächst  Linienelemente,  Winkelelemente  etc. 
entstehen  und  setzt  aus  diesen  die  endlichen  Linien  und  Winkel  etc.  zusam- 
men.    In  §.  5  z.  B.  findet  sich  folgende  Definition:     „Linienelement  heisst 
dasjenige  Raumgebild,  welches  entsteht,  indem  ein  Punkt  aus  seiner  primi- 
tiven Lage  unmittelbar,  d.h.   ohne  Durchlaufung  von  Zwischen- 
punkten, in  eine   angrenzende   Lage  übertritt."     Diese  Erklärung 
scheint  dem  Referenten  sehr  unglücklich ,   denn  sie  verlangt  von  der  An- 
schauung geradezu  das  Unmögliche.    Wie  nahe  auch  zwei  Punkte  einander 
liegen  mögen,  so  giebt  es  doch  immer  noch  unendlich  viele  Zwischenpunkte, 
und  wenn  umgekehrt  keine  Zwischenpunkte  da  sein  sollen,  so  müssen  sich 
die  Punkte  decken.     Des  Verfassers  Linienelement  ist  also  entweder  ein 
Complex  zweier  sich  deckender  Punkte,  und  dann  hören  alle  weiteren  De- 
ductionen  des  Verfassers  sofort   auf,   oder  das  Linienelement  enthält  Zwi- 
schenpunkte,  dann  involvirt  aber  die  Erklärung  einen  Widerspruch,  und 
die  nachherigen  Deductionen  leisten  nichts  weiter,   als  dass  sie  die  Eigen- 
schaften grosser  Linien  aus  denen  klein'er  herleiten.  —  Der  Verfasser  hebt 
die  Analogie  zwischen  seinen  geometrischen  Speculationen   und  der  An- 
schauungsweise der  Analysis  hervor;   in  Wirklichkeit  aber  ist  diese  Analo- 
gie gar  nicht  vorhanden.     Es  hat  sich  wohl  noch  kein  Analytiker  einfallen 
lassen,  den  Begriff  des  Differentiales  als  einen  Urbegriff  anzusehen  und  die 
Existenz  endlicher  Zahlen  aus  der  Existenz  ihrer  Differentiale  erklären  zn 
wollen;  im  Gegentheil  geht  man  von  der  endlichen  Zahl  aus  und  gelangt 
durch  Division  derselben  mit  einem  unendlich  wachsenden  Divisor  zum 
Differential.     Der  Verfasser  dagegen  hält  seinen  durchaus  Widerspruchs- 
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vollen  und  zufolge  des  Ausdrucks  „angrenzende  Lage"  ziemlich  dunkeln 
Begriff  des  Linienelementes  für  den  Urkeim  des  Linienbegriffes  überhaupt; 
er  geht  also  gerade. den  entgegengesetzten  Weg,  wie  die  Analysis.  Ueber- 
dies  ist  das  Linienelement  durchaus  verschieden  vom  Liniendifferential. 
Letzteres  ist  nämlich  selbst  eine  Linie ,  es  enthält  immer  noch  unendlich 
viele  Punkte  und  unter  allen  Umständen  ist  ds  gleichartig  mit  s;  des  Ver- 
fassers Linienelement  dagegen  soll  nur  zwei  Punkte  enthalten,  es  bildet  kei- 
nen Theil  einer  Linie  und  ist,  deutsch  gesagt,  ein  geometrisches  Unding.  — 
Dieselben  Bemerkungen  wiederholen  sich  beim  Winkelelement  etc. ,  und 
kann  daher  Referent  nicht  finden ,  dass  der  Verfasser  die  geometrischen 
Grundanschauungen  irgendwie  strenger  begründet  habe. 

Schlömilch. 
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Zweite  Hälfte:  1.  Juli  bis  31.  December. 

A. 

Aerodynamik. 

254.  Zar  Theorie  des  Gehörorgans.    Mach.    Wien.  Akad.-Ber.  XL VIII,  283. 

Analytische  Geometrie  der  Ebene. 

255.  Signification  giomitrique  de  la  transformation  d'une  iquaiion  non  homogene  en  iquatvon 

homogene.     Aelt.     N.  ann.  math.  XXIII,  289. 

256.  Trans formations  de propositions göometriques.   Zenthen.    N.  ann.  math.  XXIII,  297. 

257.  Ueber  die  einhüllenden  Curven,  welche  eine  constante  Länge  zwischen  zwei  sich 

schneidenden  Graden  beschreibt.    Unferdinger.  Wien.  Akad.-Ber.  XL  V, 
251. 
Vergl.  Kegelschnitte,  Planimetrie  379. 

Analytische  Geometrie  des  Baumes. 

258.  Etüde  des  points  d  Vinfini  dans  hs  mtrfttces  aluchitijuii.     Painvin.     Compt.  rend. 

L1X,  ÖÖ6. 

259.  Analytisch  -  geometrische  Unters  uctiungenj        Bfr  i  r.    Zeitschr.  Math.  Phys. 

IX,  377.     [Vergl.  No.  15.] 

260.  De  la  distance  de  Vorigine  ä  wt?  droiU  dmmie,  I     JV.  ann.  math.  XXIII,  386. 

261.  Quand  deux  angle«  niedres  trirei'fungfes  o*  imwet,  leur  6  aretes  sunt  sur  tm 

meme  ebne  du  second  degri,     A  „  a u n ,  math*  XX 1 1 1 

262.  Sur rintersection  de  deux  conts.     /Je  Tri  nqtt*       ton.     S.  ami.  math.  XXIII,  539. 

263.  Section  du  tore  par  un  plan  bita  tiyent,     ß  odard,     N.  ttr?jt,  math.  XXIII,  350. 

Vergl.  Krümmung,  Oberfl&viiun,  Oberflächen  zweiter  Ordnung. 

Approximation. 

264.  Calcul  approchi  de  r  dans  la  fbrmute  des  inttrets  composis.     Lemonnier.    N.  ann. 

math.  XXI/I,  337.  —  Girono  ibid.  340, 
Vergl.  Rectification  388. 

Astronomie. 

265.  Ableitung  der  Hansen'schen  Fundamentalformeln  für  die  Störungen  des  Ortes 

eines  Planeten  in  seiner  Bahn.    B  r  ü  n  n  o  w.     Astr.  Nachr.  LX1 V,  259. 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  297,  Refraction. 

Attraotion. 

266.  Ueber  die  Anziehung  eines  Cylinders.     Grube.    Zeitschr.  Math.  Phys.  IX, 277. 

[Vergl.  Bd.  IX,  No.  243.] 

267.  Ueber  die  senkrecht  gegen  die  Axe  gerichtete   Anziehungscomponente  eines 

kreisförmigen  Kegels.     Grube.     Zeitschr.  Math.  Phys.  IX,  279.  \ 

268.  Sur  le  mouvement  de phaieurs  corps  qui  s'atlirent  mutueUement  dans  Vespaee.  Schia- 

parelli.    Astr.  Nachr.  LXII,  353. 
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Bestimmte  Integrale. 

269.  Beductionsformeln  der  Integralrechnung.  W  i  n  c  k  1  e  r.  Wien.  Akad.-B er.  XL VII. 

146. 
Vergl.  Elliptische  Functionen,  Gammafunctionen,  Reihen  302. 

C. 

Complanation. 

270.  Ueber  einige  auf  elementarem  Wege  ausführbare  Quadraturen.     GretscheL 

Grün.  Archiv  XLII,  424. 

Cubatur. 

271.  Ueber  Volumbestimmungen  mit  Zuziehung  der  Schwerpunktstheorie.    Blazek. 

Wien.  Akad.-Ber.  XL  VI,  342. 

272.  Thioreme  sur  les  volumes  de  quelques  titraedres.     Godard  &  Court  in.     N.  ann. 

math.  XXIII,  322. 

Determinanten. 

273.  Faletar  (Tun  certain  diterminant.     Smet-Jamar.     N.  ami.  malh.  XXI II,  305.  — 

Cornu  &  Picquet  ibid.  307. 
Vergl.  Elliptische  Functionen  286,  homogene  Functionen. 

Determinanten  in  geometrischer  Anwendung. 

274.  Ueber  den  gegenseitigen  Zusammenhang  der  28  Doppeltangenten  einer  allgemei- 

nen Curve  4ten  Grades.    A ronhold.    Berl.  Akad.-Ber.  1864,  400. 
Vergl.  Cubatur  272. 

Differentialgleichungen. 

275.  Methode  nouvelle  pour  Vintigratioii  des  iquations  diffirentieHes  Unfaires.     Caqui. 

Compt.  rend.  LIX,  248. 

276.  Remarquesur  wie  Integration.     M ention.     N.  ann.  math,  XXIII,  471. 

277.  Integration  der  Differentialgleichung  (»H- x)  (n+x)  y"+  (m — n)  y —  **  (ro-fx)* y  =  0, 

in  welcher  m,  n  und  X  constante  Zahlen  sind.     8.  Spitzer.     Grün.  Archiv 
XLII,  375. 
Vergl.  Lame'1  s che  Function. 


Klektridtat. 

278.  Grundzüge  einer  Molecularphysik  und  einer  mechanischen  Theorie  der  Elektri- 

cität  und  des  Magnetismus.     Subic.    Wien.  Akad.-Ber.  XL  VI,  46. 

Ellipse. 
270.  Sur  les  normales  ä^une  ellipse,  dont  les  points  tTintersections  se  trouvent  sur  la  dive- 
loppie  de  Vellipse.     Dyrion.     N.  ann.  math.  XXIII,  320. 

280.  Dans  un  cercle  donni  on  inscrit  wie  corde  de  longueur  donnie\  par  les  extrimitis  de 

cette  corde  on  mime  des  paralleles  d  deux  droites  donnies;  ces  Hgnes  se  coupent 
swe  une  ellipse.     Haag.     N.  ann.  math.  XXI II,  313. 

281.  La  projeclion  sur  le  rayon  vecteur  F  M  du  point  d'intersection  T  du  petit  axe  d'une 

ellipse  avec  la  tangente  MT  a pour  Heu  giometrique  wPcercle.   Dyrion.    N,  ann, 
math.  XXIII,  385. 

282.  Sur  un  reetangle  constant  dont  la  construction  depend  d'une  ellipse.  Mirza-Nizam. 

N.  ann.  math.  XXIII,  320. 
Vergl.  Homogene  Functionen  316. 

Ellipsoid. 
Vergl.  Homogene  Functionen  316. 

Elliptische  Functionen. 

283.  Sur  la  riduction  d'une  inUgrale  contenant  un  radical  de  second  degri  d'un  polynöme  de 

quatrieme  ä  la  forme  canonique  d'une  integrale  elliplique.  Alexe  ff.  Compt.  rend. 
LIX,  244. 
LUeraturztff.  d.  ZeiUehr,  f.  M*th.  u.  Phys.  X,  6.  0 
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284.  Sur  quelques  formules  relatives  au  module  dans  la  thiorie  des  fonctions  elliptiques. 

Hermite.     Journ.  Mathem.  XXIX,  313.    [Vergl.  Bd.  IX,  No.  286.] 

285.  Surles  formules  d'addition  des  fonctions  elliptiques  de  Jaeobi.    Broch.   Compt.  rend. 

LIX,  999. 

286.  Sur  quelques  formules  pour  la  multiplication  des  fonctions  elliptiques.     BrioschL 

Compt.  rend.  LIX,  769. 

287.  Döveloppement  de  cos  am  x.     Hermite.     Journ.  Mathem.  XXI X9  289. 

Vergl.  Integralrechnung  322. 

F. 
Functionen. 

288.  Division  d'une  polynöme  entier  f  (x)  par  x*  4-  px  +  q;  forme  du  reste.   N.  ann.  molk. 

XXIII,  467. 
Vergl.  Elliptische  Functionen,  Gammafunctionen,  homogene  Functionen,  hy- 
perbolische Functionen,  Lame^sche  Functionen,  Partialbrüche. 

Gammafunctionen. 

289.  Ueber  ein  Paar  durch  Gammafunctionen  ausdrüekbare  Integrale.  Schlömilcb. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  IX,  356. 

Geodäsie. 

290.  Ueber  die  Bestimmung  der  Abplattung  der  Erde  aus  den  gleichzeitigen  Angaben 

eines  Quecksilber-  und  eines  Aneroid-Bardmeters.     Unferdinger.     Grün. 
Archiv  XLII,  443. 

Geometrie  (deseriptive). 

291.  Ueber  die  Transformationen  in  der  darstellenden  Geometrie.  Fiedler.  Zeitschr. 

Math.  Phys.  IX,  331. 

292.  Sur  quelques  chapitr es  de  göomitrie  descriptive.  De  laGournerie.  Journ.  Maihiuu 

XXIX,  401. 

Geometrie  (höhere). 

293.  Ueber  eine  geometrische  Erzeugung  von  confocalen  Curven  4.  Grades.  Berner. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  IX,  369.     [Vergl.  Bd.  IX,  No.  331.] 
Vergl.  Involution. 

Geometrische  Progression. 

294.  Thioreme  sur  les progressions yeomitriques.     Dufour.     Compt.  rend.  LIX,  1008. 

Geschichte  der  Mathematik. 

295.  Der  Heronische  Lehrsatz  über  die  Flache  des  Dreiecks  als  Function  der  drei 

Seiten.     Hultsch.     Zeitschr.  Math.  Phys.  IX,  225. 

296.  Das  Rechnen  mit  Columnen  vor  dem  10.  Jahrhundert.     Fried  lein.     Zeitschr. 

Math.  Phys.  IX,  297. 

297.  Sur  le  tome  III  des  Oeuvres  astronomiques  cCAlphonse  Xde  Cos tüle  publikes  par  D.  M. 

Rico  y  Sinobas.     Leverrier.     Compt.  rend.  LIX.  765 . 

298.  Passages  relatifs  ä  de  sommations  des  siries  de  cubes.     Woepcke.    Journ.  Mathem. 

XXIX,  337.    [Vergl.  No.  92.] 

299.  Nekrolog  von  W.  Slruve.     W innecke.    Astr.  Nachr.  LXIII,  241. 
800.  Nekrolog  von  Capitain  Gilliss.     Davis.     Astr.  Nachr.  LXIV,  199. 

301.  Biographie  d*  Adolphe  Guibert.     Beynac.     N.atm.  math.  XXIII,  547. 

Gleichungen. 

302.  Remarques  sur  la  transfbrmation  et  Cabaissement  des  öquations.     Prouhet.     N.  ann. 

math.  XXIII,  433,  508.     [Vergl.  No.  103.] 

303.  Sur  la  r Solution  des  öquations  algöbriques.    Heegmann.     Compt.  rend.  LIX,  WO. 

[Vergl.  Bd.  VII,  No.  79.] 

304.  Sur  certaines  limites  des  racines  dans  les  öquations  algöbriques.     Realis.    N.  ann. 

math.  XXIII,  477. 

305.  Ueber  die  Behandlung  des  irreduciblen  Falles  der  cubischen  Gleichungen  beim 

mathematischen  Unterrichte.     Grctschcl.     Grün.  Archiv  XLII,  431. 


Literaturzeitung.  115 

306.  Racine»  de  Viquation  generale  du  quatrieme  degre.   Mar  teilt.    N.  ann.  math.  XXIII, 

401. 

307.  Ueber  einen  Zusammenhang  der  Seiten  eines  Kreisvierecks  mit  den  Wurzeln 

einer  biquadratischen  Gleichung.     Matthiesse n.     Zeitschr.   Math.  Phys. 
IX,  453. 

308.  Dicomposer  en  facteurs  riete  du   second  degrö  Vexpression  (x*  +  px  +  q)l+ 1. 

Düstre.     N.  ann.  math.  XXIII,  4Ö5. 

309.  Sttr  les  racines  oVune  equation  du  quatrieme  et  d'une  autre  du  cinqideme  degri.    Jan- 

froid.     N.  am.  math.  XXII I,  39». 

310.  Sur  ta  thiorie  des  racines  rielles  ei  imaginaires  des  iquations  du  cinqideme  degri. 

Sylvester.     Compl.  rend.  LIX,  74»,  »44. 

311.  Sur  la  rialite  des  racines  de  Ciquatwn  x5  4-  5  p  x8  +  5  p*  x  -f  q  =  0.  Boutmy.  N.  mm. 

math.  XXIII,  373.  —  Rousseau  ibid.  377. 
812.  Sur  les  racines  igales  des  iquations  transcendantes.     Turquan.     Compt.  rend.  LIX, 
701. 

313.  Ueber  annähernde  Auflösung  einer  transcendenten  Gleichung  aus  der  Theoria 

motus  von  Gauss.     W  o  1  f  e  r s.    Astr.  Nachr.  LXIV,  193. 

314.  Risoudre  tiquation  2x  +  sin  2x =0.    N.  arm.  math.  XXIII,  406. 


Homogene  Functionen. 
3)5.  Ueber  eine  Transformation  einer  homogenen  Function  zweiten  Grades.    En- 
neper.     Zeitschr.  Math.  Phys.  IX,  358. 

316.  Verallgemeinerung  eines  geometrischen  Satzes.     Enneper.    Zeitschr. Math. 

Phys.  IX,  362. 

Hydrodynamik. 

317.  Ueber  die  Bewegung  flüssiger  Körper.     Stefan.     Wien.  Akad.-Ber.  XL  VI,  8, 

495. 
818.  Ueber  die  Molecularwirkung  der  Flüssigkeiten.     Mach.     Wien«  Akad.-Ber. 
XLVI,  125. 

Hyperbel. 

319.  Sur  les  hyperboles  iquilaters  tangentes  ä  une  droite  fixe  en  un  point  donni.     Haag. 

N.  ann.  math.  XXIII,  316. 

Hyperbolische  Functionen. 

320.  Sur  les  fonctions  hyperboliqucs  et  sur  quelques  tables  de  ces  fonetions.    Haüel.    N. 

ann.  math.  XXIII,  416. 

I. 

Imaginäres. 

321.  Note  sur  les  imaginaires.    Cheyrizi.  N.  ann.  math.  XXIII,  445.    [Vergl.  Bd.  IX, 

No.  115.] 
Vergl.  Gleichungen  305,  309,  310,  311.    Partialbrüche  876. 

Integralrechnung. 

322.  Sur  l'iniigration  de  la  differentieüe      '  x4"A  dx.       Tehebichef. 

px*+ax«+Px2+yx  +  a 

Journ.  Mathim.  XXIX,  225. 

323.  Sur  Vintigration  des  di/ferentielles  irrationelles.      Tehebichef.     Journ.  Mathem. 

XXIX,  242. 

Involution. 

324.  De  Vinvolution plane.    Poudra.    N.  ann.  math.  XXIII,  498. 

K. 

Kegelschnitte. 

325.  Exemple  des  proeidis  de  denwn&tration  annoncis  auparavant.    C hast  es.    Compt. 

rend.  LIX,  7.    [Vergl.  tf0  tfl.] 
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326.  State  des  propriötis  relatives  aux  systemes  de  sections  coniques.     C  hast  es.    Campt. 

rend.  LIX,  93. 

327.  Questions  dans  lesquelles  il  y  a  Heu  de  tenir  compte  des  points  singuäers  des  eourbes 

d' ordre  supärieur.     C haste s.     Compt.  rend.  LIX,  209. 

328.  Questions  dans  lesquelles  entrent  des  conditions  multiples.     Chasles.     Compt.  rend. 

,  LIX,  345. 

329.  Sur  les  coniques  qui  touchent  des  eourbes  d  ordre  quelconque.  Cayley.  Compt.  rend. 

LIX,  224. 

330.  Sur  le  nombre  des  coniques  qui  satisfont  d  des  conditions  doubles.   Cremona.   Compt. 

rend.  LIX,  776. 

331.  Sur  VkomoMtie  dans  les  coniques.     Lemonnier.     N.  ann.  math.  XXIII,  461. 

332.  Theoreme  sur  la  significalion  de  f  (er,  ß)  si  te  point  <x,  ß  ne  se  trouve  pas  sur  la  conique 

f(x,y)i=0.     Transon.     N.  ann.  math.  XXIII,  458. 

333.  Sur  le  signe  de  f  (<*,/?)  en  admettant  que  f(x,y)=0  sott  Viquation  dune  conique  et 

que  te  point  cc,  ß  ne  se  trouve  pas  sur  la  courbe.  G6rono.  N.  ann.  math.  XXIII, 
381. 

334.  Considdrations  sur  tes  iquations  du  second  degri  d  2  variables.    Lemonnier.    N. 

ann.  math.  XXIII,  518. 

335.  Soient  C  et  C'  deux  coniques  homofocales,  M  un  point  pris  sur  la  premiere,  MN/fl  nor . 

male  menee  au  point  M  et  terminee  ä  Vaxe  focal.  La  grandeur  de  la  protection 
de  M  N  sur  la  tangente  ä  C'  menie  par  M  est  independante  de  la  position  du  point 
M.     Smet-Jamar.     N.  ann.  math.  XXIII,  391. 

336.  Le  Heu  des  points  de  contact  des  droites  paralleles  ä  une  droite  fixe  A  A'  et  tangenles 

aux  coniques  passant  par  3  points  fixes  A,  ß,  C  et  touchant  la  droite  A  A'  est  une 
conique.  Painvin.  N.  ann.  malh.  XXIII,  357.  —  Girono  ibid.  363.  —  Du- 
ranton  ibid.  455. 

337.  Un  angle  constant  toxtrne  autour  de  sont  sommet  placi  au  foyer  dune  courbe  du  second 

degri ;  aux  points,  oü  les  deux  cötis  de  V angle  rencontrent  la  sourbe,  on  mene  des 
tangentes  ä  cette  courbe,  qui  se  coupent  sur  unenouvelle  conique.  Alis  t er  &  Neu- 
berg.    N.  ann.  math.  XXIII,  351.  —  Chopet  ibid.  472. 

338.  La  puissance  du  centre  dune  conique  par  rapport  au  cercle  circonscrit  d  wi  Mangle 

conjugue  est  igale  ä  la  somme  algibrique  des  carres  de  ces  demi-axes.  Mention. 
N.  tmn.  math.  XXIII,  535. 

339.  De  la  somme  des  can*es  des  axes  dune  conique  inscrite  dans  un  trumgle.   Sartiaux. 

N.  ann.  math  XXIII,  393.     [Vergl.  No.  140.] 

340.  Demonstration  g dorne trique  de  quelques  thioremes  sur  les  coniques.     N.  ann.  math. 

XXIII,  541. 

Kreis. 
841.  Note  sur  un  cercle.     Griffilhs.     N.  ann.  math.  XXIII,  345. 

342.  Soient  O  un  cercle  fixe,   O'  un  cercle  mobile  dont  le  centre  se  meut  sur  un  aidre  cet%cle 
fixe  O",  Vaxe  radical  des  deux  pr  emier  a  pour  enveloppe  une  conique.  De  Meyer* 
N.  ann.  math.  XXIII,  388. 
Vergl.  Ellipse  280. 

Kreistheilung. 
843.  Das  reguläre  Siebzehneck.     Grunert.     Gran.  Archiv  XLII,  361. 

Krümmung. 
344.  Strenger  Beweis  eines  bekannten  Satzes  von  dem  Krümmungskreise  der  Curven 
im  Räume  oder  der  Curven  von  doppelter  Krümmung  mittelst  der  Grenzen- 
methode.    Grunert.     Grün.  Archiv  XLII,  467.     [Vergl.  Bd.  IV,  No.  145.] 
Vergl.  Oberflächen  358, 

Kristallographie. 

845.  Beitrag  zu  den  Brechungsmethoden  des  hexagonalen  Kristallsystems.  Sehr  e  ich. 

Wien.  Akad.-Ber.  XL VIII,  250. 

Ki. 

X»ame'scne  Functionen. 

846.  lieber  lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  so  wie  über  die  Existenz 

und  Anzahl  der  Lame^schen  Functionen  erster  Art.  Heine.  Berl.  Akad.- 
Ber.  Ibö4,  13. 
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II. 

Mechanik. 

347.  Ueber  die  Drehung  eines  Körpers ,  dessen  ursprüngliche  Rotationsaxe  keine  sei- 

ner freien  Axen  war.     Rouvroy.     Zeitschr.  Math.  Phys.  IX,  401. 

348.  Drehung  eines  Körpers  um  einen  Punkt  ohne  Kräftepaar.    Hoppe.    Zeitschr. 

Math.  Phys.  IX,  436. 
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